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内 容 提要 


本 书 是 为 正在 学 习 数 学 分 析 ( 微 积分 ) 的 读者 、 正 在 复习 数学 分 析 ( 微 积 
分 ) 准 备 报考 研究 生 的 读者 以 及 从 事 这 方面 教学 工作 的 年 轻 教师 编写 的 。 

遵循 现行 教材 的 顺序 ,本 书 全 面 、 系 统 地 总 结 和 归纳 了 数学 分 析 问 题 的 
基本 类 型 ,每 种 类 型 的 基本 方法 ,对 每 种 方法 先 概括 要 点 ,再 选取 典型 而 有 相 
当 难 度 的 例题 , 逐 层 剖析 ,分 类 讲解 。 然 后 分 别 配 备 相 应 的 一 套 练习 。 旨 在 
拓宽 基础 ,启发 思路 ,培养 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ,作为 教材 的 补充 
和 延伸 。 此 外 ,对 现行 教材 中 比较 薄弱 的 部 分 ,如 半 连 续 、 凸 函数 .不 等 式 .等 
度 连续 等 内 容 , 作 了 适当 扩充 。 

全 书 共 分 7 章 .36 节 、246 个 条 目 .1382 个 问题 ,包括 -一 元 函数 极限 . 连 
续 、 微 分 .积分 .级 数 ;多 元 函数 极限 .连续 、 微 分 积分 。 

本 书 大 量 采 用 全 国 部 分 高 校 历届 硕士 研究 生 数 学 分 析 人 学 试题 和 部 分 
国外 赛 题 ,并 参阅 了 70 余 种 教材 .文献 及 参考 书 ,经 过 反复 推荐 ,修改 和 得 
选 , 在 几 代 人 长 期 教学 实践 的 基础 上 编写 而 成 。 选 题 具 有 很 强 的 典型 性 、 灵 
活性 .启发 性 .趣味 性 和 综合 性 ,对 培养 学 生 的 能 力 极 为 有 益 , 可 供 数学 院 
( 系 ) 各 专业 师 生 及 有 关 读 者 参考 , 书 中 基本 内 容 (不 标 * 、 淡 符号 ) 也 可 供 参 
加 研究 生 人 学 考试 数学 一 的 考生 选择 阅读 。 

此 次 改版 ,补充 .更 新 了 大 量 有 代表 性 的 新 试题 .基础 性 题 。 增 设 了 * 导 
读 " 栏 目 。 习 题 给 了 提示 .再 提示 或 解答 。 

题目 按 难 易 , 分 为 五 个 档次 ,六 部 分 是 重点 推荐 内 容 。 


代 序 


《数学 分 析 》 是 高 等 院 校 数学 类 各 专业 的 主干 课 之 一 , 它 对 二 
许多 后 续 课程 的 学 习 乃 至 作为 科研 工作 基本 功 的 训练 都 起 着 非凡 
的 作用 .如 何 掌握 好 该 课 的 基本 内 容 并 能 熟练 地 运用 其 中 的 基本 
技巧 对 每 个 学 生来 说 都 是 至 关 重 要 的 .就 解 题 而 言 ,许多 习题 的 解 
答 学 生 是 能 够 看 懂 的 ,但 他 们 的 主要 问题 在 于 :这 些 方法 是 怎样 想 
出 来 的 ? 也 就 是 说 ,学 生 所 需要 的 : 除 想 知道 这 些 题 怎 样 去 求解 或 
证 明 外 ,更 希望 了 解 解 题 的 思想 过 程 ,学 会 思想 方法 ， 

裴 礼 文 同 志 所 编写 的 《数学 分 析 中 的 典型 问题 与 方法 》, 系 统 
地 汇集 了 《数学 分 析 》 各 个 部 分 的 一 些 典 型 例题 和 习题 ,并 着 重 于 
分 析 解 题 的 思路 和 方法 ,因此 是 较 好 地 针对 学 生 的 需要 而 编写 的 ， 
目前 我 国 已 出 版 有 类 仪 的 书籍 (其 中 不 乏 很 好 的 著作 ) ,但 或 者 标 
准 过 高 .题目 过 深 , 远 远 超出 大 学 基础 课 的 要 求 ,或 者 解答 十 分 详 
细 , 而 对 解 题 思想 叙述 得 不 够 .本 书 编写 中 力图 兼顾 学 生 对 这 两 方 
面 的 实际 要 求 .这 里 大 量 选用 了 按 《 数 学 分 析 》 教 学 大 纲要 求 的 是 
目 (例如 ,许多 高 等 院 校 硕士 研究 生 的 入 学 试题 .国外 高 校 竞 赛 斌 
题 等 ), 并 进行 分 析 讲 解 . 因此 ,本 书 的 出 版 ,对 广大 青年 学 生 是 非 
常 有 益 的 ;对 从 事 《 数 学 分 析 》 教 学 工作 的 教师 来 说 ,也 是 极 有 参考 
价值 的 . 


路 见 可 
于 武汉 大 学 


笔者 的 话 


《教学 分 析 》 课 是 数学 系 各 专业 的 一 门 重要 基础 课 . 它 对 许多 
后 续 课 程 有 直接 影响 ,关系 到 整个 数学 系 教学 的 成 败 , 关 系 到 学 生 
素质 培养 .数学 院 系 的 师 生 历来 十 分 重视 数学 分 析 课 的 教学 ,投入 
了 巨大 的 劳动 .在 教学 实践 中 ,我 们 深 深 体 会 到 ,学 生 们 学 习 和 党 
握 教 材 的 基本 知识 困难 并 不 大 ,但 要 灵活 运用 所 学 的 知识 去 分 析 
问题 和 解决 问题 就 感到 困难 ,甚至 不 知 如 何 着 手 .为 培养 学 生 分 析 
间 题 和 解决 问题 能 力 , 以 前 也 出 版 了 大 量 的 好 书 ,但 仍 不 能 满足 学 
生 的 要 求 .分 析 其 原因 ,有 些 书 主要 讲 一 般 难度 的 问题 ,有 些 又 跟 
平时 教学 内 容 距离 较 远 .在 同学 们 掌握 了 教材 的 基本 知识 后 , 若 能 
有 一 本 帮助 学 生 丽 固 、 加 深 、 提 高 .扩大 所 学 知识 的 书 , 用 难度 更 高 
的 问题 (最 好 用 研究 生 入 学 试题 ) 对 学 生 进 行 训练 ,对 数学 分 析 中 
的 问题 与 方法 进行 全 面 系 统 的 总 结 和 分 类 指导 ,告诉 读者 应 该 如 
何 去 分 析 和 解决 问题 ,这 对 培养 学 生 的 思维 能 力 与 独立 工作 的 能 
力 , 从 根本 上 强化 已 学 知识 ,提高 学 生 的 素质 十 分 必要 . 

基于 这 种 需要 ,我 们 集中 了 好 儿 年 的 时 间 ,将 全 国名 高 校 历届 
硕士 研究 生 数 学 分 析 入 学 试题 进行 了 一 次 全 面 整 理 , 逐 题 分 析 研 
究 ,比较 分 类 .这 些 题目 多 数 具 有 相当 的 难度 ,但 仍 在 教学 大 纲要 
求 范围 之 内 .其 中 不 少 题目 出 自 名 家 之 手 .经 过 我 们 反复 推荐 后 修 
改 和 第 选 出 的 题目 有 着 很 强 的 典型 性 、 灵 活性 、 启 发 性 、 趣 味 性 和 
综合 性 .它们 理 当 看 成 是 数学 分 析 教 学 发 展 提高 的 一 个 组 成 部 分 . 
用 这 些 题 目 来 训练 学 生 , 对 培养 学 生 的 能 力 极 为 有 益 .但 这 些 题目 
半 竟 十 分 零散 ,还 不 足以 全 面 概括 数学 分 析 中 的 基本 类 型 和 方法 . 
因此 ,我 们 又 参阅 了 国内 外 70 余 种 教材 .文献 和 参考 书 , 分 析 比 较 
了 上 万 道 题目 ,包括 我 们 教学 过 程 中 积累 的 题目 .加 上 此 次 修订 共 
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精 选 了 约 1 382 题 作 为 讲解 和 剖析 各 类 型 的 例题 和 练习 .其 中 多 
半 是 研究 生 入 学 试题 及 国外 高 校 竞赛 题 .另外 ,本 书 还 对 现行 教材 、 
中 比较 薄弱 的 部 分 进行 适当 扩充 讲解 ,如 函数 上 、 下 极限 ,上 、 下 半 
连续 , 凸 函 数 ,不 等 式 ,等 度 连续 等 等 .本 书 希望 对 学 有 余力 ,特别 
是 优秀 学 生 , 以 及 对 任课 老师 的 教学 工作 有 所 帮助 和 神 益 . 

全 书 共 分 7 章 36 节 , 约 246 个 小 条 目 ,中 心 问题 是 向 读者 回 
答 : 数 学 分 析 的 每 个 单元 到 底 有 哪些 基本 问题 ? 每 类 问题 各 有 哪 
些 基本 方法 ? 每 种 方法 又 有 哪些 富有 代表 性 、 典 型 性 ,又 有 相当 难 
度 , 值 得 向 大 家 推荐 的 好 例题 和 练习 ? 这 些 题目 在 一 般 教科 书 中 
难以 找到 ,有 相当 难度 ,但 又 能 被 大 学 生 所 接受 和 掌握 . 其 难度 相 
当 于 研究 生 入 学 考试 中 的 难题 与 次 难题 . 

为 了 方便 阅读 ,特别 为 了 一 、 二 年 级 学 生 在 学 完 一 个 单元 之 后 
可 以 立即 转 入 到 本 书 的 学 习 , 本 书 内 容 的 编排 基本 上 与 现行 教材 
平行 ,甚至 一 一 对 应 .可 以 作为 课堂 教学 的 补充 和 延续 . 

基于 编写 本 书 的 上 述 案 旨 ,我 们 在 对 例题 进行 分 类 讲解 时 , 特 
别 注 意 了 系统 地 讲述 解 题 思想 与 解 题 方法 ,而 不 是 题目 的 堆砌 或 
单纯 的 题解 .全 书 以 解 题 方法 为 中 心 ,每 段 先 对 所 解 问题 的 方法 以 
“要 点 ”的 形式 进行 概括 性 的 阔 述 ,然后 由 淡 入 深 地 安排 一 套 一 大 
的 例题 ,对 具体 方法 和 精神 实质 ,进行 一 层 一 层 地 剖析 和 讲解 ;并 
不 断 深化 发 展 ,逐步 形成 概念 ,让 读者 从 变化 中 领会 其 不 变 的 东 
西 ; 顺 芯 开 花 ,让 题 题 有 它 自 己 的 位 置 、 作 用 和 品尝 价值 . 

优秀 学 生 非 常 关心 “题目 是 怎么 想 出 来 的 ”? 据 此 ,在 讲解 问 
题 时 ,我 们 特别 着 重 于 问题 的 分 析 ， 周明 解 是 的 思路 ， 使 读 起 来 感 
到 亲切 自然 ,学 了 能 用 . 

总 之 ,为 了 紧密 地 配合 教材 和 教学 ,结合 同学 们 的 买 了 联 到 
研究 生 入 学 考试 ,我 们 在 总 结 数学 分 析 中 的 基本 问题 与 方法 、 选 
材 、 编 排 以 及 问题 的 解法 .写法 上 下 了 很 大 工夫 . 

本 蔬 是 笔者 在 武汉 大 学 数学 系 为 高 年 级 学 生 讲 授 《 数 学 分 析 
(于 )》,《 数 学 分 析 方 法 》 所 写 讲 义 的 基础 上 编写 的 . 原 讲义 讲授 过 
aa [I . 


三 届 . 全 国 各 地 来 的 十 几 名 进修 教师 听 过 这 门 课 , 他 们 和 一 些 借阅 
了 本 书 手 稿 的 同学 一 致 认 为 ,这 些 材料 非常 精彩 ,解法 很 有 启发 
性 , 读 后 印象 极 深 , 可 以 收 到 事半功倍 的 效果 .我 系 教 师 黄 象 黑 同 
志 , 在 教学 中 广泛 采用 了 本 书 的 内 容 ,他 认为 , 书 中 的 材料 对 学 习 
数学 分 析 的 学 生 , 对 学 过 数学 分 析 的 高 年 级 学 生 , 乃 至 对 研究 生 以 
及 担任 分 析 习 题 课 的 老师 都 很 有 参考 价值 . 内 容 耐 读 ,余味 甚 强 ， 
有 些 问 题 点 到 为 止 ,恰到好处 . 

本 书 吸收 了 我 系 几 代 人 的 教学 经 验 ,尤其 在 编写 过 程 中 得 到 
我 的 老师 ,全 国 数学 教材 编审 委员 会 委员 路 见 可 教授 亲切 指导 ,他 
不 仅 逐 字 逐 句 的 批阅 了 全 书 , 还 为 本 书 撰写 了 代 序 . 

自 1985 年 以 来 ,本 书 多 次 得 到 高 等 教育 出 版 社 文 小 西 同志 的 
指教 ,他 的 许多 宝贵 意见 ,成 为 本 书 的 指导 思想 和 修改 依据 .另外 
在 编审 加 工 过 程 中 ,又 幸 得 他 极为 精细 “浩瀚 "的 工作 ,使 本 书 大 
为 增色 . 

本 书 还 得 到 辽宁 师范 大 学 数学 系 王 长 庆 先 生 , 我 系 前 辈 吴 厚 心 
教授 的 指教 和 帮助 .在 编写 过 程 中 得 到 系 领导 的 亲切 关怀 和 支持 . 

在 此 遵 向 以 上 各 位 老师 、 同 志和 朋友 表示 庄 心 的 感谢 ,对 所 参考 
的 书籍 ( 见 参考 书目 录 ) 的 作者 ,对 所 选 题目 的 作者 ,表示 深切 的 谢意 . 

最 后 对 审阅 本 书 的 徐 森 林 教 授 为 本 书 所 作 的 热忱 上 表 定 及 宝贵 
意见 ,表示 衷心 感谢 ! 对 高 等 教育 出 版 社 的 同志 们 为 本 书 出 版 付 
出 的 辛勤 劳动 表示 感谢 .没有 他 们 的 支持 ,本 书 是 不 可 能 与 读者 见 
面 的 . 

阅读 本 书 时 ,建议 把 例题 当成 有 解答 的 习题 来 做 ,坚持 先 做 再 
看 的 学 习 方法 .笔者 认为 这 是 成 功 使 用 本 书 的 关键 . 

由 于 水 平和 时 间 限 制 , 书 中 一 定 还 有 不 少 缺 点 和 错误 ,恳请 广 
大 读者 批评 指正 . 


裴 礼 文 
1988.4. 于 武汉 大 学 


再 版 前 高 


作为 一 名 长 期 从 事 数学 分 析 教学 工作 的 教师 ,能 为 广大 读者 
做 点 事 , 得 到 读者 关爱 ,是 本 人 的 极 大 欣慰 .应 当 特别 感谢 高 等 孝 
育 出 版 社 ,十 二 年 来 为 本 书 连续 印刷 出 版 了 十 一 次 ,还 推荐 到 台湾 
凡 异 出 版 社 出 版 了 中 文 繁体 版 (上 、 下 册 ). 

此 次 修订 , 除 对 文字 进行 了 部 分 修改 之 外 ,主要 增加 了 大 量 新 
近 考 研 试题 .对 部 分 热点 内 容 的 练习 ,进行 了 重新 编排 和 改写 ,大 
幅度 地 增加 了 提示 、 再 提示 ,部 分 还 给 了 解答 ,以 适应 不 同 读者 的 
需要 .根据 考研 情况 适当 增加 了 基础 性 、 中 档次 的 题目 和 内 容 ,更 
好 跟 当 前 的 考 情 接轨 . 同 原版 比较 ,内 容 更 完整 .更 充实 、 更 便于 阅 
读 , 也 更 贴近 于 考研 的 实际 . 

此 次 修订 还 对 内 容 作 了 标示 ,以 便 选 用 : 

“无 标记 ” 为 基础 性 内 容 , 适 合 各 类 读者 . 

“x” 在 例题 习题 之 前 加 “x* ”号 ,表示 该 题 难度 较 大 或 理论 
性 较 强 ,在 章节 段落 标题 前 加 “* ”号 ,表示 该 部 分 内 容 主 要 适合 于 
数学 院 系 的 学 生 , 非 数学 院 系 学 生 可 从 略 .“* x ”号 表示 难度 更 大 
或 理论 性 更 强 . 

“ 容 " 表 示 “ 重 点 推荐 ”. 在 带 x 的 章节 中 出 现 的 “ 衣 " 号 ,表示 主 
要 针对 数学 院 系 学 生 的 重点 推荐 . 标 " 认 "号 的 题目 控制 在 总 数 的 
可 左右 , 供 读者 选读 . 

“ 汶 ” 为 扩展 性 内 容 , 供 有 兴趣 的 读者 选 阅 . 

应 该 说 ,本 书 的 最 大 特点 是 全 面 、 系 统 地 总 结 “ 方 法 ”, 不 是 单 
纯 追 逐 考题 .事实 证 明 , 该 书 不 少 不 是 考题 的 题目 ,陆续 成 了 部 分 
院 校 的 考题 .可 见 探 讨 和 总 结 “方法 ”并 带动 基本 概念 和 原理 的 学 

. I . 


习 、 掌 握 和 深化 , 才 是 最 好 的 备考 方法 . 

事实 上 ,数学 分 析 中 的 基本 概念 原理 和 方法 是 不 可 分 割 的 ， 
在 系统 总 结 方法 的 过 程 中 自然 会 带动 基本 概念 和 原理 的 复习 .本 
书 每 一 部 分 , 正 是 围绕 一 个 中 心 概 念 开展 讨论 的 .例如 像 一 致 连 
续 , 它 原本 是 一 个 十 分 抽象 的 数学 概念 ,初学 者 非常 难以 理解 和 党 
握 , 本 书 通过 大 量 的 例题 和 练习 ,从 不 同 的 角度 、 不 同 层面 进行 深 
入 透彻 的 分 析 ,使 之 变 得 十 分 清晰 生动 具体 ,易于 理解 和 掌握 ， 
这 一 点 对 于 初学 者 来 说 的 确 是 十 分 有 益 的 ,这 也 是 读者 喜爱 本 书 
的 又 一 重要 原因 . 

许多 同行 老师 、 朋 友 , 还 有 不 少 正在 担任 数学 分 析 教 学 工作 的 
老师 为 本 书 修订 提出 了 许多 宝贵 意见 和 建议 ,或 以 不 同方 式 为 本 
书 修订 给 予 关 怀 、 支 持 和 帮助 ,在 此 特 致 以 衷心 的 感谢 ! 对 高 等 孝 
育 出 版 社 的 各 位 领导 、 各 位 编辑 为 本 书 修订 所 做 大 量 工作 表示 感 
谢 ! 

' 由 于 时 间 和 水 平 的 限制 , 书 中 一 定 还 有 不 少 缺 点 和 问题 , 敬 请 

读者 批评 指正 . 


裴 礼 文 
2006.2 


集合 符号 
全 体 自然 数组 成 的 集合 N= 11;2，…z2 

全 体 整数 的 集合 . 

全 体 有 理 数 的 集合 . 

全 体 实 数 的 集合 . 

aE 集合 EE 的 边界 点 组 成 的 集合 . 

U(xzo,6) 点 xo 的 6 令 域 U(xo,5)=(xo 6,zxo+6). 

Uo(zo,6) 点 zo 的 空心 8 邻 域 Uo(zo,9)= (xo 6， 0 
MiM; 点 Mi、M, 所 联 之 线段 . 

N(Mo) 点 Mo 全 体 邻 域 组 成 之 集合 . 


另 已 AN 工 


逻辑 符号 

Y 对 于 任意 给 定 的 ( 当 用 在 符号 “3 "之 前 时 ). 
对 于 所 有 的 ( 当 用 在 命题 最 后 时 ). 

3 至 少 存在 一 个 . 

4=>B A 的 必要 条 件 为 B. 

A<B A 的 充分 条 件 为 B. 

4 今 B 4 的 充分 必要 条 件 为 B. 


分 析 符 号 
了 单调 增加 (不 一 定 严格 ). 
六 “单调 减 小 (不 一 定 严 格 ). 
严 卫 严格 增加 . 
严 习 严格 减 小 . 
一 趋向 于 . 
一 不 趋向 于 . 


定 ”一 致 收 伍 于 . 


半 “不 一 致 收敛 于 . 
代数 符号 

CU QU a 

《a5),xm 和 矩阵 :(ay)= a a lm 

Qnl Un2 CE Gm 


det(as ) 和 矩阵 (as ) 的 行列 式 . 
9(y1 ss ym ) dy _ Bm 
和 一》 有 时 表示 雅 可 比 算 阵 ( 到 )， 。" 有 时 表示 雅 可 比 行列 式 


= 1 
det( 和 ) ,以 上 下 文 定 . 
4 = (4A.,A,,A-) 以 A,A,,A, 为 分 量 的 三 维 向 量 . 


特殊 标记 

“无 特殊 标记 ” 表示 为 基础 内 容 , 适 合 各 类 读者 . 

“*” 在 例题 .习题 之 前 ,表示 该 题 难 度 较 大 ,或 理论 性 较 强 . 标 在 章节 段落 
标题 之 前 ,表示 该 部 分 内 容 主要 适合 于 数学 院 系 的 学 生 , 非 数学 院 系 
学 生 可 以 从 咯 . 

“* x” 表示 难度 更 大 或 理论 性 更 强 . 

“六 ” 表示 “重点 推荐 .在 带 “* "号 的 章节 中 出 现 的 “家 "号 ,表示 主要 针对 


数学 院 系 的 学 生 . 标 * 灾 "号 的 题目 约 占 总 数 的 村 ,可 作 阅 读 重点 . 
“ 洲 ” 为 扩展 性 内 容 , 供 有 兴趣 的 读者 选 阅 . 


代 席 
笔者 的 话 Re 
再 版 前 言 ……… 
符号 


第 一 章 “一 元 函数 极限 


三 、 周期 函数 四 


六 四 、 几 个 常用 的 不 等 式 ee 


※ 五 、 求 递 推 数列 的 通 项 、 


x*§$§1.2 用 定义 证 明 极限 的 存在 性 。 


| 


、 用 定义 证 明 极 限 … 
、 用 Cauchy 准则 证 明 极 限 
、 否 定形 式 … 


有 ll i! 


五 、 数 列 与 子 列 ， 函数 与 数列 的 极限 关系 
六 、 极 限 的 运算 性 质 … 


衣 $1.3 开关 下方 波 ee 


一 、 利 用 等 价 代 换 和 初等 变形 求 极限 … 


a， 等 价 代 换 (33) b. 利用 和 并 玉 (3 


`、 利用 已 知 极限 … 


HH 家 lt 


、 两 边 夹 法 则 的 推广 形式 …………… 


利用 单调 有 界 原理 证 明 极 限 存在 .。 


、 两 边 夹 法 则 ee 


六 六 、 求 极限 其 他 常用 方法 … 的 人 44 
a. L "Hospital( 常 被 译 为 洛 必 达 ) 法 则 (44) 突 b. 利用 
Taylor 公式 求 极限 (45) 安 c, 利用 积分 定义 求 极 限 (46) 

交 d. 利用 级 数 求解 极限 问题 (48) e. 利用 连续 性 求 极限 
(50) 交 f. 综合 性 例题 (50) 
§1.4 O.Stolz 公式 57 
次 一 、 利 用 存在 性 求 极限 和 69 
` 写 出 通 项 求 极 眼 … 79 
淡 五 、 不 动 点 方法 的 推广 9 
$81.6 应 到 的 二、 下 村 限 997 
一 、 利 用 e- 语言 描述 上 、 下 极限 pp 97 
二 、 利 用 子 序 列 的 极限 描述 上 .下 极限 RN 101 
三 、 利 用 确 界 的 极限 描述 上 、 下 极限 和 pp 103 
四 、 利 用 上 、 下 极限 研究 序列 的 极限 pp 104 
五 、 上 、 下 极限 的 运算 性 质 - 站 PR 106 
x 全 1.7 函数 的 上 \、 下 极限 RN 109 
、 函 数 上 、 下 极限 的 定义 及 等 价 描述 .pp 110 
二 、 单 侧 上 、 下 极限 … 15 
三 、 西数 上 、 下 人 的 不 等 5 
x $2. 1 寺 约 明 与 应 用 127 
。 T 。 


Hl 


* 


、 连 续 性 的 应 


x 82. 2 和 


| 


山 


※ 四 、 


※ $2.3 nd 


第 三 章 
§3.1 


兴 一 


究 二 、 


人 


a. 运算 性 质 (167) b. 保 号 性 (168) c. 无 介 值 性 (168) 


1. 关于 f(x) 的 界 (168) 


人 ee 


a. 推 归 法 (175) b. 转化 法 (178) c. 利用 微分 方程 (181) 


一 元 微分 学 … 
导数 … 


、 关 于 导数 的 定义 与 可 微 性 . 


高 阶 导 数 与 Leibniz 公式 … 


a. 先 拆 项 再 求 导 (190) b. 直接 使 用 Leibniz 公式 (191) 


c. 用 数学 归纳 法 求 高 阶 导数 (193) d. 用 递 推 公式 求 导 
(195) e. 用 Taylor 展 式 求 导 数 (196) 


家 8$3.2 微分 中 值 定理 . 
、Rolle 定理 本 本 


ld 


a. 函数 过 ( 值 ) 点 问题 C206) b. 证 明 中 值 公式 (209) 
、Lagrange 定理 本 - 
a. 利用 几何 意义 (防线 法 )(21D) b 利用 有 限 增 量 公式 导 


出 新 的 中 值 公式 (217) c. 作为 函数 的 变形 (219) d. 用 导 
数 法 证 明 恒 等 式 (221) 


。 导数 无 第 一 - 美 间 断 (222) b、 导数 的 介 信 性 (224) 


”135 
、 利 用 一 臻 连续 的 定义 及 其 否定 形式 证 是 ee 

_ 集 上 的 连续 函数 及 _- 致 连续 函数 的 延 拓 问题 pp 
167 


147 
150 


”155 


157 


165 


174 


”174 
”175 


”184 


”184 


”184 
”190 


… 206 
… 206 


… 211 


… 222 


四 、Cauchy 中 值 定 理 


a. 推导 中 值 公式 (225) b. 作为 函数 与 导数 的 关系 (228) 


衣 $3.3 Taylor 全 式 . 
一 、 证 明 中 值 公 式 ， 
二 、 用 Taylor 会 宝 证 是 不 


四 、 关于 并 的 估计 - 


明 不 等 式 (261) c. 利用 Taylor 公式 证 明 不 等 式 (263) 
d. 用 求 极 值 的 方法 证 明 不 等 式 (264) e, 利用 单调 极限 证 


明 不 等 式 (265) 
二 、 同 函数 … 


a. 目 函 数 的 几 种 定义 以 及 它们 的 关系 (268》 b 凸 函 数 的 


等 价 描述 (272) c. 西 函数 的 性 质 及 应 用 (278) 
次 $3.5 导数 的 综合 应 用 … 
一 、 极 值 问题 : 


四 、 导 数 在 求 极限 中 的 应 用 可 
第 四 章 ”一 元 函数 积分 学 ………………. 


§4.1 积分 与 极限 


一 、 直 接 用 定义 证 明 可 积 性 ……… 
"TY: 


… 225 


… 240 

… 241 

: TT 243 

» TT 。 246 

八 、Taylor 展开 的 唯一 性 问题 pp 
”。 利用 单调 性 证 明 不 等 式 (261) b, 利用 从 分 中 值 定理 


244 


249 
251 
252 
254 
261 


… 261 


… 267 


、 利 用 定理 证 明 可 积 性 pp … ... 
a. 利用 定理 2 证 明 可 积 性 (324) b. 利用 定理 1 与 定理 1 


( 例 4.2.3) 证 明 可 积 性 (325) c. 利用 定理 3( 例 4.2.8) 证 
明 可 积 性 (330) 


$4.3 积分 值 估计 积分 不 等 式 及 综 合 性 问题 
、 积 分 值 估 计 …………… 。 a 
* a. 利用 Darboux 和 估计 积分 值 (334) b. 利用 变形 求 估 


计 及 积分 估计 的 应 用 (336) 


a. 用 微分 学 的 方法 证 明 积分 不 等 (345) b 利用 被 积 函 


数 的 不 等 式 证 明 积分 不 等 式 (346) c, 在 不 等 式 两 端 取 变 
区 的 不 等 式 (349) 


$44 也 个 著名 的 不 等 三 


一 、Cauchy 不 等 式 及 Schwarz 不 等 式 ， ee 
a Cauchy 不 等 式 (371) b，Schwarz 不 等 式 (373) 


六 c. Schwarz 不 等 式 的 应 用 (374) 


、 平 均值 不 等 式 … 和 
。 基本 形式 (379) 水 平均 值 不 等 式 的 推广 还 区 360) 


※c. 人 个 等 式 的 积分 形式 (382) 


、Hslder 不 等 式 .， 


a. 基本 形式 (385) b. ga 不 和 的 可 人 形式 (89) 
、 昌 . Minkowski 不 等 式 . 本 


a. 基本 形式 (387) b. H. Nakowsli 和 等 式 的 积分 形式 (388 


c. n 元 Minkowski 不 等 式 (388) 
W.H. Young 不 等 式 …… oo 


太一 、 反常 积分 的 计算 


六 二 、 


a. 二 大 基本 方法 (394) b， 其 他 方法 (398) 


反常 积分 敛 散 性 的 判定 (十 二 法 ) … 


三 、 无 穷 限 的 反 营 积分 的 收 化 性 与 无 穷 远 处 的 家 限 . 


… 324 


334 


… 334 


… 345 


349 


… 370 
… 371 


… 379 


… 385 


387 


… 389 


… 394 


… 394 


… 401 
… 413 


四 、 
五 、 


六 、 


§5.1 
、 求 和 问题 


ea 。 430 
第 五 章 级 数 
数 项 级 数 
… 437 


综合 性 问题 


a. 利用 已 知 级 数 (437) b. 连锁 消去 法 (438) c. 方程 式 法 
(439) d. 利用 子 序列 的 极限 (440) e. 先 求 S', (x ) 的 紧缩 
形式 (442) 


、 级 数 收 敛 性 的 判断 - 人 
a. Cauchy 准则 及 其 应 用 (443) b. 正 项 级 数 伍 散人 性 的 判定 


《445) c. 变 号 级 数 收敛 性 的 判断 (455) 


、 级 数 伍 散 性 的 应 用 . 本 ev 
a. 收敛 性 的 应 用 (459) b. 发 散 性 的 应 用 (462) 

、 级 数 问 题 的 若 于 反例 . a 

、 数 项 级 数 与 反常 积分 的 关系 - 国 i 

a. 关于 收敛 性 (469) b.“ 和 " 值 的 计算 与 估计 (471) ce. 反 


常 积分 作为 级 数 的 极限 (473) 


x 人 $5.2 函数 项 级 数 


a. 利用 一 致 收敛 的 定义 (481) b. 利用 Cauchy 准则 判断 


一 致 收敛 性 (492) c. 利用 常用 的 判别 法 证 明 一 致 收 伍 性 
(497) d. 一 致 有 界 与 等 度 连续 (507) 


、 一 致 收敛 级 数 的 性 质 、 . a 
a. 关于 逐 项 取 极 限 (514) b. 和 函数 的 连续 性 (517) ce， 和 


函数 的 可 微 性 与 逐 项 求 导 (520) d. 逐 项 积分 与 积分 号 下 
取 极 限 (526) e. 和 函数 的 其 他 性 质 (综合 性 问题 )(529》 


交 $5.3 因 级 数 ee 


、 琶 级 数 的 收敛 半径 与 收敛 范围 ， 


a. 公式 法 (539) b. 名 项 千 级 数 的 收效 范围 (543) < 利用 


收敛 半径 求 极限 (544) 


， 人 如 ， 


418 
427 


437 
437 


.… 443 


… 459 


… 514 


… 538 
… 539 


二 、 初等 函数 展 为 震级 数 46 

三 、 求 和 问题 ， 一 人 553 
a. 利用 逐 项 求 导 与 逐 项 求 积 分 (553) b. 方程 式 法 (555) 
c. 利用 Abel 第 二 定理 计算 数 项 级 数 的 和 (557) 

四 、 篆 级 数 的 应 用 - ”561 
a. 计算 积分 (561) b. 证 明 不 等 式 (566) c. 近似 计算 (567) 

五 、 综合 性 问题 ， “567 
$5.4 Fourier 级 数 … 581 

一 、 正 交 系 pp 581 

二 、Fourier 系数 . 583 
六 三 、 求 Fourier 展开 式 … … 0 588 

a. 求 Fourier 展开 式 的 基本 方法 (588) | b. 求 Fourier 展开 
式 的 一 些 别 的 方法 (596) 

四 ， 综合 性 问题 、 00 
$6.1 殉 氏 空间 、 多 未 的 字 隐 与 进 续 618 
* 一 、m 维 欧 氏 空间 … es “i 618 

a. 利用 模 的 定义 (618) b. 利用 距离 的 定义 和 性 质 (619) 
c. 利用 开 集 、 闭 集 的 定义 (619) d. 利用 边界 的 定义 与 聚 
点 性 质 (620) 

六 二 、 多 元 函数 的 极限 . 。。 。 se “a 622 
a. 乡 元 本 数 极限 的 计算 (622) b 证 明 二 元 极限 不 存在 
(623) c. 关于 全 面 极限 与 特殊 路 径 极限 的 进一步 讨论 
(624) d. 归并 极限 交换 次 序 辣 题 (626) 

* 三 、 多 元 连续 函数 ， ee … 628 
a. 连续 性 的 证 明 (628) b. 全 三 纺 与 按 单 灾 最 过 纺 | 
系 (631) c. 连续 性 的 等 价 描述 (634) d. 汪 统 本 数 性 戌 虹 t 
应 用 (635) e. 一 致 连续 性 (639) 

§6.2 多 元 函数 的 偏 导数 ….…… ee -bw 

交 二 、 复合 函数 微分 法 ( 链 锁 法 则 ) ee 


三 、 偏 导数 转化 为 极限 Sse or a re or or do to er ser oss 


家 四 、 对 微分 方程 作 变量 替换 、 


a. 对 自 变 量 作 变量 替换 (654) b. 自 变量 与 因 变 量 都 变化 


的 变量 替换 (658) 
x 五 、 多 元 函数 的 可 微 性 - . 本 
$6.3 多 元 Teylor 公式 ， 西 函数 ' 几 何 应 用 . 极 值 ………… 
* 一 、 多 元 Taylor 公式 ， es os es 
二 、 凸 函数 - 
三 、 几 何 应 用 - 
六 四、 极 值 - 


c. 求 函 数 在 闭 区 域 上 的 最 大 最 小 值 (692) d. 用 极 值 证 明 
不 等 式 (694) e. 极 值 应 用 问题 (697) 

x x §6.4 算计 教育 在 定理 及 男 数 相关 “ 

* 一 、 隐 函数 存在 定理 . 


a. 一 个 方程 的 情况 (722) b. 多 个 方程 的 情况 (727) 


a. 定 义 (732) b. 函数 无 关 的 条 件 (733) c. 齐 次 线性 函数 


的 情况 (734) d. 判定 定理 (735) 
区 36.5 方向 导数 与 梯度 …………….… 


衣 一 、 方向 导数 的 计算 TTT 


二 、 梯度 的 计算 … 


$7.1 含 参 变量 积分 ……… 
一 、 售 参 变量 的 正常 积分 


a. 积分 号 下 到 极限 与 连续 性 守恒 (756) b， 积分 号 下 求 导 


与 积分 号 下 求 积分 (759) 
* 二 、 判断 合 参 变 重 反常 积分 的 一 致 收 华 性 ……… 


a. 利用 定义 判断 (765) b. 用 Cauchy 准则 判断 (768) c. 用 


M 判别 法 判断 (772) d，Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 
(774) 


a. 自由 极 值 (688) b. 条 件 极 值 与 Lagrange 乘 数 法 (689) 


… 680 


三 、 含 参 变量 反常 积分 的 极限 与 连续 性 。 ee … 777 
a. 积分 号 下 取 极限 (777) b. 含 参 变量 反常 积分 的 连续 性 (781) 


夜 四 、 含 参 变 量 反常 积分 积分 号 下 求 导 与 积分 号 下 求 积 分 ， … 785 
a. 积分 号 下 求 导 (785) b. 积分 号 下 求 积分 (789) 


a. 利用 积分 号 下 求 导 (791) b. 通过 建立 微分 方程 求 积分 
值 (793) c. 引入 收敛 因子 法 (793) d. 利用 反常 积分 定义 
及 变量 替换 (795) e. 利用 别 的 积分 (800) 
本 分- 本 。。 os “0 B05 
a. Euler 积分 及 其 基本 变形 (805) b. Euler 积分 的 相互 转 
换 (807) c. 利用 Euler 积分 表示 其 他 积分 (808) d. 余 元 公 


式 的 利用 (813) 

太一 、 一 重 积分 ， ee . 32 
a. 一 重 积分 定义 的 应 用 (832) b 证 明 可 积 人 性 (833) 二 
要 积分 的 计算 835) 

- a. 三 重 积分 化 为 时 次 积分 (862) D 三 天 (07) 

* 三 、 二 重 \、 三 重 反 常 积 分 es ‘0 884 


a. 比较 判别 法 (886) b. _ 允 非 负 被 积 卫 数 可 用 特殊 方式 
割 取 极 限 (887) c.〈 变 号 函数 ) 用 不 同方 式 切 割 ,极限 不 
同 ,以 证 明 发 散 (891) d. 用 某 种 方式 切割 ,极限 不 存在 ,以 
证 积分 发 散 (892) e，Cauchy 判别 法 的 利用 (893) f. 
Cauchy 准则 的 利用 (894) g. 二 重 、 三 重 反常 积分 的 计算 
(895) 

※ 四 、n 重 积分 . ee eae ‘0 898 
a. 化 为 时 次 积分 (899) b. 区 是 蔡 换 (901) c. 递 推 与 降 维 
(904) d. 利用 积分 定义 (908) 

区 7.3 曲线 积分 与 Green 公式 921 

一 、 曲 线 积 分 的 性 质 与 计算 ， 可 .921 

a. 对 称 性 (921) 交 b. 向 线 积分 化 为 定 积分 (924) 。 c. 曲线 


积分 的 性 质 (932) 

二 、 Green 公式 snes 。。 
a. 计算 封闭 曲线 上 的 线 积分 (934) b. 计算 开口 曲线 上 的 
线 积 分 (938) c. 用 于 计算 第 一 型 曲线 积分 (939) d. 由 积 
分 性 质 导 出 微分 性 质 (941) 

三 、 积 分 与 路 径 无 关 的 问题 - 多 
a, 利用 与 路 径 无 关 性 计算 线 积分 (944) b. 利用 原 函 数 求 
积分 (948) c. 利用 线 积分 求 原 函 数 (950) 

站 837.4 曲面 积分 Gauss 公式 及 Stokes 公式 

一 、 第 一 型 曲面 积分 的 计算 . 人 
a. 利用 对 称 性 (966) b. 利用 公式 计算 第 一 型 曲面 积分 (967) 

二 、 第 二 型 曲面 积分 的 计算 ， 

a. 利 用 对 称 性 (976) b. 用 公式 化 第 二 型 曲面 积分 为 二 重 
积分 (977) c. ”时 丙种 由 大 积分 的 关系 钥 题 (982) 


、Gauss 公式 … 


ul 


出 微分 性 质 (990) 

四 、 Stokes 公式 et 

$7.5 场 论 ei. ee 

一 、 利 用 梯度 、 艇 度 和 族 度 的 定义 直接 证 明 有 关公 式 : 
a, 数量 等 式 (1018) b. 向 量 等 式 (1019) c. 求 旋 度 和 散 度 
(1020) 

二 、 梯度 、 散 度 、 旋 度 的 基本 公式 及 其 应 用 

三 、 借助 场 论 符号 表示 积分 公式 …………… 


四 、 四 种 重要 的 向 量 场 ee ee 0 or 0 0 0 or os oes 


a. 利用 Gaus 公式 计算 晶 而 积分 (983) | b. 外 积分 性 质 导 


933 


… 943 


… 966 


第 一 章 “” 一 元 图 数 极限 


导读 “极限 是 考研 热点 问题 ,适合 多 类 读者 . 

内 容 提要 极限 论 是 数学 分 析 的 基础 .极限 问题 是 数学 分 析 
中 困难 问题 之 一 .中 心间 题 有 两 个 :一 是 证 明 极限 存在 ,二 是 求 极 
限 的 值 .两 问题 有 密切 关系 :车 求 出 了 极限 的 值 ,自然 极限 的 存在 
性 也 被 证 明 .反之 ,证 明了 存在 性 ,常常 也 就 为 计算 极限 铺 平 了 
道路 . 

讲述 极限 论 ,通常 先 讲 序列 极限 ,然后 讲 函 数 极 限 . 两 类 极限 ， 
有 平行 的 理论 ,类 似 的 方法 ,人 彼此 有 着 深刻 的 内 在 联系 .这 些 读者 
已 很 熟悉 .这 里 ,我 们 希望 在 技巧 和 难度 上 ,以 较 高 的 水 准 来 综合 
讨论 极限 的 两 大 问题 . 


S 1.1 函数 


函数 (映射 ) 的 概念 大 家 已 十 分 熟悉 ,这 里 只 讲 几 点 值得 注意 
的 问题 . 


* 一 、 关 于 反 画 数 


1 设 X、Y 为 给 定 集合 ,所 谓 广 : 是 函数 F:X->Y 的 反 函 数 ， 

意 指 : 广 的 定义 域 为 F(X), 且 YzEX, 有 1(F(z))=z. 即 复 

合 函数 广 :。F:X 一 A(X)-X 是 X 上 的 便 等 变换 .此 时 f 也 是 
广 :的 反 函 数 . 故 

(f°') 1!=/. (A) 


这 表明 VYyEY, 有 (FF:(y))=y,jF 是 了 上 的 恒 等 变换 ， 
2° 若 函 数 F:X- 一 了 ,g:Y 一 2 都 是 双 射 (既是 单 射 又 是 满 射 ) 
[ 注 : 单 射 指 由 zs zy 可 推出 f(z)sA(z)(yYzzEX); 满 
射 指 :VY yE Y,3xEX 使 得 f(x)=y.], 又 ff!、g ' 分 别 是 f、g 
的 反 函 数 , 则 /"'。g"!' 必 是 gf 的 反 函 数 . 即 
(g°f) = 三 :gg (B) 

事实 上 ,VxEX, 由 z=g(f(zxz)) 可 得 
g '(z)=g '(g(f(z)))= f(z), 进 而 有 f/f"!'(g!'(z))= 
f (f(z))=z. 故 /1'*g ' 是 g。f 的 反 函 数 . 

严格 单调 的 满 射 , 必 有 反 函 数 . 且 f 严 增 时 ,了 ! 也 严 增 . 严 减 

例 1.1.1 设 f:R>R 严 增 ,f ' 是 其 反 函 数 ,zi 是 F(z)+z 
=a 的 根 ,x, 是 /"' (x)+xz=a 的 根 . 试 求 zx, + x, 的 值 . 

解 因 f(z1)+xl=a,f !'°。f 是 恒 等 变 换 , 知 f(x) + 
广 [F(z)]=a. 此 即 表明 f(z ) 是 方程 f-!1(x)+xz=a 的 根 . 
但 由 于 了 严 增 , 可 知 广 :(z)+xz 也 严 增 ,方程 广 (z)+z=a 有 
根 必 唯一 : 故 f(xz1)= zx,, 因 而 xz,+zxs=zxi+ f(x)=a. 

注 ”讨论 反 函 数 ,与 所 讨论 的 范围 有 密切 关系 . 例 F(z) = 
Vx,g = Xx/, 当 用 它们 定义 函数 f:R 一 R,g:R->R 时 , 则 /不 是 满 
射 ,g 不 是 单 射 .但 作为 函数 f:[0,+ oo)->[0,+co),g:[0,+co) 
一 [0,+eco) 二 者 都 是 双 射 , 且 互 为 反 函 数 . 


二 、 麻 函 数 、 偶 函数 ( 设 ! 为 有 限 正 数 或 + co) 


(一 Zl) 上 定义 的 函数 广 为 偶 函数 , 指 : 
VxrE(-1,Ll) 有 f(-zx)= f(x). 
8 为 奇 函 数 , 指 : 
VrE(-1,1) 有 g(-z)= 一 g(z). 
例 1.1.2 车 f 是 (一 1,1) 上 的 奇 函 数 ,并 且 有 反 函 数 广 :， 
。 2 . 


则 7! 也 是 奇 函 数 . 

证 因 YxzE(-1,1) 有 f(f '(-x))= -xz, 于 是 

z=-/(f" 1(-zx))=f(-f (~-zx)), 
f(r)=f (ff (x)))= -f(x). 

即 表 明 f/f-!' (zx ) 是 奇 函数 . 

例 1.1.3 车 六 :为 了 上 的 反 函 数 ,y= 广 (-z) 是 y= . 
f( 一 xz) 的 反 函 数 , 试 证 f(x) 是 奇 晴 数 . 

证 TI y=f "1'(--x) 实 为 1 与 g(x) 寺 一 z 的 复合 函数 . 即 


fi(-z)=f (g(rz))=(f '°g)(x), (1) 

同 理 f(-x)= f(g(z))= (f°g) (zx). (2) 
按 题 设 条 件 ,f '*g 与 f*g 互 为 反 蚂 数 ,因此 

frg=(f 1g) -下 (3) 


即 VzE(-1 0 有 Hz) 一 (fg)(z) 一 (gr 六 (z)= 
~- f(x). 

所 以 f 是 奇 函数 . 

证 下 由 y= '(~zx) 可 得 f(y)= -zx, 即 x= 一 f(y). 这 
表明 , 像 点 y= 广 !(- zx) 找 出 它 的 原 像 是 zx= -f(y). 即 y= 
-f(z) 是 y=/-'(~ xz) 的 反 函 数 .但 题 中 告诉 我 们 y = 
f"1(-z) 是 y=/(--xz) 的 反 函 数 , 故 应 有 F(- xz)= -f(zx)， 
YxzE(-! ,1 ), 了 是 奇 函 数 . 

证 下 已 知 y= 广 (-z) 是 y=F(-z) 的 反 函 数 ,表明 y= 
F(-z)sSz= 太 (-y). 因 此 YzER 有 Frz)= 太 FI(-y))= 
-y= 一/( 一 x): 所 以 了 为 奇 函 数 . 

注 用 类 似 方法 也 可 先 证 明 f-! (zx) 是 奇 函 数 ,然后 利用 例 
1.1.2 的 结果 , 推 知 F(z) 是 奇 函数 . 

妆 例 1.1.4 试 证 : 任 一 对 称 区 间 ( - / ,7) 上 的 任 一 函数 
f(x) ,总 可 以 表 成 一 偶 函 数 及 (zx) 与 一 奇 函 数 G(z) 的 和 ,而 且 此 
种 表示 法 是 唯一 的 . (合肥 工业 大 学 ) 


分 析 假设 已 找到 如 此 的 奇 \ 偶 函数 G(xz)、 昌 (xz), 使 得 
f(x)= H(zx)+ G(xz), 用 一 x 替代 其 中 的 zx, 有 
f(-z)= H(zx)- G(z). 
如 此 我 们 看 到 ,不 仅 f(z ) 是 它们 的 和 ,而 且 f( 一 zz) 是 它们 的 差 . 
算术 中 的 和 差 问 题 :( 和 + 差 ) 二 2= 大 数 ,( 和 一 差 ) 二 2= 小数. 可 
知 
H(z)= LA, (1) 


G(z)= LHD 02) 


这 就 证 明了 ,万 (xz)、G (zx) 车 存在 必 唯 一 .反之 用 以 上 (1)、(2) 两 
式 定义 出 来 的 瓦 (z)、G(z), 显 然 符 合 全 部 条 件 ， 所 以 存在 性 成 
立 ， f(z)= H(z)+ G(xz). 


三 、 周 期 函数 


所 谓 几 z) 是 及 上 定义 的 周期 函数 , 指 存在 实数 ,使 得 Vz 
ER, 有 fx+ 了 )= f(x). 这 时 工 称 为 的 周期 .显然 此 时 工 的 
任意 整 倍数 mT 亦 为 /的 周期 .车 已 知 T,、T, 为 的 周期 , 则 
T 土 本 也 必 为 的 周期 . 

是 否 任何 周期 函数 一 定 存在 最 小 正 周期 ,当然 不 是 ,如 常数 函 
数 . 除 常数 之 外 呢 ? 也 不 是 .如 在 无 理 点 上 取 值 0, 有 理 点 上 取 值 1 


的 Dirichlet 函数 D(x), 显 然 对 每 个 自然 数 x,“ 上 "都 是 D(z) 的 
正 周期 ,无 最 小 正 周期 . 
在 下 章 例 2.1.10 中 我 们 将 证 明 : 连 续 的 周期 函数 必 有 最 小 正 
局 期 .下 面 看 一 个 求 周期 的 问题 . 
例 1.1.5 设 f(z) 是 R 上 的 有 界 实 函 数 ,是 
/z+ 她 )+7(z)= f(z+ 襄 )+f(z+ 才 ) (VxER). 


试 求 出 f 的 较 小 的 正 周期 . 
» 4，… 


解 已 知 j( x+ 下 上- f(x)= /(z+ 蜂 )-/(z+ 放 ), 记 
F(z)= f(z+ 计 ] -f(x), 记 了 = 六 ,上 式 即 为 F(z+T)= 
F(z) (VYzxER), 故 工 为 F 的 周期 .由 此 


f(r+nT)= 3 F(xz+iT)+ f(x) 


nF(r)+ f(z) (VnE€EN,). 
若 F(z)s0, 令 2 一 +oco 可 知 f(zx+nT) 一 +%, 与 f 有 界 艺 盾 . 
因此 YrzER 应 有 F(zx)=0, 即 f(x+T)= f(x)(VxzER). 故 


T= 地 是 的 一 个 正 周期 


二 = 滑 也 是 


类 似 可 证 了 ,= 百 也 是 了 的 正 周期 .从 而 车 - 广 不 也 是 


的 正 周期 .可 见方 是 较 小 的 正 周期 . 

读者 能 否 找 出 更 小 的 正 周期 ? 感 兴趣 的 读者 可 作 进 一 步 的 讨 
论 . . 

例 1.1.6 设 工 是 f 的 最 小 正 周期 ,y= /-'(x) 是 了 在 
(0,T) 部 分 的 反 函 数 . 试 求 /在 ( -本 ,0) 部 分 的 反 函 数 . 

解 VzE(-T,0)( 目 标 :要 用 守 的 像 点 y 表示 zx), 则 z+ 
TE(0,T),f(z)= F(z+T)= y( 像 点 已 找到 ) , 因 f"'(zx) 是 了 
在 (0 ,个 ) 上 的 反 函 数 ,所 以 fi(y)=x+ 工 . 即 z=f!'(y)-T 
(目标 已 达到 ). 可 见 y= 广 :(z)- 工 是 F(z) 在 (- 工 ,0) 部 分 的 反 
函数 . 

注 类 似 可 证 : Y 整数 加 ,/ 在 (mm,m + 了 ) 部 分 的 反 函 数 为 
y=f° 1(zr)+ mT. 


交 四 、 几 个 常用 的 不 等 式 - 


不 等 式 是 数学 分 析 中 的 重要 问题 之 一 ,今后 还 要 进行 专题 讨 
5， 


论 . 这 里 先 讲 几 个 最 常用 的 不 等 式 ( 以 下 几 章 经 常 要 用 到 ). 

妆 例 1.1.7 (平均 值 不 等 式 ) 任意 个 非 负 实数 的 几何 平 
均值 小 于 或 等 于 它们 的 算术 平均 值 . 即 Va, 之 0 (i=1,2,…,n) 
恒 有 


且 其 中 的 等 号 当 且 仅 当 a) = as =…= 4a, 时 成 立 . 
该 定理 有 许多 巧妙 的 证 明 方法 .这 里 采用 反 向 归纳 法 . 
证 1” [证 明 命 题 对 一 切 n =2*(k=1,2,…) 成 立 ] .首先 有 
/ a1t wa, ” dil a ? Qi 十 Qa 
1 | 2 ) ( 2 ) S 了 (2) 
(等 号 当 且 仅 当 a, = az 时 成 立 ) . 
其 次 Vailazayas 二 人 V aiazV asiai 


+ . 
2 2 _aita2t+ast+as 


(利用 (2)) | 


(等 号 当 且 仅 当 a， =az=as=ay 时 成 立 ). 
类 似 , VY kEN, 重 复 上 述 方 法 次 ， 


aita, as+a dx_i1t+ta,t 
Ma oa < /2 一 一 


CI 十 CQ2 十 十 人 让 
2 
(等 号 当 且 仅 当 al = a, = …= ao 时 成 立 ). 


qt ate+ta, _ | 
Dt | nA = a + a +… + 4. 假设 


委 … 拓 


2" 记 A= 
不 等 式 对 n +1 成立 , 则 


nA+A ata,t+.…+a,+A 
一 一 加 
n+l 了 十 二 


n+1 
之 V El1CzanAG， 、 


+1 
故 A” ”之 ajay**…*a,A,A’ 之 dlay au， 


A (a1a2a,). 

这 表明 不 等 式 对 7 成 立 . 跟 n + 1 时 一 样 ,等 号 当 且 仅 当 aj = a， 
= 二 a, 时 成 立 . 

注 ” 对 于 已 学 过 条 件 极 值 的 读者 ,本 例 也 是 应 用 Lagrange 乘 
数 法 的 极 好 例题 .我 们 知道 平面 上 边 长 之 和 为 一 定数 的 矩形 中 , 正 
方形 的 面积 最 大 ;三 维 空间 上 边 长 之 和 为 定数 的 长 方 体 中 ,正方 体 
的 体积 最 大 .同样 n 维 空 间 上 边 长 之 和 为 定数 的 长 方 体 中 ， 正方 
体 的 体积 最 大 . 

六 证 (应 用 Lagrange 乘 数 法 ) 记 


a = 2 (约束 条 件 ). (x*) 
我 们 来 证 :z 维 空 间 边 长 分 别 为 a (i = 1,2,…,n) 的 长 方 体 之 体 
积 . 
V= flar,ar, ,a ) 一 aiaa ma (目标 函数 ) 
当 且 仅 当 a = a,=… = a, 时 其 值 最 大 ， 
n Da ” 
a i=1 
Vo = (人 | | I | 


从 而 在 一 般 情况 下 ,有 


a Da ” 
0 过 le < 民 | ( 原 式 获 证 ). 
(Lagrange 乘 数 法 ). 设 
L=aia2'a, +4( 5) a:—a) ( 称 :“Lagrange 沙 数 ”)， 


ji=1 人 
则 = ls +4—0 (i=1,2,%,n). (iD 
将 式 (i) 乘 以 a 相 加 即 (注意 式 ( * )) 


aT[a, + Ma = 0. 
j=1 . 


由 此 得 4= 一生 w , 代 回 (GD) 式 得 a, = 名 (i=1,2,…,n). 根 
据 二 、 三 维 的 实际 经 验 ,( 也 可 理论 上 论证 ) 最 大 值 存在 , 现 又 只 有 
一 个 可 疑点 , 故 当 且 仅 当 ,相等 时 体积 最 大 . 
次 例 1.1.8 〈 对 数 不 等 式 ) 
让 委 ln(1+ zx) ( 当 z> -1 时 )， (1) 


等 号 当 且 仅 当 x =0 时 成 立 . 

证 〈 利 用 Lagrange 公式 F(6)= f(a)+f(&)(b-a),&E€ 
(a,5)) 记 f(z) 三 xz--In(1+zx), 现 证 f(x)>0( 当 zxz>-1 
县 x*0 时 ), 事 实 上 

fr)=f(0)+ ff (é): z=1Pa>0, 
其 中 8:0<&<x ( 当 z>0 时 )， 
Xx<E<0 ( 当 -1<z<0 时 ). 式 (1) 右 端 获 证 . 


类 似 可 证 g(xz)=In(1+ xz) -1 字 


女 注 在 (1) 式 中 令 z= 上 上 ,可 得 重要 不 等 式 


ii<n(1+ 羡 j< < 工 2 ). (2) 


nn 


Nm 1 + 和 + 二 -Inn] 存 在 ( 见 
例 1.2.11). 


练习 试 证 之 z<sin zr ( 当 0<z< 邓 时 ). 


提示 考虑 f(z)= 开 ,<0, 


/到 j<ACe)<A+0) ( 当 0<z< 各 时 ) 


※ 五 、 求 递 推 数 列 的 通 项 


数列 {a, | ,可 以 看 成 是 定义 在 自然 数 集 N 上 的 实 函 数 . 
※ 例 1.1.9 求 Fibonacci 数列 1a, |} 的 通 项 公式 ,其 中 a, = a， 


三 ,ay = Qt + a, (n=1,2,.…). 


分 析 将 a 下 y(n), 则 Qs+t2 二 4+1 二 a, 改写 成 为 函数 方 
程 f(n+2)= f(n+1)+f(n). (1) 
解法 1 假如 我 们 已 求 得 此 方程 的 两 个 特 解 ,了 f;, 则 Vc， 
cy ER,/=cifitcsf; 也 必 是 方程 的 解 ,这 是 因为 
fi(nt+2)= fi(n+1)+ fi.(n), (2) 
fr(n+2)= fn+1)+f,(n), (3) 
(2) x crt+(3)xc, 得 cofi(n+2)+esfs(n+2) 
=(cfi(n+1)+es ftnt+1))+ 
(cifi(n)+ce,f,(n)), 
此 即 表 明 f= ci f+ cf 满足 方程 (1). - 
代入 初 值 条 件 a = a,=1, 即 f(1) = f(2)=1, 可 以 确定 待定 
系数 ci ,c: .至 此 我 们 已 将 问题 转化 为 求 方程 (1) 的 两 个 特 解 的 问 
题 . 
由 a1=a,=1 以 及 递 推 关系 可 知 VYn,fln)>0. 以 f(n) 同 
除 式 (1) ,可 得 
flnt+2), fnt+1) flnt1) »o_ 
Flntl) la) Fa) ~ 1170, 


可 见 ,车 17(m) | 是 等 比 数列 , 记 公 比 了 扣 汪 上 =z, 则 上 式 成 为 


xz: 一 + 一 1=0, 其 解 为 zs] 二/ 


因而 f,(n) = (2 ,f= (255) ”是 函数 方程 (1) 的 


090. 


两 个 特 解 . 通 解 则 为 
f=)toafn)=a (3) ae 
代 人 初 值 条 件 7(1) = f(2) =1, 可 得 

Ic1t cs=1, 

| 1 +VS 1I-VS51_ 

(je 人 (与 I 


2 
解 出 可 得 35- 上 (2 
故 


-5 


解法 2 (视察 法 ) 在 函数 方程 
flnt+2)- f/f(n+1)- f(n)=0 


中, 令 a=15,8=135, 则 a+ p= 1,o8= - 工 代入 后 方程 化 


为 
fln+2)-(at+B)f(n+1)+aBf(n)=0, (1) 
由 此 flnt2)-af(n+1)=B(f(n+1)- af(n)) 
(反复 使 用 上 式 ) =B (f(a) -af(n -1))=. 
=PLf(2)- af(1)]=p"*!. (2) 
注意 到 (1) 中 a,p 的 位 置 是 平等 的 , 故 a， B 互 换 结果 不 变 , 因 此 也 
应 有 
fln +42) -Bf (nt ， (3) 
(3)xa-(2)xp8 消 去 F(a+1l) 得 
fn+2)=— 3(a""? -pg'?), 
以 n 一 2 代替 其 中 的 n ,得 


eat) 


B 


.10 ，: 


注 1 该 数列 是 历史 上 著名 的 数列 ja.j = {1,1,2,3,5,8， 
13,21,34,55,89,…| ,这 些 数 字 在 股市 上 被 称 为 神奇 数字 ,影响 很 


入 1 采用 了 由 特 解 到 通 解 的 方法 . 此 法 在 代数 方程 以 及 
微分 方程 中 极为 有 用 . 

3" 解法 2 十 分 巧妙 、 简 洁 . 着 眼 点 在 于 选取 恰当 的 a、B 使 得 了 
《n+1) 一 af(zn) 成 比例 , 公 比 为 8. 

4" 本 例 我 们 将 a, 写 咸 /(n) ,只 是 为 了 记述 方便 ， 不 改写 也 
行 .关于 一 般 的 函数 方程 问题 ,将 在 § 2.4 讨论 . 


fi 


1.1.1 求 复合 函数 表达 式 : 

1) 已 知 Ar)= -万 , 设 万 (z)= FF[……(CKz)) Hz 个 户 求 天 
(z);( 南 京 邮电 大 学 等 ) 

2) 设 /(z)= 5 , 试 证 明 flfLA(z)]1= =, 并 求 /[ 7] (=so0， 
zz 六 1 了 (华中 理工 大 学 ) 

提示 1) 可 用 数学 归纳 法 证 明 f, (x) = 


1+nz” 


2) ry]. 

”1.1.2 是 否 存在 这 样 的 函数 , 它 在 区 间 [0,1] 上 每 点 取 有 限 值 ,在 此 区 
间 的 任何 点 的 任意 邻 域内 无 界 . (上 海 师范 大 学 ) 
,z= 于 ,m,n 为 耳 质 整数 ,n>0)， 
0,(z 为 无 理 数 ). 


1.1.3 试 说 明 能 有 无 穷 多 个 函数 ,其 中 每 个 函数 , 皆 使 fe/ 为 R 上 的 
恒 等 函 数 . 


提示 /f(z)= | 


。 了 7T 。 


提示 Yg:(0,+oc) 一 (- co,0) 只 要 给 成 是 一 对 一 的 , 则 f(zx)= 
S(z),zE(0,+ooe)， 
| 工 二 0， 皆 是 . 
g '(x), xE(-%,0) 
1.1.4 设 f 为 R 上 的 奇 函 数 ,f(1)=a,f(r+2)- f(x)= 了 (2)， 
VrER. 
1) 试用 a 表达 f(2) 和 /(5); 《f(2)=2a,f(5)= 5a) 
2) a 为 何 值 时 , f(x) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . (清华 大 学 ) 《a =0 时 》 
提示 “在 所 给 等 式 中 ,以 -1 代入 xz, 并 注意 广 为 奇 函数 . 
1.1.5 设 f(r)=x-[zxzj( 即 xx 的 小 数 部 分 ),g(z)=tanz, 说 明 这 时 
A(z)-Sg(z) 为 何不 是 周期 函数 .类 似 地 F(z)+Sg(z) 也 如 此 .从 而 周期 函数 
的 和 与 差 未 必 是 周期 函数 . 
提示 设 F(r) 三 f(z)-g(x) 以 工 为 周期 , 则 VzER,F(z+T)= 


F(x). 令 z=0, 得 F(T)=F(0)=0, 即 T-[T]= tan T 荆 ，o<y<1 ,此 
式 只 有 唯一 解 T=0. 

1.1.6 〈 双 镜 效应 ) 设 /是 R 上 的 实 函 数 ,f 的 图 像 以 直线 z=6b 和 
分别 作 为 真 对称 驮 试 证 / 必 是 周期 函数 ， 且 周 期 为 
216—cl. 

提示 ”对称 点 上 应 数值 相等 ,不 妨 设 b>。: 


fo+t7)=f(6- 1), ，)= f(z), 


类 似 有 f(2c -x)= f(x) 
f(26- x+)= f(2c—- x)>f2(0 -ec) +r)= f(x) (YrER). 
六 1.1.7 设 f 是 R 上 的 奇 函 数 ,并 自 以 直 线 x = a(a 0) 作 为 对 称 轴 , 试 
证 f 必 为 周期 函数 并 求 其 周期 . 《4lal》 


提示 f(z)= /za -zj(x -aa) 再 以 一 2a 代 人 z, 并 与 之 
联 立 可 得 f(x)= f(x -4a)(V xER). 
*1.1.8 设 F(z) 是 R 上 以 了 为 周期 的 周期 函数 ( 工 >0) , 且 了 在 [0, 工 ] 
上 严格 单调 , 试 证 F(z? ) 不 可 能 是 周期 函数 . 
提示 。 可 用 反 证 法 . 
再 提示 ”假设 g(z) 二 f(x?) 是 以 TT >0 为 周期 的 周期 函数 . 则 F((z + 
了 2 . 


T 丰 7)= f(z?), 令 工 =0, 可 知 Ti =nT. 进 而 以 zx=V(nt1)T 及 TI=VnT 
代入 便 发 现 (n + 1)n 应 是 平方 数 ,但 相 邻 二 正 整数 之 积 不 可 能 是 平方 数 . 

六 1.1.9 证 明确 界 的 关系 式 : | 

1) 叙述 数 集 A 的 上 确 界 定义 ,并 证 明 : 对 于 任意 有 界 数列 1x, | ,| y, | 总 
有 : 

sup {xs + y, | supl x, | + sup{y, |; 

(北京 科技 大 学 ) . 

2) 设 A,B 是 两 个 由 非 负数 组 成 的 任意 数 集 , 试 证 

S77- ep- 

提示 1) Vn,zr,+ y, Ssup{z, 1 + Sply, 1 ,利用 确 界 原理 ,sup{ zx。 + 
y, | Ssup{ zr, | + sup{ y, |. 

再 提示 2) 0< xsupz (Vr€EA)NSYySsypy( VyE B), 


故 0<xy<supr'supy (Vr€EA,YyEB), 
进而 有 SE YE SY; (1) 
EE 
另 一 方面 ， 
VYxzEA 由 zy sup zy (VyEB), 


y€B 
知 "SEB (VE A), 
外 而 油 7 邵 乓 尖 2 -2 
由 1),2) 过 欲 证 的 等 式 成 立 . 
1.1.10 试 证 : 若 z, 一 +oo( 当 ?+oc 时 ), 则 |!z,| 必 达到 下 确 界 ( 即 
3 m EN, 使 得 zx, = infix,1).( 武 汉 大 学 ) 
提示 对 xz,I3N>0,n>N,z,>xzr. 则 
xm 二 min| x ,Xs ，… ,XN|, 即 是 …. 
次 1.1.11 设 f,g 是 R 上 的 实 函 数 , 且 
f(rt+y)tf(x—-y)=2f(r)e(y), Vr,yER. 
在 R 上 f(x) 不 恒 等 于 零 ,但 有 界 , 试 证 :|g(y)|<<1 (VY y€ER). 
提示 。| f(x)| 有 界 , 记 M=sup| f(x)|. Ye>0,3xER;, 使 得 M 之 
|f(x)|>M-e. . 
。 13 ， 


/ 
2M>|f(x+y)|+|f(x-y)l2 [f(r+y)+ f(r- y)| 
=2|f(z)| lg(y)|>2(M ~ e)|g(y)|. 
令 e 一 0, 知 |g(y)| 人 1 (VYyER). 
x*1.1.12 设 了 是 闭 区 间 [a ,2] 上 的 增 函 数 ( 指 Y zi,za:a 委 zi<z 魏 
6, 有 f(z1) 志 f(x;)) (但 不 一 定 连续 ), 如 果 f(a) 之 a, 了 (6b) 志 6, 试 证 : 
习 xo ELa,5bj, 使 得 f(zxo)= zo.( 山 东 大 学 ) 
提示 x6=suplzx;f(x) 宇 zx. 
再 提示 因 f(a) 之 a, 故 A 三 {zx:f(z) 之 zx} 非 空 .f 只 在 [a,5] 上 有 定 
义 , 故 集合 A 有 界 . 因 此 x。=sup A 有 意义 ,zoEf[fa,5]. 


AA 的 定义 
车 yo = f(z0)> zs f(y,) = f(f(zx0o)) f(xo0)= » 


€ A>yosup A = xo, 闻 手 . 

车 yo= Nm dan EA nr ft)> 
f(z1), 但 fxo)= yo<xi 志 f(x1), 艺 盾 . 故 结论 成 立 . 

*1.1:13 设 f(x) 在 [0,1] 上 ,f/f(0)>0,f(1)<1. 试 证 : 3 zo€ (0， 
1) ,使 f(x。)= xo.( 福 建 师范 大 学 ) 
| 提示 ”参考 上 题 .另外 ,还 可 用 闭 区 间 套 定理 来 证 明 . ( 见 $1.8 的 练习 
1.8.5) 


* 1.2 用 定义 证 明 极 限 的 存在 性 


导读 。 -NN,e -6 方法 熟练 掌握 是 数学 院 系 学 生 的 基本 功 ， 
非 数学 院 ( 系 ) 学 生 不 作 过 高 要 求 . 


一 、 用 定义 证 明 极 限 

5 一 NN 方法 

要 点 要 证 lim xz, = A, 按 定义 : Ve >0,3N>0, 当 n>N 
时 ,有 |z, -41<e, 就 是 要 根据 s 找 NN. 一 般 有 三 种 方法 ; 


1.《 等 价 代 换 法 求 最 小 的 N) Ye >0, 将 绝对 值 不 等 式 
。 14 ， 


|z, 一 A1<e 作 等 价 代 替 ( 解 不 等 式 ), 解 出 
n>N(e) 
(N(e) 是 含 e 的 一 个 表达 式 ) ,然后 令 N= N(e), 则 n>N 时 ,有 
|zx, -A|<e. 
2. (放大 法 ) 有 时 |x, -Al<se 很 难 解 出 ,只 好 将 表达 式 
. |z, -A 简化 .放大 ,使 之 成 为 ”的 一 个 新 函数 ( 记 作 H(n)): 
|z, ~- A|IH(n). 
于 是 ,要 |z, ~- A|<e, 只 要 日 (n)<e 即 可 . 解 不 等 式 H(n)<e, 求 
得 n>N(e), 于 是 令 N=N(e), 则 当 n>N 时 ,有 |zx,~-Al<e. 
3. (分 步 法 ) 有 时 | xz, - A | 特别 复杂 ,无 法 进行 放大 简化 .只 
有 假定 n 已 足够 大 ,例如 已 大 过 某 个 数 Ni ,我 们 发 现 当 n> Ni 
时 ,|zx, Al 可 简化 .放大 成 H(n), 即 
|z,— A|I<H(n), 
于 是 解 不 等 式 H(n)<。, 求 得 n>N(e), 则 令 N = max|N， 
N(e)|, 当 n>N 时 ,有 |zx, -AI<s. 
对 函数 极限 lmA(z)=A 有 类 似 的 e -6 方法 . 


六 例 1.2.1 1) 用 e 一 入 方法 证 明 limVn +1=1;( 山 东 太 学 ) 


十 并 


2) 设 lim z= A( 有 限 数 ), 试 证 ; jim 一 于 2- A. 
(湖北 大 学 ,中 国 地 质 大 学 ) 
证 1) (放大 法 )Vs>0, 要 |Va+1-1l<s( 此 式 解 出 2 有 


困难 ), 记 we=wz +1-1( 设 法 寻找 不 等 式 将 a 放大 ) ,此 式 可 改写 
成 . 


展开 _ _ 
9 Do 


得 
0<v< CE 2 2>0 Zn 和 
722 IT) n—1 n n(n-1) ~ 


2 
Vn-l 


故 令 N= 所 +1, 则 n>N 时 有 |YnT+ -1|=|a|<e. 
2) (分 步 法 ) 
当 A 为 有 限 数 时 ， 


[zi -Al+t+lz 一 AI+…+|z 一 入 | 
元 . 


( 当 n>1 时 ). 至 此 要 |a|<e, 只 要 


<e, 即 n> 六 +1. 


T1 十 2 十 … 十 并 
n 


过 


因 limzx,=A, 故 Ve>0,3Ni>0,n>NI 时 ,|z, -Al< 方 . 
从 而 


[zi-Al+t.…+|zy -Al 1 一 人 Ne 
上 RS 一 
注意 这 里 | x1 - 41+…+|zw 一 A| 已 为 定数 ,因而 3 N; >0, 当 
n> 和 NN, 有 时， 
lz Alte+lzm -Al sg. 
Tn 2 
于 是 令 N=max{Ni,N,1, 则 n>N 时 ， 
1 十 … 十 六， € n-Ni,e € E _ 
注 1 本 例 第 2) 小 题 对 于 A= + % 或 A = -% 时 结论 仍 成 
立 , 留 作 练 习 . 当 A = co 命题 结论 不 再 成 立 . 例 如 数列 0,1, 一 1,2， 
一 2 ，…. | 
2° 第 2) 小 题 表明 {xz, 1 收敛 , 则 前 ”项 的 算术 平均 值 必 也 收 
鱼 , 且 极限 值 不 变 .此 结论 以 后 常用 .另外 ,此 题 用 Stolz 公式 证 明 
会 变 得 十 分 简洁 ( 见 $1.4 节 ). 
例 1.2.2 证 明 : 车 ps >0 (k=1,2,…) 且 


lim—— "0,lima,=a. 
aoo 力 1 十 pz 十 …*: 十 p, pe 


16 ， 


则 lm 人 0 各 二 一 二 二 a.( 东 北 师范 大 学 ) 
no 1 2 n 


提示 因 ia,|1 有 界 ,3 M >0, 使 得 
pian t+ pan-1 t+ "+ pal 加 
轧 十 访 : 十 人 十 轧 。 
1 
下放 二 加 二 二 加 
+ pa-nlan:1—al + ps-nriM+ + pM). 
例 1.2.3 设 实数 列 |x, 1 满足 rz, 一 zx,_2 了 0(n 习 0). 


(pila,—al+p2la,.1 -al+. 


证 明 lim™— + =0. (四 川 大 学 ) 


提示 记 交 =|z -zi 则 |z, -x2 | 写 |y, -yi|. 


er 
二 
n n “ n 

yn 

An 


十 
以 上 各 例 , 都 是 数列 的 极限 . 对 于 函数 极限 ,有 类 似 的 。- 8 
方法 . 
家 例 1.2.4 按 极限 定义 (se -5 法 ) 证 明 


1 


7 


一 一 一 一 到 

16zz -9 

证 |- Hz -= 
16z 一 9 7 


1625 9 1 
7 _ 1 -161+zl1-zl se 
< 直上 es 
用 分 步 法 寻找 ,并 不 要 求 一 步 到 位 ,可 以 乏 步 缩小 搜 二 区 


围 .例如 本 题 , 因 z 一 1, 若 要 简化 分 子 可 先 设 1z -11< 1， 昭 0< zx 
<2, 则 . si 


16.311 一 | 
| 


上 式 右 端 < 
四 


(在 UG,DN [ 妾 ,+ 成立) 


进一步 设 |z -11< 译 二 即 1- 二 <z<1+ 副 ， 于 是 
上 式 右 端 <3211 -x1( 在 U (1, 吝 ) 内 成 立 ). 


贡 ， 计 , 则 当 | 二 -11<G 时 就 有 


| < 


注 “分 步 法 的 优越 性 在 于 操作 上 有 较 大 的 灵活 性 、 自主 性 和 
多 样 性 .由 es 找 相应 的 8(s ) ,并 不 要 求 一 步 到 位 .各 人 可 根据 自己 
的 意愿 ,分 步 求 得 .由 任 给 的 。>0 最 后 求 得 的 8S(e) 是 否 能 证 明 
limf(z)=A 呢 ? 唯一 的 标准 就 看 : 当 |x 一 a1<6(e) 时 ,是 否 恒 
有 1F(z)-AI<s 成立 .“ 是 "就 对 ,“ 否 " 则 错 .阅卷 老师 应 允许 考 
生 有 不 同 的 解法 ,和 由 此 得 到 的 不 同 的 S(e ). 

拟 合 法 

为 了 证 明 lim z， = A ,关键 问题 在 于 证 明 | x, - A | 能 任意 小 . 
为 此 ， 一 般 来 说 应 尽 可 能 将 z, 的 表达 式 化 简 . 值 得 注意 的 是 ,有 时 
z, 虽 然 不 能 简化 ,反倒 是 可 以 把 A 变 复杂 ,写成 与 x, 相 类 似 的 形 
式 . (我 们 把 这 种 方法 称 为 “ 拟 合 法 ”) 如 : 


六 例 1.2.5 设 z~0 时 ,7(z)~zvz= Df (ta). 
试 证 lim rz,=a (a>0). 


故 Ve>0, 取 5=min 


证 我 们 注意 到 a= 全 a, 从 而 


|z, -al|= Pau (Se)- > | 


18 : 


(1) 


2i—-1 ) 2i—1 
一 a1 — sa 
了 n 


< 六 


若 我 们 能 证 明 : Ye >0,n 充分 大 时 ， 


1 人 人) -te |< 2 
n n n 


则 
(1) 式 有 端 < > 271e=。 
问题 获 证 . 要 证 明 (2) 式 , 亦 即 要 证 明 


n 


事实 上 ,因为 f(x) 一 zx( 当 x 一 0), 因 此 Ve>0， 33>0, 当 
0<<|x|<6 时 ,有 


22-1|<E (4) 


于 是 , 令 N= 学 , 则 >N 时 ， 


0< a<$ (i=1,2,.…,n). 


2i—1 
7 
从 而 按 (4) 式 有 (3) 式 成 立 . 
注 1° 当 z=>0 时 ,函数 sin x ,tan zx,arcsin x ,arctan Xx,e”— 
1,In(1+z) 都 与 z 等 价 .因此 用 这 些 函 数 的 任 一 个 作为 本 例 中 的 
f(z) ,结论 都 成 立 .特别 A =sin Zz 册 该 命题 可 如 下 证 明 ， 


-21 一 1 
SiN 一 7 一 4 
=1 n 


—1 
S 2sin 2 一 一 “sin 二 
2sin 区 i=1 


_ 1 21 一 2 21 
三 a > COS nr 05 ne 
2sin -7 i=1 


。 19 。 


= (1-es ie)= 
2sin -7 
了 "a>a ( 当 mco). 
Sn 7 (#) 
这 也 可 作为 该 例 的 一 个 验证 . 
2° 全 是 将 单位 人 本 例 实质 


这 种 拟 合法 ， 解决 了 不 少 重大 问题 本 书 也 时 常用 到 此 法 ,如 例 
1.3.23, 例 4.1.5, 例 4.5.28, 例 5.3.41 等 等 


练习 证 明 : 
。 2 一 1 2 2 
1+ =e",， 
1) tm I] ( 一 ) e ; 
n+l /3 4 > 
2) lim [[ Cos 2i-1 “=e 7. 
neco ji n 


提示 取 对 数 将 连 乘 化 为 连 加 ,然后 利用 上 例 结果 (或 方法 ). 
‘x 例 1.2.6 设 lima, = a , 试 证 | 


lm (00 t+ Char + Cos+ t Car t+ a,) = a 
(1+D" 
证 〈 拟 合法 ) 因 1= 一 一- -去 辣 G 故 <= 直 Ga 
n k 
二 a < Delal, 
k=0 


其 中 ae =w 一 a0( 当 &>+oo 时 ). 3 M>0,|a | 所 M(k=0,1, 
2,…),YVYe>0,3k>0, 当 有 >A 时 ,|al<-， 


Mko nto Mkon® 


因 一 0( 当 2 一 co 时 ), 了 六 >Rn >0, 使 "> N 时， pp 


€ 
< 帮 : 从 而 


上 式 < 地 + 方 =e . 


x 练习 若 将 号 改 为 一 般 的 实数 mi, VnE N: = 0,1， 
2,…,7, 则 cs 应 满足 什么 条 件 ,该 命题 仍然 成 立 、 即 当 lima, =a 
时 ,有 lim 》) Qanial = a.- 

"m=0 

二 、 用 Cauchy 准则 证 朋 极 限 


要 点 数列 | xz, | 收 合 ( 只 有 有 限 极限 ) 人 < 为 ye >0,IN 


>0, 当 m,n>N 时 ,有 |x,~x,|<e ,yo >0, I3N>0, 当 
-zx,|<e (Vp>0). 
Cauchy 准则 的 优点 在 于 不 要 事先 知道 极限 的 猜测 值 A, 如 


例 1.2.7 设 z = 号 + 加 +…+ 罗 也 , 试 证 |z,1 收 全 


2 22 2 ， 
(北京 航空 航天 大 学 ,华中 师范 大 学 ) 
| 1 1 1 
证 因 | zy 一 Zn SFr tt rt + Fir 
1 1 1 1 
-起 (+ 到 ,起 js 二 | 
1 一 一 
2 
1 1 
2 


Ve>0, (只 要 去 <e( 即 > 去 中 , 故 令 N= 二 , 则 > N 时 ,有 


[zz<se(yYb>0),izi 收 剑 获 证 . 
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例 1.2.8 判断 如 下 命题 的 真 伪 : 

数列 | a， i 存在 极限 lim a， =4 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 一 自 
然 数 ,都 有 lim | or， -~ a, | =0.( 北 京 大 学 ) 

答 ” 该 命题 不 对 ,例如 a, =Vn(n=1,2,…), 昌 然 Y p>0， 
-~ _? ~ 一 ”和 Oo Hh 一 一 Oo 

J 0( 当 7 时 ) ,但 a, =V7 一 上 + 

( 当 -co 时 ) ,无 有 限 极限 (又 如 ,=ln 2 亦 可 说 明 ). 

注 正确 的 说 法 是 :数列 {a, | 有 有 限 极限 的 充分 必要 条 件 是 
[ao 一 au| 僵 0, 当 ?> 十 co 时 ,关于 PEN 一 致 . 


|a 一 an| 


三 、 否 定形 式 
要 点 z, 一 4A( 当 ?oo 时 ), 按 定义 指 :so>0,VYVN>0， 
3 n1 > 六, 使 得 | zx, -Al 宇 e, 


按 Cauchy 准 则 
一 3 eo >0,Y N>0, m,n >N, 使 得 |z, -zx | 之 


(一 9e, >0,YVN>0,3ni>N, 及 p, >0, 使 得 
| zn, 一 了 | 宕 e060.). 
去 例 1.2.9 证 明 limsin n 不 存在 .( 武 汉 大 学 ) 
证 I 〈 用 极限 定义 ) 因 为 -1 委 sin 2 委 1, 所 以 我 们 只 要 证 
明 : 任 意 AE[-1,1,limsin zs 人 即 可 .不 妨 设 AE[0,1]( 对 于 


i 一 1,0j] 的 情况 ,类 似 可 证 ). 根 据 极限 定义 ,我 们 只 要 证 明 : 3 so > 
0, VN >0,3n>N, 使 得 |sin n -A| 之 eo. 


事实 上 ,可 取 E0 = 空 ， YN>0, 令 
w= | (2Nr- 至) + 到 ]( 这 里 […] 玫 示 取 整数 部 分 ). 刚 ”> N, 且 


由 
。22 ， 


知 | sin n -Al> 交 . 


证 据 Cauchy 准则 ,要 证 lim sin n 不 存在 , 即 要 证 明 : 
jeo>0,VN>0,3jn,m>N ,使 得 |sin n -sin m | 之 e,. 


取 eo = 迪 ， YN>0, 令 n= [2Nx+ #4"|， 
m= [2Nx+2x]([…] 表 示 取 整数 部 分 ), 则 m>>n>N, 且 


2Nr+ TLn<2Nit Sn,2Na+t <m<2Nrart+2n 


4 4 
|sin n = sin m | 之 eo - 安 . 
这 表明 |sin ?|} 发散. 
证 下 ( 反 证 法 ) 


车 lim sin n=A, 因 sin (n +2)— sin n=2sin lcos (n+1), 知 
lim2sin lcos (n+ 1) = lim (sin (n+2)-sinn)=A-A=0, 
从 而 lim COS n=0,A= lim sin n= lmv 1~eos n=1. 
但 sin 2n =2sin ncosn, 
取 极 限 得 ”A=0, 矛 盾 . 

注 1 e-N(e 6) 方法 的 引进 ,是 数学 分 析 划 时 代 的 进步 ， 
是 质 的 飞 路 ,从 此 跨 和 人 了 一 个 新 时 代 . 数 学 院 系 各 专业 的 学 生 务必 
熟练 掌握 . 非 数 学 院 系 学 生 不 作 高 要 求 ; 

2° 方法 的 精 信 是 :用 任意 小 量 (常量 )e >0, 来 刻画 和 鉴别 无 
穷 小 量 (变量 ). 其 中 N(6) 是 进程 “时 刻 ” 的 标志 (进入 某 一 时 刻 之 
后 ,| z,-A4| 就 能 比 事 先 任意 给 定 的 s>0( 还 要 小 .); 

. 。23 ， 


3"s >0, 可 用 元 (RE N, 是 正 整 数 ) 来 替代 . 如 zu 一 及 ( 当 
7 -+ co 时 ), 可 等 价 地 定义 为 :VEAEN,,3N>0, 当 ?> 时 
1 
| 总 一 人 | 区 去 . 
zu A( 当 mn+co 时 ) 可 描述 为 :了 3RocEN， ,YN>0,3n 
> N ,使 得 | z， -AI>> 志 ， 


函数 极限 的 Cauchy 准则 ,也 有 类 似 的 结论 ; 

4” 如 上 所 见 , 从 肯定 变 到 否定 ,有 如 下 规律 . 即 “Y ”与 “3 ”对 
换 .肯定 形式 为 “V… 时 … 使 得 …”, 否定 形式 则 为 “3 … 使 得 
Vs 

5” 当 存在 符号 “3 ”出 现在 任意 符号 “VY "之 后 时 ,例如 “xz, 一 
A( 当 n+%m 时 ), Ye>0,3N>0.…”, 这 里 的 N>0, 是 依赖 于 
e 的 .严格 来 说 应 写成 3N(s)>0. 虽 然 N(e) 常 写成 N, 但 心里 
随时 要 记 住 它 与 息息相关; 

6" 当 “Y ”出 现在 论断 的 最 后 时 ,如 Cauchy 收敛 准则 “Ye> 
0,3N>0, 当 n>N 时 ,|zx,;, 一 zx,|<e (Vp>0)." 这 里 “VY p” 
最 好 读 作 “ 对 所 有 的 p 部 成立” 当 “V "出 现在 论断 之 首 时 ,一般 
读 作 “ 对 每 一 个 给 定 的 … 

7° 特别 地 .车 能 证 明 ,VAEN 有 |- | 之 pnp) 。 
0( 当 加 一 +co 时 ), 按 Cauchy 准则 ,可 汤 定 1x, | 发 散 .如 


例 1.2.10 数列 S, = 3 主 (n=1,2,…) 发 数 . 


i -Si Ll + Ll +.+ 1 
证 Vn€EN,|IST S|- Ht +irs> 


#951( 当 p+ oo 时 ), 因 此 ,只 要 取 eo= 寺 , 则 VN>0,n> 


N,3 p>0, 使 得 |S,,，- S, | 之 地 =eo. 故 |S, | 发散. 
.24 . 


四 、 利 用 单调 有 界 原理 证 明 极限 存在 


我 们 知道 
1x, | 收敛 二 {x, 有 界 ， 
但 逆 命 题 不 成 立 . 
然而 有 单调 性 条 件 ， 情况 大 不 一 一 样 . 
要 点 ”单调 有 界 原理 : 


存在 且 
| >z， |, 有 上 界 全 limz 一 


sup| 工 | 
存在 且 . 
或 {z, I 发 ,有 下 界 >limz, 一 infiz, | 
(单调 不 必 是 严格 的 ) 
(对 函数 极限 有 类 似 结论 ). 


交 例 1.2.11 证 明 : 数 列 zx, =1+2+… + 二 -lInn (n=1, 


2，…) 单 调 下 降 有 界 ,从 而 有 极限 (此 极 7 Euler 常数 ,下 记 和 帮 
C.) ; 


证 ”利用 已 知 的 不 等 式 


二- Lx<hn(1+ 二 )< < 二 ( 见 例 1.1.8 


式 (2)) 有 . -1 
， 1 、 
nt tn 
故 zx, 严 改 . 
1 n .n-l,n-2 加 3 .2 
又 因 z= 2 下 In (#2 1 一 2 n-3 并 ) 
n 1 n-l . 1 . 
-rd 
A 
-1 
工 _ 工 1 
=- > | In (1+ 琅 )]+ 序 
>1 
一 >0 
n 
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即 z, 有 下 界 . +, 有 下 界 , 故 lim zv 存 在 . 
注 ” 如 果 题 昌 只 要 求证 明 |z, | 收敛 ,不 限定 方法 则 还 可 用 更 


简便 的 方法 来 证 ( 见 例 1.3.17). 
刀 夫 -2 ,证 明 lim z。 存在 . 


例 1.2.12 设 z, = 
证 1 利用 不 等 式 
1 
A > 大 =2(VETI~VE), 
得 xz, = 元 -2Vn>2Vnti -2-2Vn> 一 2 (有 下 界 ). 
2 zn Vt 
2 2 一 <0, 即 zx < zx.zs 单 调 下 


Vntl Vntl+t+vVn 
降 ， 有 下 界 ， 故 |z, | 收敛 . 
注 ” 男 解 见 例 5.1.37. 
五 、 数列 与 子 列 、 函 数 与 数列 的 极限 关系 


我 们 知道 数列 与 子 列 有 如 下 的 极限 关系 : 
za 站 A( 当 2 co 时 ) 全 Y 子 列 [z。 1 有 z, 一 4( 当 Aco 时 ) 
类 似 地 ,函数 与 数列 有 如 下 的 极限 关系 : 
limf(z)=ASY {ziei(x, Han=1,2,.): 
- 车 zx, 一 a 则 有 f(z,) 一 A( 当 n 一 史 时 ). 
作为 充分 条 件 ,都 可 以 减弱 ,请 看 如 下 例题 及 相关 练习 . 
六 例 1.2.13 试 证 : lim z， 一 a lim zz =a » lim zanra 
证 只 需 证 明 充分 性 . 
按 已 知 条 件 Ve>0,3jNi>0, 当 n>NI 时 |x,, -al<s， 
-alj<s. 于 是 令 


又 NN, >0, 当 n> N;, 时 | zi 
。 26 ， 


N=max 12N],2N, +1|, 
则 n>N 时 恒 有 | xz al<e. 故 limz， =a. 
请 读者 将 此 结果 推广 到 & 个 子 列 的 情况 . 
例 1.2.14 设 函 数 F(z) 在 点 zo 的 邻 域 1( 点 zo 可 能 例外 ) 
内 有 定义 . 试 证 :如 果 对 于 任意 的 点 列 | z,| .这 里 z,ET,z, 一 zo 
(aoco),0< |1zoi 一 zol<1zo 一 2zo| ,都 有 lim f(xz,) = A, 那么 
lim f(z)= A.( 武 汉 大 学 ) 


证 〈 反 证 法 ) 若 f(z) A( 当 z>zo 时 )， 有 即 3e,6>0,Y6 
>0, 3 了 zsE1, 虽 然 0<1z, 一 zoi<5, 但 
|f(zs)- Al 之 eo. 

如 此 ,车 令 61=1, 则 3x.€1,0<1lz-zxol<6,|f(z) -Al> 


ceo; 令 5, = min 


zm) ne D0 ln ls 


|f(z2) -Al 之 eo; 令 9 = min 地 ,| zx- EE 
如 此 无 限 进行 下 去 ,可 得 一 点 列 | zx, 1 ,zx, E11, zx >xo(n 六 00)， 
0< jz -zol<<|zx, 一 zol, 但 

[f(zx,)- Ale. 
与 已 知 条 件 矛 盾 . 

例 1.2.15 证 明 从 任 一 数列 {z,j 中 必 可 选 出 一 个 (不 一 定 严 
格 ) 单 调 的 子 数列 .( 武 汉 大 学 ,上海 师范 大 学 ) 

证 (我 们 来 证 明 : 如 果 {z.| 不 存在 递增 子 序 列 , 则 必 存 在 严 
格 递减 的 子 序列 ) 假 车 {z,1 中 存在 (不 一 定 严 格 的 ) 递 增 子 序列 
[zu 1 也 , 则 问题 已 被 解决 .车 |zx, | 中 无 递增 子 序列 ,那么 jn, > 
0, 使 得 Yn>x, 恒 有 T+ < zu :同样 在 | z,| >。 中 也 无 递增 子 序 
列 .于 是 又 3 n, > ni ,使 得 Vn > n,, 便 有 Ze< zu < zu .如 此 无 : 
限 进行 下 去 ,我 们 便 可 找到 一 严格 递减 的 子 序 列 上 . 
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数列 与 其 子 列 的 关系 ,是 人 们 关注 的 问题 之 一 ,请 看 下 面 的 练 
J 1.2.8~1.2.10. 


六 、 极 限 的 运算 性 质 


要 点 车 {zx,1,1y,1 都 有 极限 , 则 | zx, 人 @y,1 亦 有 极限 , 且 
lim(x, ©y, )= lim x, © lim y, ， 
其 中 @@E1+， 一 ,xx，, 二 |( 除 法 要 求 分 母 不 为 零 ). 
注 1 对 指数 运算 亦 成 立 . 若 x, >0,n=1,2,… "limx, = 


a, limy, =6 ; 则 lim z,” =a’; 

2" 用 数学 归纳 法 ， 另 知 以 上 公式 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 数 
列 的 情况 (除法 要 求 分 母 不 为 零 ,指数 要 求 底数 大 于 零 . ); 

3” 函数 极限 有 类 似 的 结论 ; 

4 ”对 于 无 穷 多 个 数列 ,结论 可 以 不 成 立 .如 

交 例 1.2.16 举例 说 明 无 穷 多 个 无 穷 小 量 之 积 ,可 以 不 是 无 
穷 小 量 

答 如 下 数列 均 为 无 穷 小 量 : 


[= 
[ee 
_ 
~ 
[2 
Le 


但 将 它们 对 应 立项 连 乘 起 来 , 取 极限 ,得 到 一 个 新 数列 ， 此 数列 为 . 
1,1,1,1,1,1,…,1,… 
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该 极限 为 1 ,不 是 无 穷 小 量 . 


1.2.1 1) 已 知 lim zx, =a, 求证: im yz = 光 5;( 武 汉 大 学 ,哈尔滨 工 
业 大 学 ) 
2) 用 。- 9 语言 证 明 lim 二 = 1. (清华 大 学 ) 


_ yo [zx 一 al 
提示 1) a0 时 ,| VY x, Val (Vx) 十 AN a+( a) 


| 一 al | zx 一 al 
1 
1 

FVa 


(Vrd) 4 #9) 


1.2.2 用 es- 六 方法 证 明 :1) limYn=1;2) limn’g"=0; 3) lm 二 如 


.提示 1)、2) 可 参照 例 1.2.1 的 1) 中 的 证 法 .3) 可 利用 -| = 
lInn,l1 
< 


1.2.3 设 lima。 = a, 试 用 一 NN 方法 证 明 : 


_ait2a;+*…+n 
IT3+T tn 


车 z。 


一 , 则 lim zu = a. 
提示 “一 0 时 ,( 用 分 步 法 ) Ye>0,3Ni>0, 当 >Ni 时 ,|oo|< 与 ， 
记 M=max|ai|, 则 当 n> Ni 时 有 
i 


al1+2as + -+ na MN (Ni +1) | E 


1+2+ 二 + ma+Tl) 2 . 
MNI(N,+1) . MNI(N:+1) 
因 一 Ty 一 “0 ( 当 n+ 时 ),IN>Ni ,n>N 时 ， A < 
元- 即 n>N 时 ,|zx,1<e. 
当 asx0 时 ,可 令 5b, 二 a, 一 a, 则 limb =0 可 应 用 上 面 结果 . 


1.2.4 设 z= > EC , 试 证 lz,| 收 伍 ， 


k= 
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提示 “可 利用 Cauchy 收敛 准则 . 
1.2.5 fa,) ,n=1,2,… 是 一 个 数列 . 试 证 ; 若 


-CI 十 az 十 … 十 Cn 
lim 一 一 一 
nro0 n 


则 lim 字 =0.( 首 都 师范 大 学 ) 


=a<%, 


Q1tat*+a, QI 二 C2 十 1 


.利用 极 


提示 “注意 之 = 
限 的 四 则 运算 性 质 可 得 . 

1.2.6 设 a,>0(n=1,2,…) 且 3C>0,m<n 时 有 a, 太 Ca .已 知 
ia 中 存在 子 序列 [4,1 一 0. 试 证 jim a, = 0. (武汉 大 学 ) 


n n—1 


N= ny , 则 当 ,>N 时 ,有 0<a < 


、 1 1 、 
灾 1.2.7 设 z, = 1 方 + 启 + + 记 , 求 证 [7o| 发散. 


提示 “〈 用 Cauchy 准则 否定 形式 ) 注 意 


-71=_ 1 1 tl > 
tm TN TZ 
可 取 eo0=1, 则 YN>0, 令 n>maxlN,21 ,m=2n, 则 | x, 一 xz, | 之 0. 
1.2.8 判断 题 : 设 ia, | 是 一 个 数列 ,车 在 任 一 子 序列 a | 中 均 存在 收 
敛 子 列 1a。 1, 则 4a, | 必 为 收敛 数列 . (北京 大 学 ) 
提示 不 对 ,例如 ,0,1,0,1,… 数 列 . 
交 1.2.9 设 ija,| 为 单调 递增 数列 ， ia, C fa 上 为 其 一 个 子 列 ， 
车 lima。 = a, 试 证 lima， = a.( 华 中 师范 大 学 ) 
证 由 单 增 性 ,可 知 lima。 =a=supla, 1, 故 Ye>0,jk, 使 得 a 一 
<a, 二 a. 取 N= , 则 Vn>N 时 ,可 找到 一 个 n, >n, 于 是 有 a -es< 
0 
a a, Sa Sa<a+te, 从 而 |a;, - al<e. 
0 
次 1.2.10 设 {zo| 是 一 个 无 界 数列 ,但 非 无 穷 大 量 ,证 明 :存在 两 个 子 列 ， 


一 个 是 无 穷 大 量 , 另 一 个 是 收敛 子 列 .( 哈 尔 滨 工业 大 学 ) 
。 30 ， 


证 1 由 无 界 性 ， EE :| zw， | >1 ,进而 了 :| z。 | > max{2, 1z, | ， 
反复 使 用 无 界 性 ,如 此 得 {zx, | 


lx, | >max {k, 
1 z。 11 为 无 穷 大 量 ，- 

2 因 |zx, | 站 +% 歼 3M>0,YVN>0,3m> Ni ,使 得 |z, | 二 M. 于 
是 对 k=1, 习 n>1, 使 得 |x。 | 魏 M, 对 Ni = max12,n11, n> NN, ,使 得 
1z。 | 和 M，…，, 如 此 下 去 可 得 一 有 界 子 列 | xz, 上. 从 而 由 致密 性 原理 知 
[zw | 中 存在 收 策 子 列 [zw | . 

交 *1.2.11 设 函 数 f(z),g(z) 在 0 的 某 个 邻 域 里 有 定义 g(z)>0， 
lim =1; 且 noo 时 am 福 0(m=1,2,…,n), 亦 即 Ve>0,3N(e)> 


z=0 g(X 


0, 当 n>N(e) 时 ,一 切 m=1,2,…,n, 有 |a,, | 之 e; 另 设 a,, *0. 试 证 


|} k=2,3,, 


lim DY flew) = ia 和 g (aw), 上 


当 右 端 极限 存在 时 成 立 . 
证 记 (1) 式 有 端 lm 3) g(a。.,) = A. 收 化 愉 有 界 , 故 3M>0, 使 得 


3 


0< > g(a) M. Ve > 0,3N: >0, 当 n> NI 时， 有 


| 守 eo.)-4|< 和 十 


已 知 jg 人 3=1, 对 上 述 。>0,38>0, 当 |z1<3 时 有 | 人 2)-1|< 


"但 anm 定 0( 当 2 一 co 时 ,关于 mm=1,2, ,2 一 致 ). 所 以 对 此 86>0， 


3N: > 0, 当 n>N, 时 ,有 |a,,|<6(m=1,2,…,n), 从 而 


人 -1| < 二 (m=1,2,…,n). 了 N= max{ Nr, N,|, 则 当 n>N 


时 ， 
[|B 6...) -4|= b> (RE) race...) -4 


=1 glan.n) 


*。 31， 


< D3 | fam,n) 


-1 ae)+ |g(a,..)—Al| | 
m=1 B\Qm,n 


所 € 


E 一 . -二 
< 2 lam) + -217 M+7 7e. 
故 (1) 式 左 端 极限 也 为 A. 


3 - an , 
六 x*x1.2.12 证 明 lm 了 (1+ 地 -1 = - 
nm j=1 no 全 


tiim TT (ay 1 ) (a>0). 
mi 


3 广 7 
证 记 “ =A/ 1+ 二 1, 则 


让 
让 4 
ed Do 
ll 
a|— 
半 
济 


(rt) rt) 1 
0<a,, = TD 
n 


—0 
故 ai,, 字 0 关于 i=1,2,…,n( 当 n> 吕 时 ). 


因 1+ 二 =(Lita)=1+3as+3ais+o。, 故 
n 


记 g(x)=z+te + f(z) -zl LE = 1 
利用 上 题 的 结果 ， 


3 ~ n 给 
lm 3 (fir) = lim DD fa) lim D le) 


六 §1.3 求 极限 值 的 若干 方法 


导读 考研 热点 ,适合 各 类 读者 . 


用 定义 证 明 极限 存在 ,有 一 先决 条 件 , 即 事先 得 知道 极限 的 猜 
.32 ， 


测 值 A .但 通常 只 给 定 了 数列 { z,| ,对 它 的 极限 A 不 得 而 知 . 那 
么 ,如 何 根据 z, 的 表达 式 , 求 出 极限 A 呢 ? 此 问题 一 般 来 说 比较 
困难 ,没有 统一 的 方法 .只 能 根据 具体 情况 进行 具体 的 分 析 和 处 
理 .这 里 只 概括 人 们 常用 的 若干 方法 ,更 多 的 方法 ,有 赖 于 人 们 去 
创造 和 发 现 . 


一 、 利 用 等 价 代 换 和 初等 变形 求 极限 


a. 等 价 代 换 
要 点 ”在 求 素 除 式 极限 里 ， 其 因子 可 用 等 价 因子 代替 ， 极限 不 
变 . 最 常用 的 等 价 关 系 如 : 当 x~>0 时 ,xz 一 sin ztan xX~arcsin zr 
tarctan zx~ln (1+.7r)~e*—1 
_a -1l (+z) 一 
b 


ln a 


1 (其 中 a>0,6 bj 


还 有 (1 - ceos z)~ 方 
例 1.3.1 
"(1- cos 坟 ) ， 
1) in 
ro Vn’+1-— 
2) i 
2 全 


3) lim arctan 人 工 


En;( 青 岛 海洋 大 学 ) 
4) 设 有 限 数 a,5,A 均 不 为 零 ,证 明 :lim AZ) 二 = A 的 充 


(华中 理工 大 学 ) 


分 必要 条 件 是 lim “一 = 4ey (华中 师范 大 学 ) 
1) 解 因 limY2=1, 故 


"(1-cos 十 ) 1， 二 
n 2 n 


原 式 = lim 


。.33 。 


zi 


4) 下 (之 ) 左 边 极限 存在 表明 : za 时 , f(x) 一 50, 故 
e351 一 f(x) 一 5. 故 


Xa 


(<=) 右 边 的 极限 存在 表明 za 时 ext -=ez 由 对 数 函 数 的 
连续 性 知 f(z)=in elne:=65. 靶 f(x)- 5 一 0, 故 有 era 
-1~A(z)-28. 从 而 


f(xz)}-B . fx) b 
. XT)-b_,. e 一 下 |. -be 一 e 
lim {2 bo lim l= line . 
xa 一 Xa 一 Ta 
e ‘Ae =A. 


交 注 等 价 代 换 原 理 ， 来 源 于 分 数 的 约 分 . 只 能 对 溢 除 式 里 的 
因子 进行 代 换 . 在 分 子 (分 母 ) 多 项 式 里 的 单项 不 可 作 等 价 代 换 ， 否 


1 2 
、 于 一 cos 工 一 林 三 -看 +o(z9) 
则 会 招致 错 误 . 例如 im 一 一 2 一 = li 一 4 一 = 
1 1 


_1 1， 2 
34* 若 将 1 cos 工 换 成 二 x , 则 得 lim 一 一 zz 一 一 =0, 这 是 原 
则 性 错误 ! 
b. 利用 初等 变形 求 极限 
变 点 ”用 初等 数学 的 方法 将 xz, 变形 ,然后 求 极 限 .下 例 主要 
将 x, 写 成 紧缩 形式 . 
交 例 1.3.2 求 fmz, , 设 
1) zx, = cos 可 cos 天 cos 沙 …cos 元 (中国 科学 院 ) 
.34 . 


解 1) 乘 以 2"sin 入 /2"sin 区 


-smnz. 2 二 sa (当时)(z 0). 


1_1 


2) 乘 以 一 ,再 对 分 子 反复 应 用 公式 (a+ 6)(a -号 
1 一 一 


到 (5 


一 2 ( 当 n 一 co 时 ). 


a 
3 


n 1 ' 1 
3) zx, = QQ -一 一 
. 2 J 2 J 


(Fa) 


[I 


i 
: 上 
! 
[ee 
i4 


=2(1- 1 )™2 ( 当 n 一 oo 时 ). 


n+l 
35 ， 


_ 1 _/l1_1 1 
7 全 T+1 1 a0) ) 


1_ 1 1 1 1 jw op 
4 AtrianrD ar 4 (Sn 时). 
二 、 利用 已 知 极限 
要 点 〈 以 极限 lim(1+ z)* =e 为 例 进行 说 明 ) 
DD) 车 f(x)>0,limf(z)=6>0,limg(x)=c. 
则 lim f(z)*™ = 4. 
(因为 im f(zz)*” 一 lim es(z)n f(x) 一 es(z) fx) 一 ens 二 b°) 
2) 车 lm f(x)=0, limg(z)= +o,limf(z)g(x)=a, 
则 lim(1+ f(zx))’ = ee’. 


(因为 lim(1+ f(z))*? =lim[ (1+ A(z))75 ]Aoa BD ) 
立 例 1.3.3 求 极限 


D lim (只 中) (o>>0,p>0).( 西 安 电 子 科技 大 学 ) 
2) 已 知 ae,as>0 (n 之 2), 且 

1) [一 全 全 |, 求 imA(z) (华东 师范 大 学 ) 
解 1) 因 n 一 ww 时 ， 


[地 a+l]n 6b), 


。36 ， 


-ll 


二 sara -eT oab. 
2) limf(zx)= Vara2'"a, . 
:一 1 
提示 “只 要 注意 到 z->0 时 一 一 ln ai(i=1,2,…,n), 其 


余 与 1) 完 全 类 似 . 

例 1.3.4 证 明 

1) 车 数列 zx, (n=1,2,…) 收 敛 , 且 z, >0， 
则 limy X1X2'"" Xn = limz,; 


2) 车 x >0 (n=1,2,…) 且 lim 习 车 存在 , 则 


lim Vz = lm 二 二 (江西 师范 大 学 ) 
证 1) 利用 例 1.2.1 的 已 知 极限 及 连续 性 ， 
lim Wy = lim pk ti a,) 


一 en 二 (in zi Tt ) = er = er lim z,) 
= limz,. 


2) 利用 刚 得 的 结果 
区 


nl 


-器 汪 [( 人 全 六 (二 下 


| * 
在 例 1.2.11 中 我 们 看 到 以 Euler 常数 命名 的 径直 级 民 
lim {1+ 去 +…+ 广 -Ihn)=C 存 在 .下 面 两 例 介绍 如 何 用 Ewe 


。37 ”© 


洲 遍 
2 


要 


(其 中 C 为 Euler 常数 ) 
。38 ， 


常数 求 极 限 . 


1 


家 例 1.3.5 求 lim (4 行 + 二 
解 原 式 -lim (1+ 3 


1+ 二 十 


1 1 1 
2 + ) (1+ 人 
=lim[(n2z+C+a，) 


-(Innt+C+a,)j. 
(C 为 Euler 常数 ,al ,a 一 0, 当 n 一 oo 时 ) 


= lim(ln 2+ a2, -a,)=In2 
例 1.3.6 试 借助 Stirling 公式 


8 
n! =V2xnn"e "rT,0<0,<1 
_1 
来 求 极限 lm Te， PT 
1+ 一 
2 
解 


} . (二 
下 Tv 
入 (+ 二 (二 人) (3#) -| my 
Vnn! en- 《1+ 二 +…+1) 

(nt+1)” 


> Vaxe (+0 (yw n 一 co 时 ) 


三 、 利用 变量 替换 求 极限 


要 点 ”为 了 将 未 知 的 极限 化 简 ,或 转化 为 已 知 的 极限 ,已 ,可 根据 
极限 式 的 特点 ,适当 引入 新 变量 ， 以 替换 原 有 的 变量 ， 使 原来 的 极 
限 过 程 ,转化 为 新 的 极限 过 程 . 

交 例 1.3.7 车 lim 之 ， =a, limy, 二 5 , 试 证 

[im 12 + zy,-1+ 一 -ap.( 中 国 科学 院 ) 


. mn 元 
解 人 ,Ya 二 b+B,;, 则 n> 吕 0 时 ,a, ,PB, 一 0. 于 是 
TY 十 TX2 YY -1 “+ ry 
n 


_(ata)(b+pB)+t+(atea)(b+hB, 1)+.…+(ata,)(b+ Bi) 


n 


BtBt.+h, 
n 


al 十 aa 十 十 as 
n 


=ab+a +6 


al10, + az 8， 十 二 anp 
十 . (1) 


据 例 1.2.1,2 一 co 时 第 二 、 三 项 趋向 零 . 现 证 第 四 项 极限 亦 为 零 . 
事实 上 , 因 .一 0( 当 2 一 c 时 ), 故 fo. 有 界 , 即 了 MA>0, 使 得 
lo,| 委 MGCVmEN). 故 

QB +azp iT 十 ap 了 81+18 +… 十 18 


从 而 (1) 式 以 a5 为 极限 . 

注 1) 本 例 亦 可 使 用 例 1.2.1 的 2) 中 的 方法 证 明 . 

2) 本 例 的 变换 具有 一 般 性 ,常常 用 这 种 变换 ,可 将 一 般 情况 
归结 为 特殊 情况 .如 本 例 原来 是 已 知 im zx, = a, lim y, = 6 ,求证 


过 1yn。 十 机 十 并 
n 


“1 = ab. 变 换 后 ,归结 为 已 知 lima， =0, lim 8, = 
0 求证 hm 人 0 


»39 ， 


四 、 两 边 夹 法 则 


要 点 ” 当 极 限 不 易 直接 求 出 时 ,可 考虑 将 求 极限 的 变量 , 作 适 
当 的 放大 和 缩小 ,使 放大 、 缩 小 所 得 的 新 变量 ,易于 求 极限 ,是 二 者 
的 极限 值 相同 . 则 原 极限 存在 , 且 等 于 此 公共 值 

女 例 1.3.8 求 bny z[ 士 ] ( [二 ] 表 示 不 大 于 二 的 最 大 整数 | 


解 -1<[ 寺 | (zs0 时 )， 


z 
由 此 当 Zz>0 时 ， 1-z<z|+ |<1, 
当 z<0 时， 1-z>z| 二 ]>1， 
让 中 了 | 二 |: 


例 1.3.9 已 知 o >0 (i=1,2,…,n), 试 计算 
im [( of 六 + (六 cr) ， (湘潭 大 学 ) 
i=1 i=1 


i= 


解 记 a=min{ai,a2,… ,a,|,A=max{a,,a,,…,a,|, 
n 1 a 
则 CAS ra CD a) + (Fa?) nA) + 
i=1 i=1 


(na-?)3, 当 p>+ co 时 , 左 、 右 两 端 有 相同 极限 A + a-!, 故 原 极 
限 存在 ， 等 于 A+a- 1 . 

在 连 加 或 连 乘 的 极限 里 ,可 可 通过 各 项 (或 各 因子 ) 的 放大 缩小 ， 
来 获得 所 需 的 不 等 式 . 

交 例 1.3.10 求 极限 lim xz， , 设 

D z, 12, :( 东 北 师范 大 学 ) 


Cn+1)? 


2) z= 5 充 1( 国 外 赛 是 ) 


k= 


.40 ， 


3) z= Dt E+ Dt); 


k=1 
4) zx, = (n1) 产 .( 北 京 大 学 ) 
解 1) 因 几 何平 均 小 于 算术 平均 , 故 分 母 中 的 因子 
2=143> V1°3, 


4- 315> 55. 


2 Qe D+ nt D> DD 


由 此 可 知 
‘(2n—1) 1 
Un 
故 lim z。 =0. 


2) 解 1 2VET -2VR< 六 <2VE-2 VE-TIO@， 


@ 此 不 等 式 利 用 Lagrange 微分 中 值 公式 易 证 .例如 左边 的 不 等 式 , 令 F(z) = 
2Vzx, 则 2 VE+ -2VE= 产 < 六,e(， ,k+1). 
@ 与 此 解法 对 偶 地 ,有 如 下 解法 : 
we 1 rr 1 
人 FF < eu 


并 1 d 之 1 去 人 241 上 d 
一 dz 委 -一 -dr， 
rl Vz ft + | J 


(n+1)2 +1 -4 (n+1)? 
jo 大 < < 大 dz 
相 加 ,再 算 积分 可 得 


2(V (ma+1)3 二 -VED)< 3 六 <2(VO+I- Vn -1), 
左 、 右 两 端 极限 皆 为 2. 故 im zx, =2.  ”( 刘 合 国 ) 
. 41 . 


将 有 = 和 ,22 +1,…,(n +1)?* 诸 不 等 式 相 加 ,可 得 


(n+1)? 1 


2V (n+1) +1-2Vn’< 站 却 
<2V (nt+1) -2Vn -1, . 


(n+1)? 
而 左 ,有 的 极限 冰 为 2. 故 lis z= lr 3 让 =2. 


(n+1)2 1 1 


1 
一 一 22+2 项 ， 、\ 一 = 一 一 一 = 一， 
解 耻 六 遍 共 有 2n+ 2 项 ,最 小 项 为 i 


2 
n 


最 大 项 为 二 ,因此 


2 
2n+2 RH 1 2nt+2 
TS et 


(n+1)2 
左 、 有 两 端 极限 皆 为 2. 故 lim > 方 -2 
3) 因 ww<n+1<(n+1)*, 所 以 
>t ES) (k=1,2,.,n). 


n 


相 加 得 二 > 和 2 Cw +1) > 
令 "一 + % 取 极限 得 lim 3) (x+ 1) -二 = 1. 同 理 可 得 
lim > (xw 一 1) =1. 从 而 lim zx, =2. 
4) 1<<(nD 六 性 (nr) 吉 =n#. 
因 limn*=1, 歼 lim(n1) 广 =1. 
limnt =1 可 用 例 1.2.1.(1) 中 的 方法 证 明 , 也 可 用 两 边 夹 法 
则 得 到 :利用 几何 平均 值 小 于 算术 平均 值 ( 见 例 1.1.7)、 
1<Yn=(WYnWale…nl)* ( 湛 入 n-2 个 1 
. 42 . 


<Vz+Vna+l+…+1_-2Vn+na-2<1+ 2 >1 (4 
n n : Vn 


注 “ 两 边 夹 法 则 ,在 求 极限 中 十 分 重要 ,应 用 很 广 . 优 越 性 在 
于 ,经 过 放大 、 缩 小 ,可 以 把 复杂 的 东西 去 掉 ,使 问题 化 简 . 但 注意 : 
放大 不 能 放 得 过 大 ,缩小 也 不 能 缩 得 过 小 ,必须 具有 相同 的 极限 . 


五 、 两 边 夹 法 则 的 推广 形式 


要 点 ” 当 使 用 两 边 夹 法 则 时 ,车 放大 与 缩小 所 得 之 量 的 极限 
值 不 相等 ,但 二 者 只 相差 一 个 任意 小 量 , 则 两 边 夹 法 则 仍然 有 效 . 
六 例 1.3.11 设 f(z)>0, 在 区 间 [0,1] 上 连续 , 试 证 


lm (fA()) 二 =e fz) 
证 记 M= max f(zx), 则 

z= (f(zE)) -<M. (1) 
剩 下 的 问题 是 将 xz, 缩小 ,使 缩小 所 得 到 的 量 以 M 为 极限 ,或 者 虽 
然 不 等 于 M ,但 跟 -M 只 相差 一 个 任意 小 量 . 因 f(x) 连 续 , 据 闭 区 : 
间 连 续 函 数 的 性 质 , 3 xz。 E10,1], 使 得 f(zo)=M. 于 是 Ye>0， 
39>0, 当 |z-zol<s,zE[0,1] 时 
有 M-e<f(x)<Mt+e. 


当 充分 大 时 有 二 <8( 即 分 点 二 的 间距 <3) ,3 ao, 使 得 


io 
—Tr 
n 0 


项 > (rE)) 二 > (A(#)) >(M-e) 直 : (2) 


总 结 (1).(2), 有 (Mo) 志 <z,<M， : 


<3,f(2)>M-e. 


。 43 ， 


左 端 极限 为 M - s , 右 端 极限 为 M ,由 。>0 的 任意 性 , 知 lim x, = 
M.( 可 用 上 、 下 极限 严格 证 明 这 一 点 ) 


六 六 、 求 极限 其 他 常用 方法 


求 极限 是 硕 十 生 入 学 考试 中 的 热点 问题 之 一 .虽然 这 部 分 考 
题 一 般 不 难 , 但 多 数 具 有 综合 性 ,用 到 后 面 所 学 知识 ,为 了 方便 考 
生 阅 读 .这 里 拟 用 部 分 考研 真题 ,展示 其 中 几 种 常用 方法 . 

a. 工 "Hospital( 常 被 译 为 洛 必 达 ) 法 则 

要 点 1) 每 次 在 使 用 Hospital 法 则 之 前 ,务必 考查 它 是 否 属 
于 七 种 不 定型 ,否则 不 能 用 ; 

2) 一 旦 用 Hospital 法 则 算 不 出 结果 ,不 等 于 极限 不 存在 . 例 


如 lim 之 ts 三 =1, 就 是 如 此 .这 是 因为 Hospital 法 则 只 是 充分 


ee 


条件 不 是 必 ,要 条 件 ， 
3) Hospital 法 则 是 求 不 定型 极限 最 常用 的 方法 .而 且 几 种 常 
用 的 等 价 关系 ,也 变 得 十 分 明显 易 记 .如 Xz 了 0 时 ,zz~sin zx~ 
tan x ~arcsin xX ~arctan 工 一 nm (1+x) ~ 1l (Qtr)’-1 
、 In a 4 


(a>0,p0), 以 及 二 zx? 一 (1~cos z) 等 兽 如 此 ; 


4) 元 型 的 Hospital 法 则 使 用 时 ,只 需 检验 分 母 趋向 无 穷 大 即 


可 ,分 子 不 趋向 co 没有 关系 .证 明 可 见 例 3.2.30. 
例 1.3.12 求 下 列 极限 : 


1D) jim (G0 十):( 华 东 师 范 大 学 ) (3) 

2) te 加); (北京 大 学 ) 《e 到》 

3) Jim 呈 地 二 2 工 ;( 太 原理 工大 学 ) (3 
TY 


.44 ， 


( dt) 
和 | ee dt 
5) limyx. 《1》 
解 1) 原 式 =lim (二 入 
(zx) 


一 1 一 
0 T(I+r)In (1+ zx)+z] 
1 .1 _1 
mrr)+2 2: 
; Tz i 
2) im (加 芋 ) =jim— t In soz 
0 Zz =~01~cosz z 


nn 工 Xcos 并 一 Sin 并 
= lim 一 三 一 一 = = 
z—0 YY -0 ”Sin 并 
( 2 ) 
_,. (zcos xT-—sin wx) 
= lim 7 
z+0 (zx ) 
~ Xsinr 1 _1 
二 lim 一 一 一 一 = 一 工 . 故 原 式 =e 了 
工 一 0 37 3 
3) 略 . 


2 ef dz 。 ez 
4) 原 式 = lim 一 一 一 


e 
I 2 
e’ di 2 
=2 lm = 2:lim ~- ，= 0. 
2 De 


5) lim ln Vz = lim =0, 故 原 式 =1. 


交 b. 利用 Tayior 公式 求 极限 
这 是 另 一 个 十 分 有 效 的 求 极 限 的 方法 . 


(In zx) 
(zx) 


。45 ， 


例 1.3.13 求 下 列 极限 : 


+ Vir 1 
1) lim 一 一 一 一 yz 一 一 一 -;( 华 中 理工 大 学 ) 《一 五 》 
0 (cos rT—e” )sin x’ 
e”—1- 
i 3 
2) a 万 二 天 (华中 师范 大 学 ) (-3) 


3) im z|e- (+ 去 ) | (要求 不 用 Hospital 法 则 );( 北 京 大 


学 ) 《3》 
(e+ 去 用 
4) lim ee (其 中 函数 f(x) 在 点 a 可 导 , 且 f(a) 
<x0). (清华 大 学 ,南开 大 学 ,北京 大 学 ) (en) 
| 
r+o(r') 
解 1) 原 式 = 8 1 


| - 3 -x 十 o(z) | +o(x’)) 


2 2 
z- 洒 +tolz ) 
4 


3) 注意 到 (1 + zx) = = 一 e 


一 1- 闻 +o(z) 
—€ Z 9 


i 一 六 +o(x) 
故 原 式 =lim < +z) =elim! e 7 =£. 


xX_0 2 


ft f(a) 二 +o 人 守门 jo 
fla). 


六 ce. 利用 积分 定义 求 极限 ， 
。 46 ， 


4) 原 式 = 中 | 


例 1.3.14 求 下 列 极限 ， 
1D lim (+2 ++ 二 ):( 中 国 科学 院 ,中 国 科技 


+1 n+2 
大 学 等 ) 
, 下 woe 
2) lim (w+ (华中 师范 大 学 ) 


YAATI nA) 
3) lim (2 一 1 (北京 大 学 ) 


4) limYaLi;( 中 国 地 质 学 院 ) ， 


5) lim 了 十 十 … 十 了 "(北京 大 学 ) 
本 2 


下 . 1 
解 1) 原 式 =lim 了 Yl .l=[ .dr -In2. 
nm i 1 


+ ol+t+z. 
2) 取 对 数 后 变 为 (积分 和 里 & 选 右 端 点 ) 本 
Som (ri) hdr dr = 2n2-1 
故 原 式 = cr 
3) 取 对 数 后 变 成 (积分 和 里 & 选 左 端 点 ) 
+ ln (1+z)dz=2in2-1， 
故 ” 原 式 =e@*?- 1 = 二 . 
4) 取 对 数 后 变 成 
"i" (F)==), ln zxdx = -1, 故 原 式 =e !. 


-Sin x 


5) 因 - > sin "< 2 和 二 > sin 元 r， 
了 十 二 nt 
n 


“47， 


7 一 十 co 时 ， 左 端 极限 = lim aT 元 Sin 


了 
pe n 
1 


到 | sn zdz = 六， n 一 十 co 时 ， 右 端 极 限 = lim 于 一 一 ， 


元 > sin z= 二 | sin zdz= 之 ， 
故 ” 原 式 = 过 (两 边 夹 法 则 ). 


浆 d. 利用 级 数 求 解 极限 问题 
利用 收敛 级 数 通 项 趋向 零 
例 1.3.15 求 下 列 极限 lim z。 ,其 中 zx,: 


1) 


= ! , (天津 大 学 ) 《0》 


11.12.13.…… (2 + 10) 、 
2.5.8... nT 《0》 


Znrl _ 5 i.(n+1)! (2n)" n \” 
解 1) 因为 Ta (2n+2)" .5S"n! 到) 


2) xz, = 


人 
故 正 项 级 数 >，z, 收 化 ,从 而 通 项 <, -=0( 当 noo 时 )， 


之 n+1 7 十 1 


2 车 和 了 <1( 当 一 ew 时 ), 帮 让 项 级 数 交 
收敛 ， Zu 一 0( 当 1->oo ). 
六 利用 收敛 级 数 余 项 趋向 零 


例 1.3.16 求 lim [二 + Cit + Ly [二 ].( 太 原理 工 
大 学 ) 


解 因 级 数 >， 总 收敛 ,因此 其 余 项 
48 ， 


二 S 1 、 n— oo 
Waa 0 ( 当 ). 


0 1 + TSR nn 1 一 0 ( 当 2 一 oo 时 )， 


Ta + Cyt 
故 原 极限 为 零 (用 Cauchy 准则 也 行 ). 


女 利 用 级 数 1 | z，- zx, ;| 的 收敛 性 
因为 :车 1z, - zi 收敛 , 则 了 (zs - zu -0) 也 收 敏 , 因 


一 BD (zh -x_i)+zi 极 限 存在 ( 当 1->oco 时 ). 


x 例 1.3.17 设 z=1+ 直 +…+ 汪 一 In ?2 ,证 明 { xz, 收敛 . 


(合肥 工业 大 学 ) 
证 |z, 一 zx,-1|= |£-ln nln (x-D)]|, 
对 ln n 一 In (n 一 1) 利 用 Lagrange 中 值 公式 ， 
In "nn 其 中 n-1<&<n. 


因此 有 | z， -x l= 六 <0 而 局 汪 收 伊 , 


> iz, -过 | 收 伍 ,从 而 Tn > (zi 一 Xx-1)+ zi 也 收 钱 . 
、 1 四 
* 例 1.3.18 设 z = 有 本 + ln (n=2, 
…), 试 证 { zj 收敛 . 
提示 仿 上 例 | zi 一 zz, | = 


1 1 
(n+li)In (n+1) élIné, 


1 1 - | 1 
< 7 n nti)n (n+1)’ 儿 | 1 -x | < hm7; 故 
x41 -zzo| 收敛 ,从 而 {z. 亦 然 . 


e. 利用 连续 性 求 极限 
* 例 1.3.19 求 lim sin (rV n” + n).( 浙 江 大 学 ) 
解 sin(xvVn +n)=sin(xvVn +n-nx) 


2 nn .2 
三 Sin |" sin 
Vn +nt+n 


1+ 工 +1 
n 


由 于 初等 函数 在 有 定义 的 地 方 皆 连续 ， 


原 极限 = sin? 


ma | =si 志 =1. 


| 
n 
交 f. 综合 性 例题 


* 例 1.3.20 设 函 数 f(z) 是 周期 为 T(T>0) 的 连续 局 期 
lm fCDdr= 寺 | f(z)dz.( 天 津 大 学 ) 
证 I VxE€[0,+%),I3n€EN:nTEzr<(n+1)T, 
记 |， HiD)dt=c,| AD)dt=az-aT=p. 则 


5 十 一 


jm 三 | fi)de= lim 2 = lim -一 于 一 等 = 素 = 主 上 fdi. 


i . 
和 | 友人 ld < Me Dur ( 当 z~ 


+ oo) 其 中 M 为 |f(z)| 的 界 ). 
有 


n 
证 下 1 当 f(x) 之 0 时 (用 两 边 夹 法 则 ). 
Vf 之 0, 3 n€EN, 使 得 nTz<(n+1)T， 


1 nT I (n+1) 了 
从 而 有 CTJ | CDds 二 | HoD)di 生 二 ， | f(t)dz. 
50， 


[x-nT|T ( 当 xz->co). 
n n 


此 式 左 端 = 二 | 7CDdt 订 | f(D)d=1 ( 当 一 


+ oo) 类似, 该 式 右 端 = 民工 1. 于 | f(2)di>1, 故土 fl2) dz 


n 


->]( 当 n> + oo). 
2” (一 般 情况 ) 令 g(z)= Frz)- 和 (周期 连续 函数 必 有 
界 ,m 表示 其 下 界 ). 这 时 g(z) 疡 0, 应 用 1 之 结果 ， 


二 |。 fdz= 二 | (gt)+m)di= 二 |- g(t)dt+m 


5 了 |， slDdetm= 序 | f(D)di ( 当 z+ co 时 ). 


er 的 妙用 
* 例 1.3.21 设 f(z) 在 [0， + 0) 上 连续 有 lim [f(z)+ f(x)]= 
0, 证 明 lim f(z) =0.( 昆 明理 工大 学 ) 


证 (分 步 法 )( 利 用 er 的 特性 , 找 出 f 与 f+ 了 的 关系 ) 
(ef(z)) =e’f(x)+e’f (x), 
取 [a ,z] 上 的 积分 ,并 移 项 得 


ef(z)=ef(a)+ | ee[Cz)+ 广 (z)]dz， 
从 而 FDISSIFON + lf) + f(z) ldz. (1) 
因 f(z)+ 了 (zz) 一 0 ( 当 xz 一 +%m), 故 Ve>0,34h>0, 当 zz> 
A1 时 ,有 |f(z)+ 了 (z)1< 坟 -在 (1) 式 中 , 令 a>A,, 则 (1) 式 有 


端 中 的 第 二 项 < 二 2 < 


了 


(1) 式 成 为 1f(z)1< 等 1f(a)1+ 主 :. 


再 将 a 国定 ,zx 进一步 增 大 , 因 气 17(a)1-0 ( 当 z>+0%), 


.51 . 


3A>a>A4, 使 得 x>A 时 ， 


ep(a) < 人 
e 


即 17(z)1< 斑 + 与 =e， lim f(x)=0 获 证 . 


e-* 的 妙用 
* 例 1.3.22 设 F(z) 在 实 轴 上 有 界 , 且 连 续 可 微 ,并 满足 
|AF(z)-r(z)l 和 1(-eo<z<+oo)， 
试 证 :| F(z)1 和 1(-c<z<+oo).( 北 京师 范 大 学 ) 
证 (e “f(z)) =e “f(zx)-e “f(z), 
三 (e-'f(1))dt < 三 A e-'dt =e™, 
: (1) 
因 f(z) 有 界 ,3 M>0,|e f(z)|<e M 一 0 ( 当 x>+%), 故 
(1) 式 即 为 e | f(x)| 志 e ,所 以 | f(x)| 二 1 (~-w<r<+%). 
(mathstu 提供 ) 
* 例 1.3.23 设 玉 (0)=&, 试 证 明 


im fe) f(a) -有 (浙江 大 学 ) 


a0 
00 


证 (希望 把 极限 式 写成 导数 定义 中 的 形式 ) 
Le -fe) - 6 .f(b)~f(0)_ a A f(0) 
6 


6-a b 一 @ 


(折合 法 思想 把 要 证 的 极限 值 写成 与 此 式 相似 的 形式 ) 


b .i__4a 


k= b-—a 


k. 


两 式 相 碱 0< | 人 =f -|<|52 


十 


5 -， 
6 


a 
Ta 


£0 0) |. 
a 


b 


因 oa 一 0 ,5 一 07 ,所 以 有 8>0>a,| -2 | .| -2 | <1 
b-a b-a 


* 2 。 


又 因 了 (0)= 上 上, 故 当 a 一 0 ,8 一 0 时 右 端 极限 为 雪 . 原 极限 
获 证 . 

最 后 ,作为 方法 的 综合 应 用 ， 下 面 介 绍 一 二 个 经 常 要 用 的 重要 
结论 . . . | . 
不 例 1.3.24 设 上 一 + oo 时 .4。B, 为 无 穷 大 量 ,车 用 A, 世 
B, 表 示 
+ oo 时 ,下 列 无 穷 大 量 有 如 下 关系 :(ae>1,0<a<l,&EN) 

nn n<ln n<n <nKa Kn! Kn (nNH). 


1 
证 1 im zs =0 明显 . 因 0< 到 < 二 -0 ( 当 n>+o%). 


2* 证 lim 2470. 记 mo = [a]( 不 超过 a 的 最 大 整数 ), 则 .n> 


a a aA, 0 
mo 时 ,0< 丙 +， 7-1<10<7T TT3 mt 
a i ( 当 2 一 +oco). 
也 一 1 7 
& Hospital 法 则 -1 
3" 证 lim 二 = lim 工 一 一 一 一 一 lim kz 三 … 
-ooC z+oQ” xz>+oa ln a 
, 1 
应 用 有 次 Hospital 法 则 ,上 式 = lim =0. 
”+%oa’ (ln a) 
4° 
P 一 co 也 Hoo 72 
5° lim = lim Dz 
n—o0 n” 十 oo x" 
令 In z=y,zx=e’ 
。， Hospital 法 则 
于 是 上 式 = lim 一 一 | =0. 
一 +oe yr+oage™ 
6° lim Inn nx_ |. lninzx 


N00 ln n nn, In yy 
令 lnz=y, 则 上 式 = Jim。 = =0. 


»* 3 。 


注 本 例 结论 很 有 用 ,最 好 能 记 住 . 

极限 问题 是 数学 分 析 的 基本 问题 之 一 . 它 贯 穿着 整个 数学 分 
析 . 为 了 不 打 乱 本 书 的 体系 ,本 章 只 对 极限 的 基本 问题 进行 讨论 ， 
以 后 各 章 ,再 分 别 讨论 在 微分 学 、 积 分 学 、 级 数 和 多 元 函数 里 所 出 
现 的 极限 间 题 :除了 上 面 介 绍 的 几 种 求 极限 的 方法 之 外 ,下 两 节 将 
介绍 用 O. Stolz 公式 求 极限 和 递 推 形式 的 极限 . 


入 13 


该 类 问题 , 常 出 现在 卷首 或 卷 中 ,难度 不 大 . 如 有 困难 可 参看 前 面相 应 
例题. 


1.3.1 求 极限 lim (1- 南 )(1- 去 ) (1 二) (北京 航空 航天 大 
学 ,中 国 科技 大 学 ) 


提示 1- 证 = 任性 


用 
六 1.3.2 证 明 Vieta 公式 : 


2 /I i 三 到 
提示 利用 cos 于 = Miss =A/ 3 + 二 cos 9 及 例 1.3.2,1) 之 


结果 . 


1.3.3 ta (E+) Ca.e>0).( 东 北 师范 大 学 ) 《VY abc) 


1.3.4 求 lim (cos 三 + asin 王 ) (zs0). | he”)》 
1.3.5 求 jim V cosV Tz. | . (e7) 
.0 
1.3.6 求 lim (= + tr 
n +ntl n+nt+2 n tnt+3 . n+nt+n 
(华中 师范 大 学 ) . oo (3 


1.3.7 来 im ( 1 学) 
， - i 3 . 
“ 《— 1 
, $4 。 


六 1.3.8 设 f(z) 在 [一 1,1] 上 连续 , 求 


,YItflr)sinz-1 : . f(0) 

lm + 太一.( 华 中 师范 大 学 ) (3) 
提示 。 可 用 等 价 代 换 求 . 
六 1.3.9 设 极限 lim (al + 4s 十 … + a,) 存 在 , 试 求 
1) im 了 (ai +2a2 + + na )s 《0》 
2) lim(n! ai 、 ， ， 《0》 
提示 1) 记 S, = 避风 二 局 bo- 二 六 [Ck+ Cn —k))a,— 

(nk)a]=S, -2-1. 二 5 Ss; 
7 n k=1 

2) O(a -20 na ) te +2as + :+ na, 


1.3.10 设 4A=maxlal,a ,alias >0 (=1.2 .六 求 
im VarT af 十 二. (陕西 师范 大 学 ) 《A) 
1.3.11 求 limv1+2"sinsz.( 内 蒙古 大 学 ) 《2sin z, 当 |sin z| > 于; 


1, 当 - 考 <sin zx 去 序 ; 不 存在 , 当 sin z= -1y> 


2 
TT 2 
工 -| e' dt + 二 1 
1.3.12 求 lim 一 -一 一 .( 中 国 科 学 院 ) 《一 一》 
0 Sin 2 : : : 6 


六 1.3.13 计算 lim (十 .一 -)”(a>0,as1D).( 中 国 科学 院 ) 


-Zz 一 


《2; 当 a>1;1; 当 0<a<l》 


， XTX<0, 
1.3.14 车 f(x)=45; T=0, 
“co0s #2dt 
9 ~ ,x > 0， 
求 limf(z).( 上 海 工业 大 学 ) 1 《不 存在 》 


1.3.15 求 lim (Y Tx zx ):( 华 中 师范 大 学 ) 《地 》 


妆 1.3.16 证 明 : 当 0<&<1 时 ， 
lm[(a+1) 一 下 ]=0. 《0》 


提示 可 用 z 蔡 代 工 ,运用 Hospital 法 则 ;或 用 微分 中 值 公式 ;或 用 0 大 
n+t1) 一 <<-; 还 可 用 等 价 代 换 : :(1+n 1)* 一 1~kn 1! ,等 等 不 同方 法 . 
1.3.17 lim(2 一 z)".( 浙 江 大 学 ) 《et》 
1.3.18 已 知 lm 三 二 az 二 = 2, 求 6.( 国 防 科技 大 学 ) 。 《2,8) 


1.3.19 lm xz (WETI+Yz-1-2Yz).( 华 中 师范 大 学 ) 《- 启 ) 
提示 提 公 因子 z+ 之 后 令 y= 二 后 可 用 多 种 方法 求 . 


1.3.20 求 lim (sinv +1 一 sinVz ).( 武 汉 大 学 ) 《0》 
提示 “可 用 微分 中 值 公式 ,或 和 差 化 积 . 
克 1.3.21 设 了 是 及 上 的 可 微 函 数 ，lim_ 广 (z)= A>0, 试 证 


im) 
提示 f(z)= f(zo)+ 广 (6)(z- zo)>F(zo)+ 爷 (zzo) 一 +o， 
女 1.3.22 设 了 是 县 上 的 可 微 函 数 ，lim_ f(z)=0, 试 证 _ lim 长 2 = 0， 
sx | 二 |<| 扣 


它 固定 下 来 . 
六 1.3.23 zx,>0, lim xz, =0, 试 证 : 


1) tim (TI x )* =0; 


2) Im (0)* =. 
(南开 大 学 ) 


+ | 三 =| | re)|. 先 让 x 充分 大 ,再 将 


且 4 一 sSupzite 一 0( 当 1 请 十 o 时 )， 
六 1.3.24 对 a 之 qs 之 … 之 a,>0,pi>p2>…*>pi,pit pt +p, 
=1, 令 


1 
F(X)=(piait+ pra2 + + puar )*, 


试 先 证 明 : ， 
1) a,F(zx)<a ;2) lim F(x)= a a a 
然后 求 lim F(x). 


提示 1) 例如 将 a, (i = 1,2,…,n -1) 替 换 为 a, 可 得 左边 不 等 式 ; 
2) 先 取 对 数 ,再 用 Hospital 法 则 求 极 限 . 


再 提示 ln F(z)= LIn (5 psa ) 


Hospital 法 则 2 piar ln ai 


lim ln 下 (7) 一 一 lim 四 二 piln ai = jn ii 


0 xz0 pa i=1 i=l 
i 
n 
F(x)=e"f(" en, I ff 一 I at: ( 当 rr—0! 时 ). 
i 


Qn 


又 jn F(z)= Thn Ql + -~ ll : ) ttp (2) jm ai ( 当 
1 


Xr + 0), 


所 以 ”lim F(x)=a;, 类 似 有 lim F(x)=a， 


§1.4 0O. Stolz iz 公式 


Stolz 公式 ”可 以 说 是 数列 的 L’Hospital 法 则 . 它 对 求 数 列 的 
极限 很 有 用 .本 节 专 门 讨论 Stolz 公式 及 其 应 用 . 


一 、 数 列 的 情况 。 3 

定理 1 ( 守 型 Stolz 公式 

设 | z,1 严 格 递增 ( 即 YnEN 有 z,< zti), 且 lim zs = + oo 
3 


中 


1) im 之 二 汪汪 一 于 =- a( 有 限 数 ) ， 

则 
lim 尖 =a;( 中 国人 民 大 学 ) 

2) a 为 + oo 或 - co ,结论 仍然 成 立 . 

注 (几何 意义 ) 把 (z,,y ) 看 成 是 平面 上 的 点 M, (如 图 
1.4.1 所 示 ) ,定理 意义 是 ,假设 M, 的 横 坐 标 z, + co ,那么 当 
MH, 尽 ,的 斜率 以 有 限 数 a 为 极限 时 , 则 OMT 的 斜率 也 以 a 为 
极限 . 


My) 


2 


图 1.4.1 


证 1° 目的 在 于 证 明 : Ye>0,j]N>0, 当 n>N 时 ,有 


守 - <e， (1) 
My Yr Yl 
记 oo 二 到 Q (2) 


按 已 知 条 件 有 lima, =0, 即 Ve>0,3N>0， 
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当 wn 之 N 时 ,有 |a,1< 志 | (3) 


现在 的 目标 在 于 从 (3) 推 出 (1). 为 此 从 (2) 解 出 y, 再 代入 (1). 由 
(2) 得 ， 
y+ (a,+a)(z, 一 zx，1) (再 迭代 使 用 此 式 》) 
= -+(o 1ta)(r 1x2) t+ (a + a)(r, — Ts-1) 


=ywt(avrt+a)(znti 一 ZN) 十 十 (ay 十 Q)(Z， 一 并 1) 
= 和 +awri(zwtl 一 ANV)+T…+Ta( zz 一 1)+a(z 一 ZN)， 
两 边 同时 除 以 z, ,再 同时 减 去 a ,得 


YN 一 QZN 十 |awrillzyri — zw|+ + lo, ||z, — xz,-1 | 


[x, | 


< Dw -ary| +E 


将 4 再 进一步 增 大 , 因 z, +'oo , 故 3N, > NN, 使 得 n>N, 时 有 


Narn 


< 上 


于 是 


2° (极限 为 + % 的 情况 ) 因 已 知 lim 字 一 > = + ceo, 所 以 


lim el =0, 利 用 1 中 的 结论 只 要 证 明 y, 严 了 + co, 则 有 


no0 


en ,lim3 = + oo( 间 题 得 证 ). 因 z, 严 二, 要 证 y, 严 有 7 只 


Yr 一 
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3N>0, 当 z>N 时 ， 有 兰 一 区 二 >1， 即 


n>N 时 ,y, —y,_1>7x, -Xx-1>0. (4) 
所 以 当 n>N 时 ,y, 严 77.(4) 式 中 令 n=N+1,N+2,…, 上 , 然 
后 相 加 ,可 知 
Ye YIN> Te TN 
令 k 习 %, 知 y 悦 + %. 证 毕 . 
3" (极限 为 - oo 的 情况 ) 只 要 令 y, = - z, 即 可 转化 为 2* 中 的 
情况 . 


注 lim Yr Yr-l = co ,一 般 推 不 出 lim 之 = co .如 令 x, = 二 1， 
no Tn — Tal - n> Tn 


{ys1 = 10,2 ,0,4° ,0,6°," .这 时 虽然 lim 关 一 了 一 = oo, 但 


-1 


Ea =10,2,0,4,0,6,"… | 一 o0. 
Tn 


定理 2 (5 型 Stolz 公式 ] 
设 上 -> oo 时 一 0,z, 严 \0( 严 格 单调 下 降 趋 向 零 ). 若 
im 之 一 汪汪 =a, 则 lim 池 =a( 其 中 a 为 有 限 数 ,+ 或 一 


n>o Tn Tn-1 
注 定理 1 其 名 为 之 型 ,其 实 只 要 求 分 母 rz, 7+ oo (严格 单 
调 上 升 趋向 无 穷 大 ) ,至 于 分 子 y, 是否 趋 向 无 穷 大 ,无 关 紧要 . 定 


理 2 则 是 名 副 其 实 的 站 型 因为 定理 条 件 要 求 分 子 、 分 母 都 以 0 为 


极限 . 
Stolz 公式 ,对 于 求 序列 的 极限 十 分 有 用 , 例 1.2.1(2) ,如 果 应 


Zit x+"+ 
EE 


= lim 子 =a. 又 如 


例 1.4.1 证 明 : 


1?+2?+:…+n?_ 1 | : 
im s+ (p 为 自然 数 ). 


证 liml +2) 
a ne?! n>%o (nn + 1)?™ ™ ne 


(1+n)7 


1 
= lim (pTHI)D mr 
人 (TD + 和 让 Buntit.tl P+! 
Stolz 公式 ,必要 时 可 以 重复 使 用 . 


> k=0 _ n(n—1)……(n—k+1) 
例 1.4.2 设 S, = 一 (其 中 G = ). 
求 lim S,. 
解 因 ”+oo, 应 用 Stolz 公式 
n+1 失 
Sn Ce -nc 
k=0 k=0 
1 
Ce n+l ~ n+1 
1 2 T+ 
a ntl 1 
nt+1 
(n+ lln(n+1)- Snk 
= lim 37 二 一 一 (再 次 使 用 Stolz 公式 ) 
lim (2 + 1)In (n+1)— ninn~—ln (n+1) 
no (2n+1)- (2n 一 于 人 
ln (于 +) 
. n -_1 
二 2 一 


有 时 间 题 经 过 处 理 之 后 , 方 能 应 用 Stolz 公式 . 
例 1.4.3 设 limn(A, -4。:)=0. 试 证 :极限 
lm 全 二 人 zt 十 4 存在 时 ， 


noo n 
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4+A4T+T 二 AQA。 
lim A, = lm 一- 一 一 一 一 一 . 


有 -下 oo 天- 00 n 
0 十 ,十 
证 因 A,= (A 全 全 + 全 ,只 须 证 明 
第 一 项 趋 于 零 . 为 了 利用 lim (4， 一 A,- 1)=0, 特 令 ai = Al,a;, 
=A,— A,,…,a, = A, ~ A,-1,™ `, 则 知 lim na =0, 且 
A,=(4-A +(A -AN)+…+( 4 -AI)+A， 


二 Q 十 Qnr-l 二 十 Q1 


toto) tt (arte)) 
: n 检 : 


=* (应 用 Stolz 公式 ) 


解 先 到 对 数 ,再 求 极限 


2 1, 2 1 2"71 
be 


In 


， 1 
jn 之 。 = 元 rn 7 + 


2 27 1 
一 7 i (m2 “+2" “ln ). 


BT 2°—1 
应 用 Stolz 公式 ， | 
28- 1 


2" In 地 一 
limin 2 Xz, = le limln 1 
2 二 
2 
= ln 于 
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故 原 式 = limz, =- 方 ， 


※ 二 、 范 数 极限 的 情况 
Stolz 公式 可 以 推广 到 函数 极限 的 情况 : “2 
定理 ( 呈 型 车 T>0 为 常数 ， 

1) g(x + T)>g(zx), Vz>a; 

2) g(z)>+ oo( 当 z+ co 时 ), 且 f,g 在 La,+%) 内 闭 有 


界 ( 即 指 :V5>a,f,g 在 [a,5] 上 有 界 ); 


f(rz+T)- f(r) ,i 
3) lm ger rT gt) 


则 lim 1 节 =1，( 其 中 /为 有 限 数 ,或 + oo, 或 ~"). 


证 1 (1 为 有 限 数 ) 要 证 明 lim 人 3 一, 即 票证 明 V e>0， 
34>0, 当 z>A 时 ,有 


A _] 


<e. | | (1) 


按 已 知 条 件 g(z) 一 + oo ,及 lim 人 2) 二 从 =1 知 ,Ve> 
lm gt 7) gz) 


0,34>0, 当 z>A 时 ,有 g(z)>0， 


fet f(s)- 中 < (2) 
至 此 ,我 们 若 能 证 明 YVe>0,3N>0, 当 和 > N 时 , 对 任意 ze 所 
[4， 4+T], 恒 有 ， 
| A) |<, (3) 
则 (了 ) 趟 获 证 .事实 上 ,Y y>A+NT, 总 3n>N 及 rzE[A,A+ 
T] ,使 得 
y=xX+nT. 
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从 而 由 (3) 式 知 Vy>A+NT 有 


fly) 
gy) 1 <。 


这 表明 (1) 式 成 立 . 
剩 下 的 问题 在 于 从 (2) 式 推 证 (3) 式 .我 们 采用 本 节 定 理工 类 
似 的 方法 . 


记 2 =x+nT)- f(x+(n- DT)_,) (4) 
" g(rtnT)- g(rz+(n-1)T) 


则 


f(r+nT) 
=f(z+(n-1)T)+[g(z+nT) 
-g(xz+(n-1)T)j(a, + 1) (反复 使 用 此 式 ) 
=f/(z+(n-2)T)+[g(z+(n-1)T) 
-g(rz+(n-2)T)](a,.1+1) 
+[e(rz+nT)-g(x+(n-1)T)](a,+1) 


f(r+T)+[lg(zr+2T)- g(x+T)]l(a,—1) 
t+[g(z+3T)- g(xz+2T)](as+l)+.…+[g(z+ nT) 
-g(x+(n-1)T)](a, +7) 
=f(rt+T)+alge(xz+2T)- g(xz+ TT)]l+.… 
ta[g(xz+nT)- g(xz+(n~-1)T)] 
+ilg(z+nT)- g(x+ TT)], 
再 除 以 g(x + nT) , 减 去 1, 得 


f(x+nT) _ f(rz+T)~lg(x+T) . 1 
g(r+nT) 1|<| g(r+nT) + g(r+nT) 


x {lailg(z+2T)- g(rz+ TT)| + 
+|allg(xz+nT)- g(xz+(n-1)T)I|. 
.由 (2) 式 知 |a1 < 了 (k=1,2,…,n), 注 意 定理 条 件 1)， 
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+ T)-lig(z+T) 
g(x+nT) 
elg(zrt+nT)-— g(xz+T) 

g(xzt+nT 
f(z+T)-l(z+T)| ee 
4 ~ g(rz+nT + | 
按 条 件 , f(z + TT) -lig(z+ 丁 ) 在 [A,A+ 人 本 上 有 界 , 即 3 M>0， 
使 得 | F(z+T)-Mg(z+T)| 委 M. 于 是 


ee 


M E 
但 g(z) 一 +oco( 当 zz 一 +oce 时 ), 故 3N>0, 当 2> 六 时 有 


MI/lg(z+ naT)1< 三 . 


、 flzt+nT) _ Eee 
Wg grraT) I< 21 


2° 因 lim g(z) = + oo ， lim Hzt TI) f(r) - + oo0; 故 
z+ ”+og(T+T)- g(r 


VM>0,3A>a, 当 z>A 时 ,g(xz)>0，, 
f(rz+T)- f(z) 
g(r+ T)-g(zx) 


f(xz+nT)- f(r+(n -1)T) 
从 而 VnEN, 有 = zrnT) -gtr -I 7 > M: 
由 此 


>2M. 


f(z+nT)>f(rt(n-1)T)+2M[g(x+ nT) 
-g(rz+(n 一 1)T)] (反复 使 用 此 式 ) 
‘>f(rt+(n-2)T)+2MIg(z+(n—-1)T) 
-g(rz+(n-2)T)]+2M[g(x+nT) 
-g(rt+(n—-1)T)] 
>... 
>f(rz)+2MIlg(z+T)- g(rz)] + 
+2Mlg(x+nT)- g(x+(n~1)T)] 
.65. 


=f(r)+2M[g(xr + nT)- g(x)]. 
两 边 同时 除 以 g(x + nT)， 


f(x+nT) f(x) -2Mg(z) 
g(r+nT T>2M+ g(xz+nT 


注意 到 Fr(z)-2Mg(z) 在 [4A,4+T] 上 有 界 ,而 g(z+7?zT)- 一 


+ oo ,所 以 3N>0,nN 时 ,用 Z) 二 2ME(Z) 


g(x+nT) > 一 M， 
于 是 


f(z+nT) 
grraT) >2M- M=M. 
因 Vy>A+NT,， 3n 之 N 及 zrELA,A+ 人 丁 ], 使 得 
y= XxX+nT. 


f(y) _ f(rt+nT) 
故 LT 


此 即 表明 lim f= + oo . 
3” 1 = - oo 的 情况 ,可 考虑 - F(z) 化 为 2 的 情况 . 
对 站 型 的 stolz 公式 ,有 类 似 的 推广 . 


定理 2 (5 型) 设 工 >0, 且 
1) 0<g(Cz+T)<g(z) (Vz>a); 
2) lim f(x)= lim g(x)=0; 

3) lim f(x+T)- f(r) _ 
~ grt iT) g(x) 
则 iim 友 2= (其 中 /= 有 限 数 ,或 + oo ;或 - oo)， 


有 些 问 题 , 用 上 述 定理 可 变 得 十 分 容易 .如 . 
x* 例 1.4.5 (Cauchy 定理 ) 车 上 在 (c, + co) 内 有 定义 , 且 
内 闭 有 界 ( 即 Vfosp]jC(a,+co), 太 在 [c,86] 上 有 界 ) , 则 


D im A = lm [f(zt+1) -fr)]; : 


{. 
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2) lim [f(a)]= lim LR (f(z)>e>0), 


当 右 边 极限 存在 时 成 立 . 
x 例 1.4.6 设 f 在 [a,+%) 上 定义 ,内 闭 有 界 ， 


im 人 +1 一 f(x) (= 有 限 数 ,+oo, -oo), 则 
并 


一 + oo 


. f(z)_ 1/ 
i FT 
、 f(z) f(z+1)- f(z) 
MT nr 


f(xz+1)- f(x) 
nti)n er 
2 -一 


+1 
f(z+1)- f(x) 
lim 工 - 
r+ (nt+l)n1 .1 
(ntDt Ta tt 


二 
(为 + ce,-co 也 成 立 . ) 
fi 
六 1.4.1 求 lim z, ,其 中 
) 设 z= 加， 《1》 
2 设 二 = 六 《0》. 


提示 。” 取 对 数 后 再 用 Stolz 公式 
妆 1.4.2 求 lm1+Y2493++w ( 夫 中 师范 大 学 (1) 
1.4.3 已 知 数列 1x, | 满足 条 件 
lim (x, ~ x,-2) =0, 证 明 ; lm 0. (四 川 大 学 ， 国防 科技 大 学 ) 
. 67 . 


去 1.4.4 设 lim >。 = a. 


Xi1 十 272 + + nr, 


a 
1) 车 a 为 有 限 数 , 证 明 : lim 
1 十 272 十 “十 nx, 


2) 车 a 为 + % ,证 明 : D+”. (南京 大 学 ) 
灾 1.4.5 证 明 : 若 数列 |a. | 收敛 于 a, 目 lim 3》) ps = + ,pi 之 0(k= 
”1 
2,…), 则 


>) Prax 
lim 和 


nm 


= a.( 东 北 师范 大 学 ) 


pr 


*1.4.6 已 知 lim 2 a 存在 ,1p, | 为 单调 增加 的 正 数列 , 且 lim p, = 
+ 00, pari tp (2=1,2,…), 求 证 : 


lim 210+ Pra2 + “+ pra 
nm p» 


-二 0.( 北 京师 范 大 学 ) 


1 n—1 
了 >， Praxr = >) Pi(Si— Si-1)+ piS: = >) Si (Pi — Pr) + S,p, 
i=1 k=2 2 
nl 
2) Si (pe - pi) 
再 次 提示 lim 和? = lim(— S,-_1) 


no p, mr oo 


*1.4.7 若 0<1<l,a,>0, 且 lim ao, = 4, 试 证 lim (a, + Xa, 1 + 
A arate +t Aa) = Te 
提 


缠 


令 a=a+aw ,再 用 二 型 Stolz 公式 . 


再 次 提示 lim > ， Xa ,= lim > a" io, 
0 no 和 
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*1,4.8 求 极限 


入 十 2 二 二 1 
D lm (FF7) 

1+2:++tn 1 
2 (一 1) ‘5? 


提示 2) 通 分 之 后 再 用 Stolz 公式 . 


六 81.5 递 推 形 式 的 极限 


有 些 数列 ,常常 是 利用 递 推 的 形式 给 出 的 .如 何 计算 这 类 数列 


”的 极限 ,是 本 节 的 中 心间 题 . 


此 类 问题 在 考研 中 比较 常见 ,应 多 加 注意 . 
次 一 、 利用 存在 性 求 极限 


要 点 ”假若 用 某 种 方法 证 明了 递 推 数列 的 极限 存在 , 则 在 递 
推 公式 里 取 极 限 , 便 可 得 极限 值 A 应 满足 的 方程 . 解 此 方程 ,可 求 
极限 值 A. 
证 明 数 列 的 极限 存在 , 常 采用 两 种 方法 : 
1) 利用 单调 有 界 原理 . 
车 xz, 有 上 界 , 或 zx, 尺 有 下 界 , 则 {x, 1 收敛 . 
判断 单调 性 ,通常 方法 是 : 
之 0, 则 z, 了 了 ， 
0, 则 z Ni 
之 1, 则 z, 
和 1 , 则 zw， 
(3) 若 zi= f(z,), 了 (zx) 之 0, 则 
当 zi 魏 zz 时 ,xz Ai 
当 zi 过 zz 时 ,zz NN. 
(这 是 根据 zu 一 zx, = f(x) 一 (x)=f (8) (zr, 一 
.69. 


(1) VnE€EN:zx,,i -a 


(2) | 


Tn 


ZX,-1) 利 用 数学 归纳 法 得 到 的 ) 此 外 数学 归纳 法 以 及 常用 的 不 等 式 
都 是 证 明 单调 有 界 的 重要 工具 . 
2) 利用 “压缩 映像 ”原理 
定理 1 对 于 任 一 数列 1x, | 而 言 , 若 存 在 常数 r ,使 得 Vn E€ 
N, 恒 有 
EE |z,- 一 了 -1|， 0<r<1， (A) 
则 数列 jz, 1 收敛 . 
2 特别 , 若 数 列 {x, | 利用 递 推 公 式 给 出 : 
:1 三 f(z) (nn 一 1,2,…), 其 中 了 为 某 一 可 微 函 数 , 且 了 jr 
ER, 使 得 
If (xz)l<r<1 (VzrER), (B) 
则 {zx 1 收 合 .( 华 中 理工 大 学 ,东北 师范 大 学 等 ) 


为 十 办 n+p 
证 此 时 [zs -zl 和 > 1a -zl 志 >») + |zi— xo 
k=n+1 k=nt+1 


i a r 
= < zl. 


应 用 Cauchy 准则 , 知 |z 收敛. 或 利用 DD Alembert 判别 法 可 知 
级 数 忆 (zx, - x,_ 1) 绝 对 收敛 ,从 而 序列 - 


= > (ze 一 Ti)+ZI (n=1,2,.…) 
收敛 . - . 
2" 车 (B) 式 成 立 , 利 用 微分 中 值 定理 : 
[zr zl= 1 f(x) f(x,.1)| 
=|f (Cr, — x-1)| 
Eriz, ~ x1|, n=2,3,. 
即 此 时 (A) 式 亦 成 立 , 故 由 1° 知 |x, | 收敛. 
注 若 (B) 式 只 在 某 区 间 I 上 成 立 ， 则 必须 验证 ， iz, | 是 否 保 
持 在 区 间 工 中 (如 例 1.5.6). 
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家 例 1.$.1 证 明 数列 zo =1,z,11=V2zx,,n=0,1,2,… 有 
极限 ,并 求 其 值 . (中 国 科技 大 学 ,华中 师范 大 学 ) 

证 IT 1 显然 1 zu<2; 若 1<x <2 则 1<z ,=V35< 
V2.2=2. 故 一 切 EN, 有 1 委 z,<2. 


o Tatrl _V2zr 2 2 _ 
2 因 Try zx, Nz >v/ 于 = 1, 故 2 : 
3° 利用 单调 有 界 原理 , 知 |z,| 收 敛 . 记 A = lim z, ,在 Tatl = 


V2zx, 中 取 极 限 得 A=V2A,A=0 或 2. 
4 因 0<z, 才 ,所 以 A =0 不合 题 意 .极限 lim zx， =2. 


证 下 Z)=V2zr(Zz>0)， Z) = 一 -一 ， 鹏 
记 /(z)=V2z(z>0), 有 (2z)= 汪 >0, 训 


f(z) 儿 ,从 而 由 zx, > zi 可 推出 zy= f(x,)>f(r,1)= x,. 
今 有 zi =V2> zu=1, 故 ZI<2< zi<…，z HA. 其 余 同 证 工 . 
证 下 (利用 压缩 映像 ), 如 证 I 已 有 1<<x,<2, 对 fx)= 
V2z, 有 四 
< 
即 (B) 式 成 立 满 足 压缩 映像 条 件 , 故 |z, | 收敛 ,其 余 同 证 工 . 


证 zx,=V2z i= 2 Vr, =N 2 2 VD 


“=2! 志 2 ( 当 woo).( 写 出 通 项 求 极限 ) 
交 例 1.5.2 设 ">0, 取 zi > a, 用 递 推 公式 


来 确定 xz， ,3 ; 斌 证 : lim zx, = cz (其 中 p 尖 2 为 正 整数 ). ( 北 
7 


京师 范 大 学 ,武汉 大 学 ) 
提示 利用 “算术 平均 值 之 几何 平均 值 ”: 


一 十 ~p+l “ 
z= La "> 如 .考查 zx,,1 x, 易 证 z, Na. 


以 上 的 作法 是 : 先 证 明 zx,,, = f(x, ) 所 给 数列 单调 有 界 ,然后 
取 极 限 ,指明 极限 是 方程 z = f(z) 的 根 .下 例 将 看 到 : 先 求 出 方程 
式 z= f(x) 的 根 反而 有 利于 单调 有 界 的 证 明 . 

交 例 1.5.3 (不 动 点 方法 ) 已 知 数列 |z,| 在 区 间 上 由 

=f(z,) (n=1,2,…) 给 出 ,f 是 I 上 连续 增 函 数 ， 车 f 在 I 
第 不 动态 ( 即 =f 了 f(z’)). ” 
满足 C21 fz) (z1 -2° )>0, (x ) 
则 此 时 数列 |z,} 必 收敛 , 且 极 限 A 满足 4 = f(A). 车 (* ) 式 “ 涯 
改 为 "> ”对 任意 zx;E 工 成 立 , 则 意味 着 zx" 是 唯一 不 动 点 ,并 且 
A=xr'". 

特别 , 若 /可 导 , 且 0< 扩 (xz)<1 ( 当 xE7), 则 / 严 增 , 且 不 
等 式 (* )(“ 之 "可 改 为 “>”) 会 自动 满足 (Y xz, E71). 这 时 f 的 不 
动 点 存在 必 唯 一 ,从 而 A = z* . 

证 (分 三 种 情况 进行 讨论 ) 

1 车 zi1>x”, 则 Xi 三 (Xi) 之 f(x" )=xz" ,一 般 地 ,车 已 证 
到 z, 之 z' , 则 zi= f(z,) 之 f(z')= xz' ,根据 数学 归纳 法 ,这 
就 证 明了 ,一切 n:z, 之 z' ( 即 z* 是 z, 之 下 界 ). 

另 一 方面 ,由 ( x ) 式 条 件 ,已 有 x, = f(z) 和 xi, 由 /7 知 xz， 
= f(zx2) 志 f(z1) = za 一 般 地 若 已 证 到 zz .由 7 知 
Znx1= FUz) 委 FFCz。i)= z. 这 就 证 明了 zu 以 .再 由 单调 有 界 原 
理 , 知 {zx, | 收敛 . 

在 z,,1= f(z,) 里 取 极 限 , 因 f(x) 连续, 可 知 |zx, | 的 极限 A 
适合 方程 A= f(A). 

2 ”zi<z 的 情况 ,类 似 可 证 . 
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3" 若 zi =z, 则 一 切 zy 三 ”结论 自明 . 

最 后 ,假若 0< rz)<1(VzET), 由 压缩 映像 原理 可 知 
{zx, | 收敛 .事实 上 ,这 时 也 不 难 验 证 (x ) 条 件 成 立 . 如 :对 函数 
F(x) 圭 z 一 f(z) 应 用 微分 中 值 定理 (注意 到 F(z")=0,F (zx) 
>0), 知 3& 在 x’ 与 xz 之 间 , 使 得 
rz-f(r)=F(rx)= F(z )+F(é)(r-zr’)=F(E)(r-z’), 
可 见 (zx- F(z))(z 一 )>0. 

即 条 件 ( x ) 严 格 成 立 ， 故 lim z。 = . 


练习 及 。 >0,c = )(。>1 为 常数 )， 求 lim z,. 


(云南 大 学 ,南京 航空 航天 大 学 ,武汉 大 学 ,华中 师范 大 学 等 ) 
解 I (用 单调 有 界 原 理 ) 1° 车 x, =Vc, 则 xr, =Vc(VnEe 


N), lim z, =Vc. 
2 着 zi >V5, 因 /z) 二 全 车 熙 =-c 和 全 严 刀 故 Yan 
EN:z, SVcr, si = ) - f(x)>fWe)=Ye, . 


因而 由 z, >Vc 可 推 知 一 切 x, >VE. 


= 1 收敛 . 
又 因 zi ~ z= 


同 理 可 证 ,0< z; <Vz 时 ， 一 切 z， <Vc ,zi 严 刀 .总 之 |z ,| 单 


调 有 界 ,极限 存在 ,在 xz, = 人 汪 中 取 极 限 ， 可 得 lim z, = 


Vc. 


解 I (用 压缩 映像 ) 因 xz, >0, 且 xz>0 时 ,f(x)= 


(1+ zx) (c—-1) 
[2]. = 信和 这 >0, 又 由 c>1 知 
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_cle-1)oc(c-D)_ 工 
0<f (7 . 1 sr<1(Vz>0), 


故 zt = f(x ) 为 压缩 映像 , | z。 i 收敛 ,同上 lim z。 =Vc . 
解 下 (利用 不 动 点 ) 显 然 一 切 zx, >0, 令 


f(z) 三 全 过 22 = z, 知 不 动 点 z” =V5. 而 fA 且 |x- 


+8) (4 -VE) -= Stee Ye) Ez 


C 十 C 十 你 cir 


vc) >0, 
表明 (* ) 条 件 严 格 成 立 ,根据 不 动 点 方法 原理 lim x， =Vc . 

注 1 递 推 函数 了, 保证 了 xz, 位 于 不 动 点 x“ 的 同一 侧 
(如 :z <z>z =f(r <f(r,)= zx, ). 

再 加 上 条 件 (* ):(z- rz))(z-z)>0(YVYzET), 意 味 
着 zx, 癌 x' 步 步 人 靠近 (如 ;车 zx" < 之 x,, 则 zx,> f(z,)= zr1i1; 叉 如 
上 述 ,f7,z' <z>z <zl 帮 有 z <rzi<z ,YnEN). 

2 例 1.5.3( 不 动 点 方法 ) 对 部 分 难题 相当 有 效 , 请 参看 本 
节 末 的 习题 . . 

x* 例 1.5.4 设 zi-1,z= 天 ,zi , 求 Imzv 


分 析 ”假设 极限 存在 , 值 为 A. 则 
1 
1 二 入 
A lty5_ |0.618…, 
2 一 1.618…. 
因 zx, >0 ,负数 不 合 题 意 , 故 A =0.618…. 
我 们 来 研究 z, 的 分 布 情况 . 


“1 1 
I 一 一 -一 -一 一 一 -一 一 一 
若 z<A, 则 1 If 交 >T A, 


A= ,A*+A~-1=0, 
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1 1 
若 z>4, 则 ziIfz<TTAA， 


即 xz, 在 A 的 左右 来 回 跳动 .而 x1 =1>0.618…, 故 知 
. it3y25 2 六， 


(1) 


TTa Te Tn <A. 
车 和 xz, | 收敛 于 A, 则 |zx2,1, | xz.1i1 亦 然 .因此 我 们 猜想 ;是 否 
{zz,l 在 A 左 端 了 7A,|zx,ti| 在 A 右 端 sA? 为 此 我 们 来 考查 
Tn+2 一 并 ,的 符号 


1 
Ta+r2 一 wa 二 Te 二 一 Zn 
1+ Zt+l 1 
1+T+z 
1 一 一 2 
= 一 二， (2) 
—14V5 |10.618… ， 
而 1-z-z =0 的 两 根 为 z= = -1.618…， 
故 1-z=- 关 =(1.618…+z)(0.618… - z).(2) 式 变 为 
_ (1.618%+zx,)(0.618…— zx,) 
Tr TF 
从 ( 若 zx, <0.618…= A)， 3 
<0 (车 xz, >0.618…=A). (3) 


式 (1),(3) 表 明 , 和 zx,| 7 以 A 为 上 界 . |x2,411 发 以 A 为 下 界 . 因 
此 二 子 列 收敛 . 记 lim ra = a, lim zz,14 = ,在 式 zo, = 


1+ x2n-i 


加 时 1 pa 
及 Tant+1 一 IT 二 万 -里 取 极 限 得 


_ 1 
<“ I+8’ 
-1 
BoTra 


由 此 解 得 a = p= A=0.618…. 既 然 |z,,1 与 |z,.,, | 有 相同 极限 ， 
。 7 。 


由 例 1.2.13 知 lim r， =A4=0.618…. 


1+ 
= f(f(z))= FF 


解 (利用 导数 ) 设 f(z)= 


F(z)=(f(/(z))) = fe 1 >0,7411 = Fz) 


Tant+3 TX2nt+l = FF (€)(xr2,11 一 Zan_1)(E 在 XT2n-1 与 Zan+1 之 
间 ). 此 式 表明 (zanrs 一 Zantl) 与 (zan+l 一 zol1) 同 号 (> = 1， 


2,…). 又 因 zy= F(x) = 子 <zi =1. 因 此 递 推 知 {x,,.1 ,又 


明显 有 下 界 0, 故 1x,+1|1 收 合 . 

同 理 可 知 | x2, 1 ,明显 有 上 界 1, 故 | zz, | 也 收 合 . | za 上 
1z2641 都 收 化 , 故 1x,1 收 化 ( 例 1.2.13). 在 递 推 里 取 极 限 , 得 极 
限 


A 一 于 元 ' A 一 0.618… (负数 不 合 题 意 ). 


小 结 ”至 此 我 们 实际 已 得 如 下 结论 : 

(不 动 点 方法 之 二 ) 设 数列 | xz, | 由 zi = f(x) 给 出 , 递 推 下 
去 取 值 范围 不 超过 IT, f(z) 在 1 上 (x)<0(f 严 入 ), 若 /有 不 
动 点 xz", 则 1zx2,|、| zzsri1 分 别 在 zx 之 两 侧 . 这 时 F(x)= 
f(f(z)) 是 它们 的 递 推 函 数 , 且 F(x)= (f(x)):(zx)>0 
(F(z) 严 及). 因此 ,我 们 可 按 例 1.5.3 的 不 动 点 方法 对 |x,, |、 
izzwr11 分 别 进行 处 理 . 

以 上 我 们 讨论 了 已 知 递 推 公式 ,证明 它 收敛 .现在 来 看 一 个 反 
问题 . 

例 1.5.5 已 知 数列 | wx 1 由 关系 ul =5， 

Uni = us + (1~-2a)u, +a’(n>1) (1) 

给 出 ， 间 当 上 且 仅 当 a， b 是 什么 数 时 ,数列 | zx, 上 收敛 ? 其 极限 等 于 
什么 ? 

分 析 我 们 首先 考查 : 若 1u 1 收 合 ,a ,6 应 满足 什么 条 件 .从 
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(1) 式 知 ,车 limu, = A, 则 
A=A?+(1-24a)A+a’, 从 而 A=a. 

又 按 (1) 式 Uti = Unt (u, ~ a) >u, (2 之 1)， 

因此 {fu,17A. 故 一 切 wu, 志 A=a. 

从 而 ul +(1-2a)wu, +a’ ~ a0, | 《2) 

但 (2) 式 左 端 的 二 次 三 项 式 z*?+ (1-2a)x+a? 一 a 的 二 根 为 

(a 一 1) 与 a,x 的 系数 >0, 故 (2) 当 且 仅 当 


us ELa—-1,a] (3) 
时 成 立 . ui = 5, 这 样 我 们 得 知 要 极限 存在 必须 
a —- 16a. (4) 


反之 ,假如 (4) 式 成 立 , 按 二 次 三 项 式 的 性 质 应 有 
us=ui+(1-2a)uta’€E[la-1,a]. 
如 此 递 推 ,用 数学 归纳 法 ,可 得 
a -1 人 wa. 
tv,j 有 上 界 . 故 由 (1) 式 取 极限 ， 可 得 lim vs=a. 
下 面 着 重 讨论 压缩 映像 的 应 用 . 
去 例 1.5.6 . 证明: 车 f(x) 在 区 间 I 三 [a 一 r+,at+ ,] 上 可 
微 ， 
|f (zr)|<a<18|f(a) -al<(1 -a)r. (1) 
任 取 xo EI, 令 z= 了 (zo), z= fr), ,z= rz ii)， 则 
limzx, = x" ,2 为 方程 z= f(z) 的 根 ( 即 z "为 了 的 不 动 点 ). 
证 已 知 zoET. 今 设 ,ET, 则 
[zo ~ al=|f(z,)- f(a)+ f(a)-al 
. <IfF (Oz, -+1/(o) -al (4 仿生。 之 
- 间 ) 多 < 全 
[由 (1)] <art (lor=r, 
即 zeET. 这 就 证 明了 :一 切 zx,E 了 ,入 


马 


应 用 微分 中 值 定理 ,了 3 在 zx, ,zi 之 间 ( 从 而 E 7): 
[x — xl= f(x) fz, 1)|= |f (8) (xr, — x,-i)| 
alzr, -zl (0<a<1). 
这 表明 zx, = f(x,_1) 是 压缩 映像 ,所 以 ix,| 收 全 . 因 f 连续 ,在 xz， 
= f(z,-1) 里 取 极 限 知 {x, 1 的 极限 为 xz = 了 f(x) 的 根 . 
例 1.5.7 设 数 列 |p,1 ,1g, 1 满足 
pari=p, +2q9,,9r1 = ps tq pi1= qi=1. 


求 lm 鱼 . 
no, 
提示 记 。w = 区, 风 


| ea -a | <# le -oo il， 


压缩 映像 条 件 |z,y- z,[ 委 r|z,- zil, 其 中 常数 r 要求 
满足 0< r<1. 不 满足 就 不 能 用 .如 下 例 就 很 容易 发 生 错误 . 
例 1.5.8 设 f(z) 映 [a,b] 为 自身 , 且 
[f(x)- fly) Ir- yl. (1) 
任 取 ziE[a,p], 令 


zi= 计 [zs+ fz)]. (2) 
求证 数列 有 极限 xz" , z* 满足 方程 /(x* ) = zx" . (北京 航空 航天 
大 学 ,西北 师范 大 学 ) | 

证 (1) 式 表明 f(z) 连续 .只 要 证 明了 | z, | 单调 , x, € [4a， 
56] (n=1,2,…), 自 然 [z,| 有 极限 ,在 (2) 式 中 取 极 限 , 便 知 | z, | 
的 极限 z' 满 足 f(x )=z*. 

因为 A(z) 映 [a ,5] 为 自身 ,所 以 当 r,E[a,b] 时 ,由 式 (2) 知 
zuorE[a,b] 亦 然 .既然 zx,E [a,651, 故 一 切 n, 恒 有 x,€[a,b]. 


” 剩 下 只 需 证 明 单调 性 .事实 上 ,车 zy<<f(z), 则 zs = 才 [zi+ 
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f(x) J 2 ,而 任 一 2 ,车 Zz,-!1 夺 xX; 时 , 便 有 
fz -FFz) 委 | (x,) fx,) | |r -z= ~ Tt. 
将 带 负 号 的 项 移 到 不 等 式 的 另 一 端 ,然后 同 除 以 2, 即 得 


2 = 于 [z。 + f(z 1)]SF[z + f(z)]= Tar 


故 zx, 用 . 同 理 苦 zl 宇 f(zi) 时 ,可 证 x. 

注 由 (1)、(2) 式 可 得 

EE (3) 

此 式 很 像 压缩 映像 的 条 件 | zl -zx, | 三 7 | zx - zx,-11, 但 实际 不 
是 ,因为 (3) 式 相当 于 r=1, 不 是 0<r<1. 

如 果 用 压缩 映像 做 ,是 极 大 的 错误 . 因 本 题目 的 就 主要 考查 这 
一 点 .此 外 本 例 还 说 明 压 缩 映像 条 件 是 充分 的 不 是 必要 的 .虽然 压 
缩 映 像 原 理 不 能 用 ,但 极限 依然 存在 . 

附注 ”该 题 的 几何 意义 ,可 用 图 1.5.1 表示 . 


二 、 写 出 通 项 求 极限 
要 点 对 递 推 序列 ,有 时 可 以 通过 递 推 关系 写 出 数列 的 通 项 


表达 式 ,从 而 可 以 应 用 前 几 节 的 方法 求 极限 . 

认 例 1.5.9 设 zo =0, zi 二 1 tri = 于 下, 求 lim zx. 
(浙江 大 学 ) 

注 虽然 可 以 证 明 此 数列 是 压缩 的 , {xz, | 收敛 ,但 在 递 推 公 


式 里 取 极 限 , 无 法 求 出 极限 值 .但 每 项 是 前 两 项 的 算术 平均 值 , 因 


此 从 图 1.5.2 可 以 看 出 :zi =1,x2=1- 到 ,zs=1- 于 + 卫 ,zi= 


1 一 却 + 于 一 呈 ,…: 很 容易 写 出 r, 的 表达 式 . 


Xo X2 X4 X3 Xl 
6 二 生计 一 5 
2 8 4 
图 1.5.2 
十 一 
解 Zari — a = 和 7 D 
反复 应 用 此 结果 ， 
1 3 本 
Xn+1 一 六 = (二 (z -zx0) = 2 (n=1,2,.…) 
于 是 


Tnt1 = (Kar 一 了 ) 十 (并 一 ri) 十 十 (Zi — x0)+ xo 


1- _1 n+1 
-3 ( 当 n> 0). 


例 1.5.10 设 al? ,a ,al 为 三 角形 各 边 的 长 , 令 


(4) (££-1) (Rk-1 
al =(al + as ’)， 
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名 = 于 (oa 人 e+)， 0 


1 -1) (4-1) 
ai = 地 (ai 十 aa ) ， 


0) 十 ac at 


( 
证 明 : lim ai d= 


全 一 43 (;=1,2,3).( 南 京 大 学 ) 
证 [分别 求 a 由 (i=1,2,3) 的 表达 式 ] 由 式 (1) 知 
a +ald+al = CO D 十 ea 7 Drag $7 1) 一 


9 0 
=aV ta +as® 


(有 (act-D+att-D1) 


al 一 也 
ee 
,1 -2 
= 士 CQ1 。 

(0) 
i ll L a 
由 此 of tt tt 机 
4 _ (0) 
_ 4 Qi 1 
= TT + 本 (当天 oo ) 
到 


同 理 449 一 言 ia99 一 也 〈 当 一 oo ). 
所 以 a= 了 (a89 +a99) 一 千 ( 当 ho%0)， 
同 理 a (ho). 


(0) (0) (0) 
故 lim a = = 十 az +as 
开 - 人 十 oo 3 3 


道 项 并 不 总 是 轻而易举 地 能 写 出 来 ,有 时 需要 引入 适当 的 
参量 . 
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湾 例 1.5.11 设 上 >0,!>0,ai,a: 为 已 知 常数 ,ai + a2 太 0， 


数列 1a, | 由 关系 
Qn+1 = ka, + la,_! (1) 


给 出 , 试 求 lm 二 一. 
解 (首先 我 们 先 看 看 ,假若 Jim ;存在 ,其 值 应 为 什么 ?) 


在 递 推 公式 (1) 中 , 除 以 ,1 ,得 
kt (2) 

设 | .2 | 收敛 , 记 X = lim -< , 则 由 (2) 得 

X=kX+1, (3) 


k+vVk: +4le 
PY 
Xi 二 、 显然 
妃 十 4 记 


<1. 


2 


天 一 
(至 此 证 明了 :车 所 求 的 极限 存在 , 则 极限 值 必 为 a 或 8. 为 了 证 实 
该 极限 存在 ,自然 希望 把 -< 表 成 。,8 的 函数 ,为 此 我 们 把 递 推 公 


式 里 的 上 ,1 变换 成 ,8) 利 用 韦 达 定理 ,由 (3) 
k=at+B,l= — ap. 


代入 递 推 公 式 (1) 得 
(n=2,3,.), 


Cun+l aa, = pla, aa 1)， 


Qn+l -Pa, 二 at(a， — Ba,-1) 
反复 使 用 此 式 ,得 
(n=2,3,."). (4) 


Qari ~ aas = ! (as -aal)， 


anti- pas =a" (as— Bal) 


.82， 


可 见 :1" 车 a; = io , 则 二 所 = 王 有 


Q, 


故 和 | 收敛， 


aVR 十 47 
lim = 有 。 


> Ca-1 2 

2° 车 as Ba1, 则 由 (4) 可 得 

a (as Bal)-P (a aal) 
a~—B “ 


Untl 


从 而 可 写 出 字 全 的 表达 式 ;: 
Qn "(a2 Pa) PB' (as ~ aa1) 


a a (a;— Bai)-P (a,— aal) 
(全 2 人 (人 全) 
全 (各 


注意 | 各 | >1m 充分 大 时 ,| 各 | 


a Q2™ Qul 


B a2 -Bai 

上 式 >a= 人 V4 ( 当 一 oo 时 ). 解 毕 . 

为 了 写 出 通 项 ,有 时 可 联系 对 偶 的 问题 来 考虑 (这 也 是 数学 中 
常用 的 思想 方法 ). 如 : | 

※ 例 1.5.12 设 [zj] 表 示 不 超过 x 的 最 大 整数 ,记号 | zi 二 
Zz-[z] 表 示 - 的 小 数 部 分 , 试 求 lim 1(2+Y3)"|.( 国 外 赛 题 ) 

解 i(2+Y3)"i 是 (2+YV3)" 的 小 数 部 分 ,自然 ,将 (2 +V3)” 


中 的 整数 项 去 掉 , 不 会 影响 它 的 值 . 将 (2+V3)" 展开 ,合并 同 
类 项 ， 


> 


,故此 


QH3)" = DCWD)'2" tA +BY (1) 
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其 中 A, 表 示 A 为 偶数 的 各 项 之 和 , B,V3 是 & 为 奇数 的 各 项 之 和 ， 
可 见 A, , B, 都 是 整数 .去 掉 第 一 项 A, ,不 影响 小 数 部 分 ， 
{(2+Y3)"|= {BV3}. (2) 
为 了 进一步 求 1B,Y31 的 表达 式 ,打开 思路 ,考虑 对 偶 问 题 .与 (1) 
比较 ,我们 有 
0<(2-V3)"= A, -~ BN3. (3) 
由 此 ,我 们 发 现 ,B,V3< A,. 即 A, 是 比 无 理 数 B,VY3 大 的 整数 ,而 
且 (3) 中 
0<2-V3<1， 
故 由 (3) ， | 
A, — BAN3-(2-Y3)"—>0 (mco). (4) 
这 说 明 4, 不 仅 是 比 B,V3 大 的 整数 ,而 且 是 与 B,V3 无 限 接近 的 整 
数 . 故 B,V3 的 小 数 部 分 
{BN3)|= BN3-(A, -1). 
联系 (2),(4)， 
[2+V3)"1= {BN31 = BN3- (A, -1) 
=1-(A, - BN3)>1 ( 当 n 一 时 ). 

三 、 替换 与 变形 

要 点 ”对 递 推 形式 的 数列 ,同样 可 以 进行 变量 替换 与 变形 ,使 
变 成 已 知 极限 ,或 易于 计算 的 极限 ， 

例 1.5.13 设 |a, | 为 Fibonacci 数列 , 即 al=1,a,=1,a,,, 
Far tar (n=1,2,.).i n z,. (华中 师范 
大 学 ) 

解 由 已 知 条 件 知 1 , 即 zi 一 1+ 直 . 令 y 一 
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工 ,此 即 
Tn 
-1 
.ya+i 一 1+ y, 四 


是 y, = 二 = 并 =1. 这 就 是 本 节 例 1.5.4. 故 limyw =0.618…， 
1 nr 


a2 
lim z = lm = lim(1+ y,)=1.618.…. 
例 1.5.14 证 明 数 列 


2,2+ 计 ,2+- 
2 I 
?217 


收敛 ,并 求 其 极限 . (华中 科技 大 学 ) 
解 从 数列 特征 可 以 看 出 , 相 邻 两 项 的 关系 是 


xz ,=2+ 工 . “(1) 


因此 , 设 |z, 1 收敛 , 则 极限 A 满足 方程 
A=2+ 工 ， 
考虑 到 zx, >0, 所 以 A=1+VI. 
令 Xs =A+t+a,=1+V2+a,. (2) 
将 (2) 代 入 (1) 得 


_ (1-V2)a， 

i 1+V2+a, 
至 此 ,我 们 已 将 满足 (1) 的 数列 {xz,1 一 A, 的 问题 ,化 为 满足 (3) 的 
数列 1a,1 一 0 的 问题 .事实 止 ,: 


(3) 


au =zi-A=1-V5,1cl< 于 ， 
由 (3) 应 用 数学 归纳 法 , 易 证 
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la |< 去 


故 limzx, = lim(1 +Y2+ a,)=1+V2. 
另 解 因 xz, 之 2 (Vn€EN), 
11 1 zz 1 _ 
nN 


故 |z, | 收敛 ,极限 A:A=2+ 二 ,得 A=1+V3. 


※ 四 、 图 解法 

上 面 几 种 解法 都 是 分 析 解 法 ,论证 严谨 ,思想 性 强 , 但 不 够 直 
观 .下 面 提 出 一 种 图 解法 ,可 给 人 以 整体 观念 ,做 到 一 目 了 然 .有 些 
问题 ,用 此 法 可 帮助 我 们 看 出 1a, | 的 变化 情况 . 

要 点 设 y= f(z) 为 严格 单调 的 连续 函数 ,a 已 给 定 且 a, = 
fla,-1). 为 求 lim a， ,在 xOy 平面 上 ,作出 函数 y= f(z) 及 其 反 
函数 y= g(xz) 的 图 像 , 如 图 1.5.3 在 zx 轴 上 取 点 A ,使 横 坐 标 为 
X= a1, 过 Al 作 竖 直 线 , 与 y= f(z) 的 图 像 交 于 4A, 点 , 则 A;, 的 纵 
坐标 y= f(a1)= az; 过 A, 作 水 平 直线 与 y= g (x) 的 图 像 交 点 
A;, 则 A, 的 横 坐 标 

z=g '(y) _ = f(a,)= as- 
过 A, 作 竖 直线 与 y= f(z) 的 图 像 交 于 点 A,,… ,如 此 无 限 进行 
下 去 .例如 图 1.5.3 所 示 的 情况 ,点 A, 的 极限 位 置 A* 是 y= 
f(z),y=g(zX)( 及 y= 工 ) 的 交点 ,A' 的 坐标 
Z =f(zr") 

便 是 1a, 1 的 极限 . 

※ 例 1.5.15 设 y= f(x) = Ta 三 1,asyi = f(a,), 求 
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图 1.5.3 


lim a, . 
按 此 法 在 z 轴 得 
ai>as>as>>a,i > > , 
在 y 轴 上 得 aa<ai<…<a ur', 


极限 满足 方程 z = 


1+x” 


zx" -二 -0 618.. 


图 1 1 5.3(b) 就 是 按 本 题 作出 的 . .从 图 上 不 难看 出 ， 当 a 取 工 >z 
的 任何 一 值 ,所 得 结果 与 a = 工 的 情况 相同 ,fa lmz ,|a, ,| 
Sr. 当 a<z 时 ,情况 是 fa,, | Nz" “lem Fe . 当 ai = 
Z 有 时 ,一 切 人 = 

* 例 1.5;16 (切线 法 各 近 求 根 ) 设 f(z) 在 [a， 5b] 上 二 次 


可 微 , 且 f(a):f(6)<0,fF (xz)>0,7 (zr)>Y0, Ma 
明 :数列 


。8 太 。 


rt， zi€[La,bl, n=1,2,. (1) 
有 极限 , 且 此 极限 为 方程 f(x)=0 之 根 .( 中 国 科技 大 学 ) 
证 因 /在 [a ,65] 两 端点 异 号 ,[a,5] 上 了 (x)>0, 故 f(z) 
=0 在 (a,5) 内 存在 唯一 的 根 c: f(c)=0. (下 面 的 目标 证 明 
lim xz, =c) 由 f(x)>0, 改 写 式 (1): 


A ) _f(z)-f(c) 


0<f (xz,)= 


nT TC 
Te (eg se) (2) 
此 式 表明 :车 能 证 明 
zi>c (n=2,3,.). : (3) 


则 必 有 zx, > zi (n=2,3,…). 从 而 = 有 下 界 , 故 有 极限 , 记 为 
A ,由 式 (1) 取 极限 可 知 f(A)=0,A=c. 下 面 来 证 不 等 式 (3). 事 
实 上 ,利用 微分 中 值 定理 ,我 们 有 | 
RD) fz)-fle) ， | fp) 

Xs—cC A (mr N11- | 

f(z)-f (nn) . 

Fm) 


Tn 


= (zx, —c) 


2) 有) (4) 
) FT 


其 中 y, 在 z, 与 c 之 间 , 5 在 zx, 与 之 间 . 因 ,>0, 故 可 推 
知 z,11>>c (不论 z>c 或 z<c). 因 此 >c 时 一 切 x,>c; 若 
Ti<c, 则 zs, zy, > 

最 后 若 x =c ,显然 一 切 zx, = c， 亦 有 lim z。 =C. 

注 本 例 的 几何 意义 是 用 切线 法 逼近 求 根 . 因为 f(z )= 
tan wa 其 中 是 曲线 y= f(x) 在 (zx,, f(z, ) ?多 的 切线 与 x 轴 的 
夹 角 . 如 图 1.5.4 可 知 . 

fx)= (x to) tan a= (zx, — zur)f (x,), 
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这 就 是 式 (1). 
利用 此 进行 迭代 可 求 /x)=0 的 根 的 近似 值 . 


※ 五 、 不 动 点 方法 的 推广 


设 z= f(x,y) 为 二 元 函数 ,我 们 约定 ,将 z= f(x,x) 的 不 动 
点 , 称 为 的 不 动 点 (或 二 元 不 动 点 ). 

※ 例 1.5.17 已 知 z= f(z,y) 为 xz>0,y>0 上 定义 的 正 连 
续 函 数 ,x 分 别 对 x、 对 y 单调 递增 ,假若 ; (1) 存在 点 5 是 f(x， 
z) 的 不 动 点 ; (2) 当 且 仅 当 x >45 时 有 z>f(z,z). 令 a1= 
flasa) ,sar= f(xisa) (a>0), 

au = 一 (aian az) (n=3,4,.…), (1) 

斌 证 1a, | 单调 有 界 有 极限 , 且 其 极限 A 是 /的 不 动 点 . 

证 只 需 证 明 1zx, | 收敛 .因为 这 样 就 可 在 (1) 式 中 取 极 限 , 知 
A 是 了 的 不 动 点 .下 面 分 两 种 情况 进行 讨论 : 
”1 车 a 志 a1. 由 /对 zx, 对 y 的 单 增 性 知 a,= f(al,a) 之 
f(a,a)=ai, 进 而 ay= f(ay,an) 之 f(a1,al) 宇 f(a1,a)= 4. 
类 似 :车 已 推 得 a, 1 宇 a,_,,a, 宇 a,_1;, 则 

aati1= f(a, ar)f(ai,0, 2)=a, (n=3,4,.…), 
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如 此 得 a, 77( 单 调 递 增 ). 

又 因 a) = f(a,a) 之 a, 按 已 知 条 件 这 时 只 能 a 三 5( 否 则 a > 
5 按 已 知 条 件 (2) ,应 有 a>f(a,a)=al, 产 生 矛 盾 ), 进 而 a, = 
flasa)<f(b,b)= 6b,as = f(a,a)f(b,a)Ef(b,b)= 
5 ,… ,用 数学 归纳 法 可 得 一 切 ec, 委 8. 总 之 a, 单 调 递 增 有 上 界 . 故 
fa 收敛 . 

2° 车 al 声 a. 类似 可 证 ec 有 下 界 5 ,1a, 1! 收敛 . 

注 ” 按 5b 的 条 件 可 知 5 是 了 的 最 大 不 动 点 ,x >6b 时 不 可 能 再 
有 不 动 点 .情况 2 时 极限 A 之 5 是 不 动 点 ,表明 此 时 A =6. 

※ 例 1.5.18 车 a>0,a=(ata3)3,g= (a1t+ay)3,..., 


Qn (Qn-1 + a¥., )3 ,…… 试 证 ; 
1) 数列 {a, 1 为 单调 有 界 数 列 ，; 


2) 数列 1a, | 收 全 于 方程 zz = z+ x 的 一 个 正 根 .( 广 西 师范 
大 学 ) 


证 (利用 上 例 ) 设 z= f(x,y)= (z+ 小 ) 汪 .显然 f 当 z> 
0,y>0 是 正 值 连续 函数 ,对 z,y 单 增 ,只 需 证 明 :(1) 35 使 得 6 
= f(5,65); (2) zx> f(z,z) 当 上 生 仅 当 x>56. 


1 注意 到 :的 不 动 点 , 亦 即 是 方程 xz? - x - x3 =0 的 根 .分 
析 函 数 g(x)=zx?-x-xz3, 因 g(r)=3z? -1- sng’(z)= 
站 


6z+ Jr >0(z>0 时 ),g(0+0)= -oo,g (1)>0, 可 知 g 在 
(0,1) 内 有 了 唯一 极 小 点 c.x>c 时 g (x)>0,g 严 了 ,sg(1)<0， 
s(2)>0, 故 g 在 (0,1) 内 有 唯一 零点 5( 即 /的 不 动 点 ). 
2 xT>5 时 g(xz)>g(5)=0, 即 x>f(z,z); 事 实 上 ,在 x> 
0 的 范围 也 只 有 在 z>6 时 才 有 zx> f(z,zx). 因 为 g(0)=0,g(b) 
=0, 在 (0,c) 上 g(xz) 严 N,(c,6) 上 g(x) 严 有 ,所 以 (0,6) 上 
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g(z)<0, 即 < FrCz,z). 


六 、Stolz 公式 的 应 用 


交 例 1.5.19 对 于 数列 xz。 =a,0<a< 本 ,mh = sin Xx,-1(n 


=1,2,…). 
证 明 :1) lim xz, =0; 


2) limy/ 全 zx, = 1，( 复 且 大 学 ,中 国人 民 大 学 ) 
证 1) 因 0<a< 志 ,ao=4a, 递 推 可 知 


0<z =sin ri rT, :< 五 (n=1, 2,…)， 


表明 zx, 有 下 界 0， Jim z， 存在 . jim =A, 知 A = sin A， A= 
0， lim zx, =0. 


2) (用 Stolz 公式 ) gfe =1, 即 要 证 


limnzx: =3 或 lim-” =3. 


no 1 
一 
Tn 
CO 
用 去 型 的 Stolz 公式 
n 《za 一 |) 1 
lim— =lin2 im - 
ao 1 “ol 1 oo 1 1 
2 及 并 一 一 了 本 ”一 
Tn 之 n Tr-1 SIN ZX,-1 Trl 
2 .2 . 
= lim Xn-1iSIN 之 -1 = lim Xsin x 


"orn-1™ Sin Ti zxz07 一 Sin x 
4 
1 工 
= lim - - 
zf(Zz+sinZz)fz 一 sn 


4 
TT 


(2z+ol(z)) (三 + o(z) 


= lim 


0 


91 。 


1 本 
= lm =3. 
0 (2+o(D)) (+ oD) 
交 例 1.5.20 设 0<xi<1l,rin= I(l- zr),n=1,2,. 
证 明 :1) lim zx, =0; 2) lim nx, 二 1.( 北 京师 范 大 学 ) 
提示 1) 0<x,<1l (n=1,2,), zx- X= -x <0, 
XM. 


2) lim nz, = lim -Tv ” = im 一 
Tn-1 Zn-1(l— x,-1) Tn-1 
AR 练 习 1.5 


区 1.5.1 已 知 al =V6,a =wW6+a， (az=2,3,…). 试 证 :lima, 存 在 ， 

并 求 其 值 . (中 国 科技 大 学 ,北京 大 学 ,了 蛤 尔 滨 工业 大 学 ,北京 邮电 大 学 等 )《3》 
提示 ”利用 例 1.5.1 中 证 法 工 工 . 亚 以 及 例 1.5.3 的 方法 均 可 . 
1.5.2 设 zl (n=1,2,…), 


证 明 :1z, | 收 化 ,并 求 lim xz, (2 
(哈尔滨 工业 大 学 ,华中 理工 大 学 等) 


提示 0< PCz)= I< ,1 过 x, <2, 因 而 可 用 多 种 方法 求解 . 


2 
1.5.3 设 0<c<1l,ai = 六 ,on = 也 + 字 ， 


证 明 ;fa, | 收敛 ,并 求 其 极限 . (武汉 大 学 ,华中 师范 大 学 ) 《1l-vV1i-ec) 
提示 用 数学 归纳 法 证 明 :0<a,<1 (n=1,2,…) 又 a; 一 


an+i1ta 
2 


“ (ai 一 an),a>ai 推 知 a, 用 .或 利用 例 1.5.3 的 方法 ,这 里 f(x) 


Qn+l 


= 于 + 二 有 0<f (zr)<1( 当 0<x<1l1 时 ). 


衣 1.5.4 设 a>0,0<xi<a,rtl = (2- = ) (n= 三 1,2,…), 证 明 


sh 
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{x, | 收敛 ,并 求 其 极限 . (华东 师 范 大 学 ) 《a) 
提示 Vn 有 0<zr,<a， >1. 
再 提示 已 有 0<zi<a, 若 0<z,<a, 则 


0< x+t = I, (2 于)= -二 (zz —2ar, +a’)+a<a. 


1.5.5 设 z4=a>1,zon= 计 ( 避 + 生 ), 试 证 1z, 1 收 化 ,并 求 其 极 


限 . (华中 理工 大 学 ,厦门 大 学 ,工程 兵 学 院 ) (a) 


提示 x,,， = 去 (< + Ta 之 =Va， 


或 在 [Va , + co ) 上 应 用 例 1.5.3 的 方法 . 
1.5.6 y+i= y,(2— y,), 0< yo <l, 求证 : lm 1 (武汉 大 学 ) 


提示 0<y <1， >1 (Yn€EN). 


*1.5.7 证 明 :1) 存在 唯一 的 cE (0,1) 使 得 c。=e“; 2) 任 给 x,€ (0， 
1) 定 义 zol=e -加 , 则 有 lim zz， =c.( 中 国 大 民 大 学 ) 
提示 “可 用 压缩 映像 原理 . 
再 提示 1) f(x)=e "在 [0,1] 之 端点 异 号 , 且 f(z)<0; 
2) 用 数学 归纳 法 可 证 xz, € (e-! ,e-* ) (n=2,3,…) ,再 用 Lagrange 微 
分 中 值 公式 有 | i 加 
‘|x — x, Ei |z; 一 zol， 


从 而 由 压缩 映像 原理 可 得 {z,| 收 敏 ， 


1.5.8 设 zl =1+ 了 ,x =2, 证 明 数列 |x, | 收敛 . (北京 师范 
大 学 ) oo 
提示 1< x, <2, (7) =1+ TE (s)>0,71> 7 人 
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1.5.9 设 zo>>0,ziti = 


1 
J 


提示 1z,， -zz -zx |. 


4V2 
1.5.10 设 /(z) -三 ?了 ,数列 jz。1 由 如 下 递 推 公式 定义 :zo 一 1, x4 
= f(z,) (n=0,1,2,…). 求 极限 lim xz, (浙江 大 学 ) . 2) 


次 1.5.11 设 W132 -3+ 人 ,w=3+ 4 ,… ,如果 数 列 和 ,| 收 
3 


3 
敛 , 计 算 其 极限 ,并 证 明 数列 1u, | 收 化 于 上 述 极限 . (武汉 大 学 ) 


提示 | 一 wo 二 村 lw 一 |. 

1.5.12 设 zo=m,zxi= m+tesin toyz = m+ esin Xi-1 (n= 2, 
3,…), 其 中 :0<e<1, 试 证 : lim zx, = & 存在 且 为 克 普 勒 方 程 x+ - esin x=m 
的 唯一 根 . 

1.5.13 设 |z,42 一 zr | 二 kx, 一 xz,_1| (0<k<1), 试 证 ; {zx,| 收 化 . 

提示 ”可 参看 本 节 要 点 中 的 证 法 . 

让 1.5.14 设 a1,b1 是 二 正 数 , 令 
Qn+1 = V QD , 已 = (1) 
试 证 :1a,1 和 15,| 均 收 敏 , 且 lim a = lim 6 .( 大 连理 工大 学 ) 

提示 由 式 (1) 可 知 bt 之 asr1(Yn), 从 而 brti 人 6, (n= 二 1,2,…). 故 
b ， 有 下 界 Ql Un+1 = Vv anb, 之 dnd 一 Qnr ,an /有 上 界 21 . 

1.5. 15 设 a, 和 6b; 是 任意 两 个 王 数 ,并 且 “di 声 #8,, 还 设 a, = 
1 (n=2,3,.). 

求证 :和 a, | ,151 均 收敛 ,上 且 极限 相等 . (中 国 料 学 院 ,安徽 大 学 ) 

”提示 “可 用 变量 交换, = 上 上 ,o, = 二 转化 为 上 是 . 
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1.5.16 讨论 由 zi =ayz = px,-1+ g(p>0) 所 定义 的 数列 的 收 化 性 . 
(南京 大 学 ) 

提示 可 写 出 通 项 r, = p”!a + 2 了 吧 一 再 分 不 同情 况 讨 论 .《T 2 
( 当 0<p<1);a( 当 p=1,g=0); 不 存在 ( 当 p>1 或 p=1,g*0)》 

1.5.17 设 R 中 数列 1a,|} ,16, | 满足 

a = 5, 一 qa, ， 7 二 1,2,…, 其 中 0<g<1, 证 有 明 : 

” 当 16,1 有 界 时 ,|a; | 有 和 界 .( 清 华 大 学 ) 
提示 ”可 递 推 写 出 通 项 . 


一 
和 百 提 示 (1) 12.| 魏 Mass= > (1)490 e+( 一 1"grai 
£0 ， : 
， 1 M ， | 
lasrlEM(+g+t+g ++g )+glal|< 了 + 9la1| 有 界 . 


1.5.18 设 xzo=1,zxi=e,zit1=V TnTn -1 (n 之 1), 求 极限 lim zz, . 
提示 ” 取 对 数 作 变量 替换 . 

次 1.5.19 设 a,,1=a,+ai'(n>1),a!=1, 则 

1) lim a, =+%; ;2) DY as! = +oo， 


(中 国 科学 院 ) 
提示 1) a, >1,， 且 不 可 能 有 上 界 ; 


D) De Dn) 
太 1.5.20 设 庄 续 画 数 f(z) 在 [1 + 吕 ) 上 是 正 的 ,单调 递减 的 ; 且 
.= 2AoO- f(z)dz. 


证 明 :数列 心 ,d,,… 收 合 .( 清 华 大 学 ) . 
提示 di -4d, 志 0， 4,>0 (可 用 积分 的 性 质 或 用 积分 中 值 定理 ) 
1.5.21 已 知 al 二 aypl 一 B (a>8), 

3 天 


,+b 和 | 
ai = 本， br (n=1,2,.…). 


证 明 : lim a 及 lim 6, 存在 且 相 等 :并 求 出 极限 值 .( 内 蒙古 大 学 ) 


提示 ”消去 5 可 得 os a,= 计 (4, -a,1). 
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下 一 | “ 
1 +2 
Tr(a 01) |-= “ 人， 


二 =】 


| 再 次 提示 lima, = = 各 | a + 
lim 6, = lim (2a,+1 


x*1.5.22 证 明 : 数 列 


aa ) = lim a, . 


x (Xi +3a) 


之 
37Z， 十 CQ (a 之 0) 


Xo >0,7r+1 = 


的 极限 存在 ,并 求 其 极限 . (国外 赛 题 ) 
提示 可 用 例 1.5.3( 不 动 点 方法 ) 


x(r: +3a) 


青 提 示 。 f(x)= 一 二， 让 (X)>0,/ 了 ,x=Va 是 不 动 点 . 
车 msV5 则 zi = 了 (xo)<<fWYa) -Va, 进 而 可 知 一 切 z,<Va. 又 因 


2a>272 3a- a>3r: ~ 03a + xo! t azo < It 0) ， 
。 3xzo 十 Qw 
进而 利用 /7 递 推出 z, 7. 于 是 z, 有 上 界 VE, 故 有 极限 , 记 为 A… 
2 若 0<zo<Va 类 似 处 理 . 
*1.5.23 设 |z,i 是 如 此 数列 : 
Xo=25,7x, =arctan x,_1(n=1,2,.…). 
证 明 |z, | 收敛 ,并 求 其 极限 . (国外 赛 题 ) 
*1.5.24 - 设 S|=In aya>1,5, = 5 ln (a— S,) (n=2,3,.…), 
求 lim S,. 
提示 以 上 二 题 仍 可 用 例 1.5.3 方 法 ， 
本 题 S.:- S,=ln(a- S,), 不 动 点 为 a--1. 
*1.5.25 设 zi>0,z=jn (1+xz,), 证 明 ,一 0 且 xz 一 全 ( 当 n—> 
oo 时 ). | 
提示 第 二 问 可 用 Stolz 公式 证 明 . 
x*1,5.26 设 a=la 一 k(a,.i+1), 试 计算 . 
， 工 -1 
lim I (去 
(国外 赛 题 ) 
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” 1 1 —r oo 
提示 | (i+ 去 )= 去 + pe T+…+ 械 ~e( 当 "= ) . 


*1.5.27 设 正 项 级 数 》) a, 收敛 ,数列 | y, 1 (n=1,2,…) 由 下 式 
确定 : 
1 =1, 2ynr1= yr + ys +a, (n=1,2,.") 
证 明 |y | (=1,2,…) 是 递增 的 收敛 数列 . (福建 师范 大 学 ) 


a 
示 2y -2y = 一 一 一 >0>y77 
提示 2, 2y Vy + a, +y, > 
数学 归纳 法 ， 
已 知 条 件 一 一 y >1>yo -< 和 


< 证 避 ty 
* x §1.6 序列 的 上 \ 下 极限 


导读 “本 节 主 要 适合 数学 院 系 学 生 , 非 数学 院 系 学 生 从 略 . 内 
容 不 是 考研 热点 ,此 次 未 作 修改 .数学 系 学 生 可 以 正文 为 主 ,习题 
机 动 . 

本 节 讨论 序列 上 、 下 极限 的 有 关 问 题 .序列 上 下 极限 .通常 可 
用 。 一 N 语言 ,用 子 序列 ,用 确 界 极限 等 方式 描述 .现在 我 们 来 讨 
论 这 些 描述 方式 ,以 及 它们 的 应 用 . 


一 、 利 用 s 一 N 语言 描述 上 、 下 极限 


要 点 ”序列 {x,1 的 上 、 下 极限 可 用 se 一 N 语言 来 描述 如 下 : 
数 j = limzx, 意 指 如 下 两 条 件 成 立 : | 
a) Ye>0,z, 终 <pu+e( 即 Ye>0,4N>0 当 n Wl 


A 
i 


有 zx, << p+e)( 此 条 等 价 于 : Yc>p,x, 终 < 之 c); »f 
b) Ve>0,z, 常 >py -el( 即 Ve >0,YVN>0,In> NI 
ZX， >4 一 e)( 此 条 等 价 于 : Yc 之,z, 常 >c). 


同样 ,X = lim z, 意 指 : 

a’) Ve>0,z, 终 >>A-e; 

b ) Ve>0,z, 常 <A+e. 

另外 , 当 且 仅 当 | z,} 上 无 界 时 ， 规定 lim z, = = + co; 当 且 仅 当 
limz, = + co 时 ， ,规定 lim zx, = lim zw = + oo; 当 且 仅 当 |x, | 下 无 
界 时 ,规定 lim xz， = 一 ~; 当 且 仅 当 limz = 一 co 时 ,规定 im zx, = 
limx, = ~ oo. 


N00 


利用 这 些 容易 证 明 上 下 极限 的 不 等 式 和 估计 式 ， 

例 1.6.1. 证 明 : 当 不 发 生 (+ oo) + (二 oo) 情况 时 如 下 不 等 
式 成 立 ; 
- lim xz, + limy, <lm(z, + y, < limz, + limy, . 

证 1"( 证 明 第 一 个 不 等 式 ) 

车 imz, = - %( 或 lm y, = - oo) 时 ,在 不 发 生 (+co)+ 
(于 oo) 的 情况 下 , 左 端 lm z, + lim y, = - oo, 不 等 式 自明 关 
limx, = + om ,自然 lim zs = + oo 在 要 求 不 发 生 (+ oo) + (二 0) 
的 情况 下 ， 此 时 应 有 lmy > - c ,因此 下 有 界 ， 从 而 lim (z， 十 

yn)= 二 oo， lim(z, + y,)= + 0% ,左边 不 等 式 自明 ， 同 理 lim y, = 

+ % 也 如 此 . 剩 下 只 要 证 明 |z, | 与 |y | 有 界 的 情况 

设 a= limz, ， B= limy,. . (1) 
现 证 lim(z, + y, ) 之 a + .为 此 只 要 证 明 : Ve>0 有 lim(z, + yi) 
>o+8-。 即 可 .事实 上 由 式 (1) 


Ve>0,3N,>0,n>N, 时 ， Xi 之 Q 一 


» 


blo 


3 N, >0,n>N, 时 ， y 宇 B- 方 


因此 , 取 N=maxiNi,N,), 则 n>N 时 ， 
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Xt+ yat+ph-e. 
故 lim(z, + y,) 之 a+B~-e. 
由 e>0 的 任意 性 , 即 知 lm (z， + y, ) 之 a+ Bb. 
2 (证 明 后 一 不 等 式 ) ”无 界 的 情况 ,证 法 与 1 类 似 .下 证 有 
界 的 情况. 
设 lim(z, + y,)=4,limz, =a, lmy,=b 现 证 4<a+6b( 用 
反 证 法 ). 
设 *>a+5, 在 4 与 a+5。b 之 间 任 取 一 点 ,例如 中 点 c= 
4 二 4 二 4( 我 们 来 证 明 ,一 方面 z, + y, 终 >c; 另 一 方面 z, + y, 常 
<c, 艺 盾 ). 和 
取 e=2 一 9+ 的 ,由 lim (z+y,)=4 知 3 Ni >0,n>N, 
时 
Xt+ yy >A~-e=cs (1) 


1 b] 
另 一 方面 ,由 limx,=a 知 : YN,>>0,3n> NN 使 得 <a 十 万 


由 limy, =6 知 :3 Nz >0 当 ?>N: 时 y%<8+ 林 .因此 YNi> 
N,,3n>NN, 使 得 Xty,<atbte=c. | 、 (2) 


(1)、(2) 式 矛盾 .证 毕 . 
六 例 1.6.2 证 明 : 若 a >0 (n=1,2,…), 则 


lmYa,<Hm 人 于。 (同济 大 学 ) 
车 a = + mm 不 等 式 自明 . 只 要 证 明 0 守 a < + co 的 情况 .要 证 
jimYa,<<a, 只 要 证 明 Ye >0, 有 imYa; <a+e. 由 (1), Ve>0， 
3N>0, 当 i>N 时 ， 
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21< w+e. (2) 
a 


i 


任 取 n>N, 上 式 中 令 i= N,N+1,…,n 一 2,n 一 1, 将 所 得 的 
n 一 和 N 个 不 等 式 相 乘 ,得 


CN+1 .CN+2 .Qnr Cn <(ate)"™ | 


CN AUN+! Qn-2 Urn-1 


此 即 
a,<an(ate) “(ate)"=M(ate)". 
其 中 .M 寺 av(a +e)“. 从 而 
Va, <VM(ate). 
令 2 一 co 取 上 极限 ,得 
limVa,<lmVYM(a+e)=ate. 

由 s>0 的 任意 性 , 即 得 欲 证 的 不 等 式 . 

例 1.6.3 证 明 : 对 任意 正 数 序列 ji z,} ,有 


并 举例 说 明 右 端 数 1 是 最 佳 估 计 ( 即 把 右 端 1 改换 成 任意 比 1 大 
的 数 ,不 等 式 不 再 成 立 ). 
证 1" (用 反 证 法 证 明 不 等 式 ). 设 


+ 
man (1)<L. 
则 3N>0, 当 n 宇 NN 时 
十 
a (1)<1, 
Xn 


1 Tn Tart 加 . ， 
此 即 了 < 基于 (n=NN+t1, ,N+k-1,.). 


这 是 无 穷 多 个 不 等 式 , 将 前 & 个 不 等 式 相 加 得 


1 1 TN _ TN+k 


NI ES 
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一 TN 
N NA 万 


此 式 应 对 一 切 &>1 成 立 ,但 实际 上 , 左 端 当 & 一 c 时 ,极限 为 
+ 0, 蔬 盾 . 
2" (证 明 1 为 最 佳 估计 )Va>0, 令 z = az , 则 


l+a(nt+1)-an_1l+a、 
an a 


1. 


一 1 十 位 一 -一 
mn (1 = limn* 
no Tn no 


因 lim -=1. 可 见 ,Vc>1, 可 取 a>0 充分 大 使 得 
— 十 
mn (1)=lte<e. 
n> Tn a 


二 、 利用 子 序 列 的 极限 描述 上 、 下 极限 


要 点 1. (Bolzano - Weierstrass 定理 ) 任 一 有 界 数列 ,存在 收 
敛 的 子 序列 (以 下 称 之 为 致密 性 原理 ). 任何 序列 都 有 广义 收敛 子 
序列 (广义 收敛 , 意 指 极限 允许 为 无 穷 大 ). 
2. 序列 | z， 1 的 上 极限 lim z, 的 特征 是 : 
a) 习 子 序列 {zx, | 使 得 
ez -而 
b) 对 于 {x,1 的 任 一 收敛 子 序列 x, |, 恒 有 
limz,, <limz,. 
同样 ,下 极限 lim zx, 特征 是 : 
a)3 子 序列 { <。 ,使 jim zw = jimz,; 
b ) Y 收敛 子 序列 | zn | ,有 lim zw 之 lim z， . 
3. 若 1z, | 是 |z, 1 的 子 序列 , 则 
limz, <limz, 
Lm, >limzx.,. 
利用 这 些 ,我 们 可 将 上 、\ 下 极限 的 问题 ,通过 选 子 序列 的 方法 解决 . 
例 1.6.4 证 明 在 不 发 生 ( 土 %)+ (和 0%) 的 情况 下 ,有 如 下 
10t 。 


不 等 式 成 立 : 
limz, + limy, Slim(z, + y,)< limz, + limy,.. (1) 


证 无 界 情况 可 用 例 1 6.1 证 法 中 的 方法 证 明 . 这 里 只 考虑 
有 界 的 情况 . 
1" (证 明 第 一 个 不 等 式 ) 在 1y, | 中 存在 子 序列 |y, | ,使 得 


lim n yw = lim Dy». 


注意 到 lim z， <limz, ， 
no0 k— 
得 limz, 十 limy, < limz, 十 lim y, . (2) 


在 |z。 | 中 存在 子 序列 jz 上 ,使 得 


lim TX, = limzx, . 
jr+o0 和 Roo * 


由 式 (2) 


7 一 oo 


lm + Tay, < li zo, + mo 
= lim (zx, 十 3 )< 丽 (x + y, ). 
2° (证 明 式 (1) 中 第 二 个 不 等 式 ) 3 fz + 1Ciz,+y,1 使 
lim (zu + ) = H(z, + y,). (3) 
这 时 mz, + ny, > mz, + Hmy, . (4) 
在 1z,, | 中 存在 于 列 1z,，| 使 得 limx,，= [zz,, ,从 而 (4) 式 右 器 
古 =+ 画 内 > 如 n+ 硬 o (5) 
在 1 | 中 存在 子 列 1y。 1 使 得 limy。 = ny ,于 是 (5) 式 有 并 


limz, +limy, =limx, + limy. 
了 一 oo 与 了 oo 三 ioo 与 i>o0 WA 
= lim(z, » ) -lim(z, + y, ) 


全 


-H(z, +y,) 《( 因 式 (3) 0 
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联系 不 等 式 (4) (5) (6) 即 得 
mz, + Hy, > H(z + y,). 


三 、 利用 确 界 的 极限 描述 上 、 下 极限 
要 点 ”序列 的 上 \ 下 极限 ,可 利用 确 界 的 极限 来 描述 : 


lim x, = limsup x 一 inf Sup zx ， 


limx, = lim inf Ti = sup inf x 


nn 0k 之 


( 式 中 有 之 7 改换 成 上 之 4， 不 影响 等 式 成 立 ) 利用 这 种 描述 ,关于 
上 、 下 极限 的 不 等 式 , 可 以 通过 建立 确 界 的 不 等 式 , 取 极 限 得 到 . 
例 1.6.5 设 zx, >0,y 志 0， (n=1,2,…) 试 证 : 


1) lim zx, * lim y, <limz,y, < limz, “lim y, ; 


2) lim zlimy < lim zy, < lim x, * lim y,. 
证 ”以 1) 中 第 一 个 不 等 式 为 例 , 进 行 详细 证 明 . 
任意 固定 n, 则 Yk 宇 n ,有 


inf x) zx, inf y <. 


因 xz, 之 0, y, 宇 0 (n=1, 2,，…)， , 故 infa >0,ifyy>>0. 于 是 由 上 式 
可 知 
(inf x; )， (inf % Ezy . 
此 左 端 为 常数 , 右 端 宇 n 是 住 意 的 ,因此 有 
a) (Sia ze. 
由 于 该 式 对 一 切 ” 成 立 , 令 上 一 co 取 极 限 ,得 . 
lim inf zi? lim 这 fy < lim if yt ， 


0 开交 下 n> 
此 即 lim zx,* tim < ln ey 
类 似 地 利用 inf TY SLY ET supyr ( Vk 宕 nn) 
得 jpf mu Sr 3ap% ,得 后 一 不 等 式 . 


: £03 ee 


四 、 利 用 上 下 极限 研究 序列 的 极限 
要 点 ” 任 一 序列 { z。 1 收敛 的 充 要 条 件 是 


limz, 一 limx, ， 
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因此 我 们 可 利用 序列 的 上 .下 极限 来 研究 序列 的 收敛 性 ,及 求 
极限 的 值 . 
例 1.6.6 设 z,>0 (n=1,2,…) 试 证 : 若 


n+l = !( 有 限 数 ) , 则 limvzs =7. 


lim 
nro Tn 


且 此 时 lim x, = limz, = 二 liam zx,. 


证 Ye>0( 取 s< 7)， 由 jim !=1,3N>0, 当 & 之 N 时 


有 


2 


1 一 所 一 一 — </l+te (k= N,N+1,.%). 

设 n>N 将 EN NT “,n -1 各 式 相 乘 ,并 开 ”次 方 , 得 
Vzn (1~e) 

在 此 式 中 令 n 一 + % 取 上 、 下 极限 ,注意 Y zw 一 1， 

得 -eSlimyr, <lmyzr, <lte. 

因 。 >0 的 任意 性 ,可 知 lim Vz, = imVz,=1, 故 {Vzsi 收 伍 , 且 

im 


例 1.6.7 证 明 : 若 zx, 之 0, 且 VY {y,1 有 


rn 
TN 


JHini( zy, ) = lmz, ‘lmy,, (1) 
则 | xz, 1 收敛. 
证 为 了 证 明 1z, | 收 全 ,只 要 证 明 
limz, = = Jlimz,. . (2) 
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为 此 ,我 们 设法 构造 序列 | y,1 ,使 从 (1) 式 可 推出 (2) 式 .首先 ,在 
{zx, 1 中 有 子 列 1x,| ,使 得 
lim zw = limz,. (3) 
如 此 , 作 序 列 |y, | 如 下 : 
1， 当 n= nn 时， 
， - 当时 ， 
这 时 ,limy =1, 且 . 
| Ty 当 n=n 时 ,.. 
< ; 当 n 夺 nx 时 ， 


因此 Tim zy, = limz, ， 

故 (1) 式 成 为 
limz，=Tlmnz,， (4) 
天 -oo 天 no0 

注意 到 im zw = lim zw = lim x,， (5) 


(5)、(4) 联 立 便 得 欲 证 之 式 (2). 从 而 1x,1 收 化 获 证 . 
例 1.6.8 设 iz,1 满 足 条 件 


Tanta 人 Tn + Xm,n=1,2,.…), - (1) 
试 证 lim > =inf2. 
oo 1 nn 


分 析 为 了 搞 清 式 (1) 的 意义 ,便于 想像 ,暂时 不 妨 设 mm = 
10, 这 时 任 一 xz, ,例如 ZU = Ti 人 Tio + Ti, x2 = X20+2 S22T10 + 
之 2 ,… 一 般 地 ,任何 自然 数 了 2 总 可 写成 


n=k:10+r (r=0,1,2,.…,9) (2) 
从 而 有 


zx, Shkriot zx,, (3) 
这 里 k= 了 0+%( 当 noo 时 ). 由 (3) 知 
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访 kx 元 
in 全 < 生字 < 委 一 几 + 一 . 
nn n n n 


此 式 对 一 切 成 立 (nf 2 为 常数 ) , 令 n 一 + co 取 上 、 下 极限 . 注 


意 上 一 右 ( 当 nc 时 ), 我 们 有 

n 

TLw 
10. 
ma 取 别 的 自然 数 ， 类 似 推理 照样 有 效 ， 相应 得 


inf = "< lim "<lim < (m=1,2,3,.…). 


inf < lim nlm <im~ 一 


由 此 ， inf < lm lm <inf 
nn Nn oN Poo nN 
故 知 lm = lm Hm inf 
存在 且 
所 以 lim > inf = . 
Ho 得 nan 了 2 


五 、 上 .下 极限 的 运算 性 质 


在 结束 本 节 之 前 ,我 们 讨论 一 下 上 、 下 极限 的 运算 性 质 .我 们 
知道 ,普通 的 极限 ,具有 四 则 运算 性 质 , 即 : 二 序列 的 和 、 差 、 积 、 商 
的 极限 ,分 别 等 于 它们 极限 的 和 、 差 \ 积 、 商 (除法 要 求 除数 不 为 
零 ). 这 一 重要 性 质 , 对 于 上 .下 极限 不 再 成 立 . 例如 和 运算 , 例 
1.6.1 与 例 1.6.4 指 出 | 

limz, + limy, <lim(z, + y,), 
lim(z, + y,)< fimz, + limy,. 
事实 上 这 里 的 等 号 可 以 不 发 生 .如 对 
{zx} = {1,0,1,0,1,0,.…}, 
{fy,1 = {10,2,0,2,0,2,-…|, 
这 时 {z+ y1= {1,2,1,2,1,2,.…|, 
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limz, + lmy, -0< lim(z, + 7,)=1, 
Hm, 1y,) -2< I, + limy, =3. 
同样 对 于 乘法 运算 , 例 1.6.5 中 的 等 号 也 可 以 不 成 立 .但 是 这 
两 个 序列 ,车 其 中 只 要 有 一 个 收敛 , 则 等 号 一 定 成 立 . 
例 1.6.9 证 明 :车 iz, | 收敛 , 则 对 任意 y,(n =1,2,…), 有 
D lmtr, ty ) 7 lm, + limy,; 
2) lim xy, = lim zx “ lim y, (zx, >0) 
(这 里 限制 在 不 发 生 0.( + oo) 的 情况 ). 
证 1) 在 例 1.6.4 中, 我们 已 有 


limz, + imysHim(z+y)slmzo+lmyo， 
注意 |z, | 收敛 ,因此 Jim x, = az, = lim x,. 所 以 上 式 即 为 
limz, + limy, <lim(z, + y,)<limz, + limy,. 

故 欲 证 的 1) 成 立 . 

2) 仿 1) 的 证 法 ,应 利用 例 1.6.5 中 的 不 等 式 , 但 例 1.6.5 中 
要 求 二 序列 都 为 非 负 的 .而 现在 的 条 件 {y, 1 为 任意 序列 .为 此 我 们 
分 三 种 情况 讨论 : 

1° 车 lim yn >0, 则 1y, 1 中 有 无 穷 多 项 大 于 零 . 作 新 序列 
ba 当 y, >0 时 ， 
0， 当 y, 二 0 时 . 
则 yy 之 0, 且 Hmmy, = my; .对 |z,1 ,1y; 1 应 用 例 1.6.5 2) 中 的 
不 等 式 (2) 有 

lim z。 lim y» < limz,y <limz, ‘lim y; . 


因 | zj 收 伊 ,lim z, = mx, = lim zx, , 故 上 式 表明 


yr -manly 01 = 


了 十 . Te 
lim zy* = lim zx, * lim y: 
oa no 
= lim xz, lim y, ， 
rr 
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但 Tim xy’ = lim (zy, ) ( 因 xz 之 0) 
= lim xy, , 

所 以 Jim zy, = limz, "lmy, . 

2 若 jim y, = - % ,在 限制 条 件 下 , lim zx, >0, 因 此 ”充分 大 
时 有 <, >0, 这 时 等 式 明显 成 立 ， 

3" 若 - %% < lim y, 全 0, 可取 充分 大 的 正常 数 c>0, 使 得 
jim(y, + c)>0, 如 此 应 用 1 中 的 结果 , lim z, (y, + c) = lim x, 
Im (y, + c) 再 据 1) 中 的 结果 ,此 即 


lim x,y, + lim xz, c= limwz, lim y, + lim zx,*c, 
a nw ne 7 0 no 


从 而 
lim zu = lim zw lim y, .证 毕 . 
练习 1.6 
(习题 机 动 ) 


1.6.1 用 不 同 的 方法 证 明 以 下 不 等 式 ; 


1) limzx, + lmny 和 limn(z + y,)Elimz, + limy, lm(zx, + y,) 


< limz, + lim y, 

在 不 出 现 (+%)+ (于 0%) 的 情况 下 成 立 . 

2) 设 xz, >0,y, >0 (n=1,2,…), 则 

lm x, lmy, <lim(z,y, )< limz, “limy, Slim (zy, )<limz, .fim y, 
在 不 出 现 0.( + co ) 的 情况 下 成 立 . 

1.6.2 证 明 : 

1) limz, - lmy, <lim(z, 一 多 )< limz, ~ lim y, ; 

2) 车 zz,、y, >0, 且 limy, >0， 
则 lm x, /limy, < lim(z,/y, )< lim x, /lim y, . 

1.6.3 证 明 : 若 x,>0 (n=1,2,.…) 及 
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ir, m=1. 
no "nm Xn 
则 序列 1x, 1 收敛 . 
1.6.4 设 z,>0 (n=1,2,…) 试 证 : 


. Xnt+l | 全 Te 
lim ~ < limny zr, <limyz, < lim 
No no noo n= 


Tn 


Xrn+l1 
Ta | 


并 由 此 推出 , 当 lim 忆 于 =7 时 , 则 limYz =1. 
1.6.5 试 证 :车 lm YTasT = A, 则 对 任意 固定 的 整数 mm 有 
YTa | =A.( 北 京 理工 大 学 ) 
1.6.6 证 明 : 车 jimc, 专 c, 则 
1.6.7 给 定 正 数 序列 1a, } ,证 明 
束 ( 全 全 ) >e.( 国 外 赛 题 ) 
Qn 


1.6.8 证 明 :集合 M= | 村 二 太 2 :mn= 1,2,…- | 只 有 聚 点 0,1.( 国 外 


2 23n+1 
赛 题 ) 
1.6.9 序列 | ze1 定 义 如 下 :zi= 工 是 闭 区 间 [0,1] 中 的 某 一 点 ,如 果 
人 2, 那么 序列 


立 z-，《( 当 为 偶数 时 )， 


1+ zl 
2 


Ta 


( 当 nn 为 奇数 时 ) 


可 能 有 多 少 个 聚 点 ? (国外 赛 题 ) 
1.6.10 证 明 : 若 序列 >, (> =1,2,…) 有 界 且 lim (zt 一 Zz,)=0. 则 此 
序列 的 聚 点 之 集合 是 区 间 [ 4,L] ,其 中 


l= limz,, L= limzx,. 
no no 


*xSl7 函数 的 上 .下 极限 


本 节 可 供 数 学 院 系 优秀 学 生 选 择 阅 读 
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作为 极限 的 一 种 推广 ,上 节 我 们 讨论 了 序列 的 上 、 下 极限 . 平 
行 地 ,我 们 还 可 建立 起 函数 的 上 、 下 极限 .本 节 我 们 对 函数 的 上 、 下 
极限 的 定义 作 等 价 描述 ,并 对 其 主要 性 质 进行 介绍 . 


一 、 范 数 上 、 下 极限 的 定义 及 等 价 描述 


为 了 引进 函数 的 上 、 下 极限 ,我 们 先 来 定义 函数 的 子 极限 . 

定义 ” 设 zo 为 集合 五 的 一 个 聚 点 也, 函数 了 在 集合 EE 上 有 定 
义 . 数 w 称 为 F(z) 在 zo 处 的 子 极 限 ( 或 部 分 极限 ) , 当 且 仅 当 3 x, 
EE(z, To) (72=1,2,…) 使 得 zzo, 且 F(z) 一 c( 当 ?一 oo 
时 ) . 


例如 1) 函数 f(z)= sin 二 在 E= |zlzx0j 上 有 定义 ,此 
时 VyE[-1,1] 都 是 此 函数 在 zx=0 处 的 子 极限 . 
2) 当 z->0 时 7(z) = 总 sin 二 | 的 图 像 在 y= 也 与 y=0 之 


间 无 限 次 振动 , 故 x 一 0 时 ,任何 a 宇 0 都 是 f(z) 在 z=0 处 的 子 
极限 . 
3) Dirichlet 函数 


1， 当 z 为 有 理 数 时 ， 
0， 当 z 为 无 理 数 时 
在 任意 点 xz 处 ,a =0,1 都 是 D(z) 的 子 极限 . 

现在 介绍 上 、 下 极限 的 定义 . 

定义 ” 设 f(z) 在 集合 EE 上 有 定义 ,zxo 是 下 的 一 个 聚 点 , 当 
且 仅 当 数 A 为 A(z) 在 zo 处 所 有 子 极限 的 最 大 者 时 ,A 称 为 f(z) 
在 ze 处 的 上 极限 , 记 作 A = lim f(x). 


当 且 仅 当 f(x) 在 z 附 近 上 无 界 ( 即 : V86>0,VM>0， 


D(xzx)= 


中 即 :至 少 存 在 一 个 序列 z,E EE,x, zo ,使 得 n->co 时 ,x, 一 xo. 注 意 ,E 的 队 
点 不 一 定 属于 五 : 
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3zEE,0<lz-xzol<9, 使 得 f(z)>M) 时 规定 lim f(z)= 
+ oo . 

类 似 , 子 极限 的 最 小 者 B 定义 为 (xz) 在 ze 处 的 下 极限 , 记 作 
lim f(x)= B. 当 且 仅 当 f(z) 在 xo 附近 下 无 界 时 ， 规定 lim f(z) 


0 


当 且 仅 当 im 7(z) = + oo 时 ,规定 
lim F(z)= Jim F(z)= +oo. 
对 lim f(x)= - co 有 类 似 规定 . 
下 面 介 绍 函数 上 、 下 极限 的 等 价 描 述 . 
定理 1 车 f(x) 在 集合 EE 上 有 定义 ,zo 为 EE 的 一 个 聚 点 ， 
f(z) 在 zo 附近 有 界 , 则 如 下 三 条 等 价 : 
i. lm/f(x)=A 
f(z) 在 zo 附近 满足 条 件 : 
[al Ye>0,I6>0, 当 xEE,0<|z- zol<d 时, 
有 f(x)<A+i+e. 
b) Ve>0,Y6>0,4rEE: 0<|x-zxol<6, 
使 得 f(x)>A-e. 
iii. A= lim f(z)= f(z). 


+ oc o<liu Pp i<s 
em 


z€ER 
证 1° (i=>ii) 
因 lim f(z)=A. 所 以 jx, EB,zx, zo(n=1,2,…), 使 得 


[ee 


ii. 


zzosf(z) 一 A( 当 mco 时 ). 故 ve>0,yVS>0,3N>0， 
n>N 时 ,有 0<|z, -zol<8,1f(zx,)-Al<e. 从 而 Ve>0， 
V3>0,3jxEE, 到 0<|z-zol<3, 又 f(z)>A-e. 此 即 主 中 
条 件 b). . 
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现 证 条 件 4) ,用 反 证 法 . 设 3eo >0,VYa,= 耻 ,了 zoE 巨 , 虽 


然 0<|zx, -xol<5, 但 f(z,) 宇 A+eo(n=1,2,…). 因 有 界 性 ， 
用 致密 性 原理 ,有 收敛 子 列 | f(xz,,)} 一 c 之 A + eo( 其 中 <。 为 某 一 
常数 ). 与 A 为 最 大 子 极限 矛盾 .条 件 ii 之 a) 获 证 . 
2” (证 明 ii 一 这) 
要 证 明 im sup f(z)= A. 亦 即 
EE 


Ve>0, 要 找 6, >0, 使 得 0<6<5 时 ,有 
A-e< sup rz)<A+e (1) 
0<lr-zol<# 
EE 


1) 由 已 知 条 件 a), Ye>0,36,>0, 当 zxEE,0<|zx-zol 


<6, 时 ,有 JH(z)<A+， 


故 f(z)EA+F<Ate, 


SoD 
0O<izx 2 
于 是 , 当 0<5<56, 时 ， 我 们 有 
sup /< cf (TAre. ， (2) 
EL 


0<|lz-zol< < jz 
z€R 


2) 由 已 知 条 件 b), Ye>0,YV6>0,IjxE€E, 有 0<|zx- zl 
<6,F(z)>A4-e. 从 而 更 有 
up f(zx)>A-e. - (3) 


oe ol<é 


9) 式 直下 明了 式 () 因此 


因为 we mp ye 刘 8 的 增 函 数 , 故 


le ol< 


lim 
SuP #7)= inf 0 sup f(7). 
IEE 


3° (EE 明 i 
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已 知 im sup rz)=A. 故 VY 工 >0,38 >0 
S01! li I<# n 、 
(Tm < 工 二 ， 使 得 0< 3 过 6, 时 ,有 


| SUP f(z)-Al<i. 


0<lz-zol<i 
z€ER 
从 而 有 
1 
0< sup f(z) A< 二， 
ze 下 
1 
十 一 . 4 
故 A<, sup f(r)<A 7 (4) 
EE 


由 此 zx,EE,0<1z, - zo|< 8.< 二 ,使 得 


A<f(z,)<A+i (n=1,2,.…), 


即 j wx, EE,zx, xo,x,>ro, f(z )—>A(Y 2 一 co 时 ), 故 A 为 
f(z) 在 xo 处 的 子 极限 . 
最 后 来 证 A 人 B>> A 为 任 一 大 于 A 的 


实数 . 则 n 充分 大 时 ,A+ 一 LB. 据 (3) 式 ,有 


sup| _(z)<A+ 二 < 了 


"< 
于 是 对 一 切 z: 0<1 2 | <8, XEE, 恒 有 
f(z)<A+2i<B. 


所 以 不 存在 zx, EF,zx, zo ,zx, 悦 zo, 使 得 f(x,) 一 B. 故 A 是 子 
极限 的 最 大 者 . 
对 于 函数 的 下 极限 有 完全 类 似 的 结论 . 
定理 1 车 A(z) 在 集合 瑟 上 有 定义 ,zro 为 五 的 一 个 聚 点 ， 
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f(z) 在 zo 附近 有 和 界 , 则 如 下 三 条 件 等 价 : 
i. lim f(x)=B 


Tr 


0 


ii f(z) 在 zo 附近 满足 条 件 : 
a) Ye>0,396>0, 当 xzEE,0<|zx-zxo|<6 时 有 
B-e<f(zx). 
b') Ye>0,Y65>0,3jxzEE,0<|z -zo|<d, 人 使 得 
f(r)<B+e. 
iii, B= lim inf A 7)=sup inf < 


SO0+0<1z-z0l< 
zEE z€R 


推论 
1) 车 /(z) 在 xo 附近 有 界 , 则 f(z) 在 xz。 处 一 定 有 有 限 的 上 、 
下 极限 . 
2) 不 论 f(z) 在 zo 附近 是 否 有 界 , 下 式 总 成 立 : 
lm f(x)= lms sup| (7) = inf sup fz), 


0<1z- To 
en en 


zx 0<1 


lim f(x)= lim jinf 1s (2) = sup, ee inf a (7) . 
z en z 


3) B= lm f(z)< lim f(x)= = 


Yro 


4) 对 于 任 一 子 极限 a, 恒 有 BXa<A. 

5) Ve>0,38>0, 当 xzEE,0<|x-xo|<68 时 ,有 
B-e<f(x)<Ate. 

6) lim f(z)= A 的 充 要 条 件 是 


lim A(z)= limf(z)=A 
7) | 1 
lim 7(z) 一 maxilim7(z， )| x, EE, zr, >xo(r, xo)). 
im f(z) =minl lim f(z, )|zx, EE, zr, >zxo(zr, § ro)|. 


ro 
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二 、 单 人 出 上 .下 极限 


在 函数 上 、 下 极限 的 定义 中 ,车 zo 仍 为 E 的 聚 点 ,但 增加 限 

制 z> zo( 或 zx<xzo), 那 么 上 面 定 义 的 上 、 下 极限 , 便 是 f(z ) 在 

zo 处 的 右上 下 极限 (或 左上 、 下 极限 ). 容 易 证 明 : ， 
lm f(x)= max| im f(x), lim Tim f(x)}, 


zz TE 


0 0 


f(x)= min| lim f(x), lim f(x)!}. 


zz 


0 0 


三 、 函 数 上 .下 极限 的 不 等 式 


跟 序 列 上 、 下 极限 一 样 ,关于 极限 的 四 则 运算 性 质 ,不 再 成 立 . 
但 是 关于 极限 的 不 等 式 性 质 , 仍 被 保持 : 
设 f(z),g(z) 在 EE 上 有 定义 ,zo 是 下 的 一 个 肾 点 .车 了]5> 
0, 当 0<|z-zol<5,zxEE 时 , f(z) 三 g(x), 则 
Jim f(x)< lim g(x), 
lm f(z)< lim g(x). 
函数 的 上 、 下 极限 ,与 序列 的 上 、\ 下 极限 有 完全 平行 的 理论 ,二 
者 有 着 密切 的 内 在 联系 .关于 函数 上 、 下 极限 的 问题 ,一 般 可 以 仿 
照 序列 上 、 下 极限 的 方法 来 处 理 .或 者 利用 推论 7) 中 的 关系 式 , 把 
函数 上 、 下 极限 的 间 题 ,转化 为 序列 上 、 下 极限 的 问题 ,通过 序列 


” 上、 下 极限 的 相应 结果 求解 . 


例 1.7.1 设 f(xz),g(z) 在 EE 上 有 定义 ,xo 为 EE 的 聚 点 , 则 
lim f(z) + limg(z)< lm (f(r)+ g(x))< lim f(x) + lim g(z). 
证 I V3>0,YzEE,0<|z- zo|<8 时 ,有 | 
inf f(z)+inf g(z) 委 Az)+g(z) 生 sup f(x)+ g(x) 
(其 中 确 界 是 在 z€EE,0<|zx 一 zo|l<56 的 范围 里 取 的 ,下 同 ). 所 
以 
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inf f(z)+inf g(z) 和 inf (f(z)+ g(r))<sup f(z)+ g(rx), 
从 而 有 
inf f(x)+inf g(z) 委 inf (f(r)+ g(r)) 
sup f(x)+inf g(x). 
最 后 令 6 一 0' 取 极 限 , 便 得 欲 证 的 不 等 式 . 
证 三” 先 利用 上 节 序列 上 、 下 极限 的 相应 不 等 式 ( 例 1.6.1. )， 
对 五 中 任 一 趋向 zo 的 序列 jz 有 
lim f(x,) +lim g(x,)<lim( f(zx,)+ g(x,)) 
<lim f(zx,) +lim g(x,). 
然后 利用 上 面 的 推论 7) ,在 此 式 自 左 至 右 取 最 小 .最 大 值 , 容易 得 
到 和 欲 证 的 不 等 式 . 
注 例 1.7.1 中 的 等 号 亦 可 以 不 发 生 ,例如 :对 
2, 当 之 为 有 理 数 时 ， 


AD- 当 z 为 无 理 数 时 ， 
=| 当 为 有 理 数 时 ， 
8 |1, 当 z 为 无 理 数 时 ， 


limf(x)+limg(z)=0 <lim(f(x)+ g(x))=1 
rx"0 0 0 
<limf(z) +lmg(z)=2. 
I rz"0 


1.7.1 试 将 $1.6 中 关于 序列 上 \ 下 极限 的 例题 与 练习 改变 成 函数 上 、 
下 极限 的 命题 ,并 加 以 讨论 . 


* § 1.8 实数 及 其 基本 定理 


导读 ”本 节 主 要 适合 数学 院 系 学 生 , 非 数学 院 系 学 生 可 从 略 . 


本 节 将 对 实数 的 引进 作 概 括 性 的 介绍 ,重点 讨论 实数 基本 定 
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理 的 相互 推 证 方法 . 关于 实数 理论 ,可 参看 人 民 教 育 出 版 社 1981 
年 出 版 的 王建 午 . 曹 之 江 、 刘 景 释 合 写 的 《实数 的 构造 理论 ) 一 书 ， 
该 书 以 不 大 的 篇 幅 对 实数 理论 作 了 比较 全 面 系 统 的 介绍 . 


一 、 实 数 的 引入 


人 类 最 先 只 知道 自然 数 , 由 于 减法 使 人 类 认识 了 负 整 数 ,又 由 
除法 认识 了 有 理 数 .最 后 由 开 方 与 不 可 公 度 问题 发 现 了 无 理 数 .可 
惜 无 理 数 不 能 用 有 理 数 的 开 方 来 引进 ,事实 上 有 理 数 开 方 所 得 到 
的 无 理 数 ,只 是 无 理 数 中 的 很 小 一 部 分 .为 了 让 实数 与 数 轴 上 的 点 
一 一 对 应 ,充满 全 数 轴 ,必须 用 别 的 方法 . 

方法 之 一 是 用 无 限 小 数 .我 们 知道 任何 有 理 数 都 可 表 成 无 限 


循环 小 数 (例如 1= 0.9999… = 0.9) ,我 们 可 以 把 它 的 反面 一 一 无 
限 不 循环 小 数 定义 为 无 理 数 . 

一 个 无 限 不 循环 小 数 xz , 取 其 n 位 小 数 的 不 足 近 似 值 w ,与 
过 剩 近似 值 8, , 则 a, ,8, 管 为 有 理 数 , 且 


B. 一 av = 0, TE[a, ,BbB,) (a-*%). 


可 见 以 无 限 不 循环 小 数 定义 无 理 数 , 等 价 于 承认 每 个 以 有 理 数 作 
端点 的 区 间 套 , 必 有 且 仅 有 唯一 的 公共 点 .例如 柯 朗 (R. Courant) 
所 著 的 《 微 积分 和 数学 分 析 引 论 》 就 是 利用 有 理 数 为 端点 的 区 间 套 
来 引入 无 理 数 的 . 

历史 上 引进 无 理 数 的 传统 方法 主要 有 两 种 :一 是 戴 德 金 (De 
dekind) ,用 分 划 法 定义 实数 ,二 是 康 托 (Cantor)， 用 有 理 数 的 基本 
序列 之 等 价 类 来 定义 实数 . 

戴 德 金 分 划 法 的 直观 性 很 强 其 直观 思想 是 ， 每 个 有 瑞 数 在 数 
轴 上 已 有 一 个 确定 的 位 置 . 假如 数 轴 上 任意 一 点 处 将 靶 丹 蕉 成 两 
段 ,那么 全 体 有 理 数 便 被 划分 为 上 、 下 两 个 子 集 . 凡 上 集 元 最 懂 东 ， 
下 集 无 最 大 值 时 ,就 认为 这 一 分 划 定义 了 一 个 无 理 数 ， 此 应 夹 在 
上 、 下 集 之 间 . 如 此 定义 的 实数 (有 理 数 与 无 理 数 的 全 体 ) ,很 自 索 ) 
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地 有 “ 序 " 的 概念 .定义 四 则 运算 等 等 (可 参看 北京 大 学 数学 系 沈 党 
昌 编 写 的 《数学 分 析 》2 ,高 等 教育 出 版 社 ,1986. ) 
。 康 托 用 有 理 数 基 本 序列 的 等 价 类 来 定义 实数 ,虽然 不 如 分 划 
法 直观 ,但 其 思想 在 近代 数学 里 十 分 有 用 ,影响 深远 . 
有 理 数列 | x, | 称 为 是 基本 的 ,是 指 :YVe>0,3Ij3N>0, 当 mm， 
n>N 时 ,有 
[x, — x, [<e. (A) 
两 个 (有 理 数 的 ) 基 本 序列 {x, | 与 1z, “| 称 为 是 等 价 的 ,是 指 它们 
满足 
lim(x, - x,’)=0. (B) 
将 相互 等 价 的 基本 序列 作为 一 类 , 称 为 一 等 价 类 .条 件 (B) 表 
明 ,同一 等 价 类 的 基本 序列 其 极限 只 能 相等 .任何 一 个 有 理 数 a， 
常数 序列 a ,a ,… ,a,… 自 然 是 一 个 基本 序列 ,a 是 它 的 极限 值 . 
也 是 与 之 等 价 的 所 有 基本 序列 的 极限 .再 如 Y2( 中 学 里 已 证 过 它 
不 是 有 理 数 ) , 它 的 近似 值 序列 
1.4,1.41,1.414,1.4142,. 
也 是 基本 序列 .同样 把 有 理 数 写成 无 限 循环 小 数 ,其 近似 值 序列 
(例如 1=0.9 的 近似 值 序列 为 
0.9;,0.99 ,0.999 ,…; 
过 剩 近似 值 序列 为 
- 1.1,1.01,1.001,…) 
也 都 是 基本 序列 . 
我 们 看 到 ,同一 个 有 理 数 可 以 写成 许多 有 理 数 序列 的 极限 ,这 
些 序列 都 是 基本 序列 ,它们 都 彼此 等 价 .因此 每 一 个 有 理 数 都 对 应 
了 一 个 等 价 类 ,可 以 说 这 一 等 价 类 刻画 了 这 一 有 理 数 . 同样 像 /7， 


也 是 如 此 .因此 我 们 可 像 子 , 括 , 拟 ，,… 代 表 同 一 有 理 数 那样 ,认为 ， 


“每 一 (有 理 数 ) 基 本 序列 的 等 价 类 代表 一 个 实数 .” 当 此 序列 对 应 
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的 不 是 有 理 数 时 ,就 认为 它 定 义 了 一 个 无 理 数 .这 正 是 Cantor 定 
义 的 无 理 数 .这 种 定义 的 实质 是 让 每 个 (有 理 数 的 ) 基 本 序列 都 有 


极限 , 当 它 不 以 有 理 数 为 极限 时 , 它 就 定义 了 一 个 无 理 数 . 


有 了 实数 定义 ,再 用 基本 序列 的 运算 来 定义 实数 的 四 则 运算 ， 


以 及 序 关 系 . 


以 上 关于 实数 的 各 种 定义 ,虽然 形式 不 同 ,但 彼此 等 价 . 它 所 


定义 的 加 、 乘 运算 及 序 关系 ,都 像 有 理 数 一 样 ,满足 
1. 域 公理 即 Vz,y,zER( 实 数 域 ) 有 
1.1 交换 律 x+y=yt+z,xz'y=y'z. 
1.2 结合 律 (z+y)+xz=Z+(y+z)， 
(zy)z=Z(yz). 
1.3 分 配 律 zx'(y+z)=x'yt+x'z. 
1.4 有 两 个 特殊 的 成 员 0 与 1, VzER 有 


TX+0=x,x*1l=x. 


1.5 每 个 xzE€R 有 关于 “+ ”的 逆 元 - x; 关于“ 


xz ,使 得 
Z+t( -并 )=0,zz =1. 
2. 与 加 "+ ”、 乘 “…”" 运 算 相 容 的 全 序 公理 
2.1 Vx,yER 以 下 三 种 关系 : 
Ty T= yy 
必 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 
2.2 传递 性 若 z<y,y<z， 则 < xz 
2.3 与 “加 法 ” 相 容 性 若 z<y， zER, 则 
Xt+z<yt+z. 
2.4 与 “乘法 " 相 容 性 若 z<y,z>0, 则 


TZ<Yy'Z. 


”的 道 元 


3. (Archimedes 公理 ) VY z>0,y>0, 了 nEN, 使 得 nr y. 


与 有 理 数 不 同 , 实 数 具 有 完备 性 .- 
4. 完备 性 公理 :有 上 界 的 非 空 集合 必 有 上 确 界 . 
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人 们 发 现 ,用 什么 方式 定义 实数 并 无 太 大 关系 ,只 要 有 了 以 上 
四 组 公理 ,数学 分 析 全 部 理论 也 就 可 以 建立 起 来 . 

于 是 人 们 于 网 以 公理 系统 定义 实数 .所 谓 实数 空间 是 这 样 的 
集合 R: 其 上 定义 了 加 “+ ”、 乘 “." 运 算 , 以 及 序 关系 “<”( 由 序 关 
系 就 可 定义 上 、 下 界 与 上 、 下 确 界 ) ,满足 上 述 四 组 公理 .R 中 的 元 

注意 ,完备 性 公理 等 价 于 说 ,如 果 把 实数 分 成 上 .下 两 集 ,当下 
集 里 无 最 大 值 时 ,上 集 必 有 最 小 值 . 这 说 明 实 数 具 有 连续 性 , 填 满 
了 整个 数 轴 ( 没 有 空隙 ) 

实数 7 个 基本 定理 以 不 同形 式 刻画 了 实数 的 连续 性 ,它们 彼 
此 等 价 .下 面 讨 论 它 们 相互 推 让 的 方法 . 


二 、 实 数 基本 定理 


注 ” 跟 一 般 书 籍 写法 不 同 之 处 在 于 :下 面 我 们 着 重 讨论 “七 大 
定理 "彼此 相互 推 证 的 方法 . 
定理 1 ( 确 界定 理 ) 任 何 非 空 集 ECR, 若 它 有 上 界 , 则 必 有 
上 确 界 supE ER.( 等 价 地 车 有 下 界 , 必 有 下 确 界 .) 
定理 2 (单调 有 界 原理 ) 任 何 单调 递增 有 上 界 的 序列 | x, | 
CR, 必 有 极限 im z。 ER. (等 价 地 ,单调 递减 有 下 界 也 必 有 极 
限 . )( 所 谓 有 极限 , 指 有 有 限 极限 ,下 同 ) 
定理 3 (Cauchy 准则 ) 序 列 | xz, [CR 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
Ve>0,IJN>0, 当 m,n>N 时 ,有 
|z 一 |<e. 
| 注意 ,该 定理 的 必要 性 ,由 绝对 值 的 三 角 不 等 式 可 直接 推出 . 
反映 实数 连续 性 ,与 其 他 基本 定理 等 价 的 ,只 是 此 定理 的 充分 性 : 
实数 组 成 的 基本 序列 必 有 极限 . 
定理 4 《致密 性 定理 ) 任 何 有 界 无 穷 序 列 必 有 收敛 的 子 
序列 . 
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定理 5 ( 聚 点 原理 ) 任 何 有 界 无 穷 集 ,至少 有 一 个 聚 点 . 

定理 6 (区 间 套 定理 ) 任 何 闭 区 间 套 , 必 存 在 唯一 的 公共 点 . 
详细 地 说 : 若 ao 7,b, Nas 三 bb 一 42,0( 当 nn 习 吕 时 ), 则 
i[a, ,5, ]1 称 为 闭 区 间 套 ,这 时 必 存 在 唯一 的 ¢ERR, 使 得 

aiEELb (VnEN). 

定理 7 (有 限 覆 盖 定 理 ) 闭 区 间 上 的 任 一 开 和 覆盖 , 必 存 在 有 
限 子 覆 盖 . 详 细 地 说 ; 设 {4A| 是 一 组 开 区 间 , 若 VY xzE[a,65],3A, 
E14A1 ,使 得 zxE A,, 则 称 {A| 为 闭 区 间 [a,5] 的 一 个 开 覆 盖 . 定 
理 指出 ,[a ,6] 的 任 一 开 覆 盖 14| 中 , 必 存 在 有 限 子 集 {4, , A; ,…， 
A,1CI1A},1A1,4,,…,A,| 仍 为 [a ,5] 的 一 个 开 覆 盖 ( 称 之 为 有 
限 子 覆 盖 ). 

定理 1~6 属于 同一 类 型 ,它们 都 指出 ,在 某 一 条 件 下 , 便 有 某 
种 “点 "存在 .这 种 点 分 别 是 : 确 界 ( 点 )( 定 理 1)、 极 限 点 (定理 2 与 
定理 3) 、 某 子 序列 的 收敛 点 (定理 4)、 某 聚 点 (定理 5) ,公共 点 ( 定 
理 6). 定 理 7 属于 另 一 种 类 型 , 它 是 前 六 个 定理 的 逆 否 形式 .不 论 
用 前 六 个 定理 来 分 别 证 明定 理 7, 还 是 用 定理 7? 分 别 推出 前 六 个 
定理 ,都 可 用 反 证 法 完成 .而 前 六 个 定理 ,可 以 直接 互 推 . 

交 例 1.8.1 用 区 间 套 定理 证 明定 理 1 一 5. 

证 都 可 用 二 等 分 方法 证 明 . 

1"( 证 明确 界定 理 ) 设 M 为 集合 ECR 的 上 界 [ 即 Y x EE, 有 
z 安 M], 来 证 36=sup EER. 若 已 有 最 大 值 , 则 最 大 值 即 为 上 确 
界 . 现 设 下 无 最 大 值 . 任 取 一 xo EE, 将 [zx6,M] 二 等 分 , 若 右 半 
区 间 含 有 巨 中 的 点 , 则 记 右 半 区 间 为 [a, ,5 ] ,否则 就 记 左 半 区 间 
为 [ai, 6b1]. 然后 将 [a,, 5] 再 二 等 分 ,用 同样 的 方法 选 记 
[as ,5b], 如 此 无 限 下 去 ,我 们 便 得 一 区 间 套 {[ a, ,6,]| ,a, 7,b， 


ba, = 去 (M- zu) 一 0( 当 n 一 co 时 ). 由 区 间 套 定理 ,可 知 


存在 唯一 公共 点 sE [a,,b,](n =1,2,…). 不 难 证 明 & 正 是 下 的 
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上 确 界 . . 

2" (证 明 单调 有 界 原理 ) 设 x, AFA, 日 xz, 万 M(n ==1,2,…), 用 
上 面 同样 方法 前 分 [z , M] 区 间 , 可 类 似 得 区 间 套 和 公共 点 《, 这 
时 易 证 lim z， = é€. : 

3* (证 明 Cauchy 准则 的 充分 性 ) 只 要 注意 到 基本 序列 必 有 界 
ISTSMOC=1,2,…), 然 后 对 [mm ,1M ] 进 行 二 等 分 , 选 含 | x, | 
无 穷 多 项 的 那 一 “ 半 区 间 " 作 为 [a, ,51]. 如 此 无 限 剖 分 下 去 ,得 区 
间 套 和 公共 点 $, 这 时 有 lim zx, = &. 

4" (证 明 致密 性 定理 ) 方 法 同 3" ,这 时 & 的 任 一 邻 域 含 {x, | 的 
无 穷 多 项 ,因而 可 知 | zx, 1 至 少 有 一 个 子 序列 以 & 为 极限 . 

5" (证明 素 点 原理 ) 请 读者 自 证 . 

交 例 1.8.2 用 定理 1~5 证 明 区 间 套 定理 . 

证 1 (用 确 界 定理 证 明 区 间 套 定理 ) [a, ,65,]| 为 区 间 套 
( 即 op 0O<b 一 4,0) 令 EE= {a,|, 因 它 有 上 界 5, 故 由 
确 界定 理 知 存在 《= supE , 易 证 8 为 [a, ,5,] 的 唯一 公共 点 . 

2" 类 似 地 ,用 单调 有 界 原理 ,Cauchy 准则 的 充分 性 ,致密 性 定 
理 ,来 点 原理 分 别 可 证 1a,1 有 极限 (或 16, | 有 极限 ), {a, | (或 
15,1) 存 在 收 傅 的 子 序列 (从 而 有 子 序列 的 极限 点 ),E= fa,iU 
16, 1 有 聚 点 ,它们 正 是 区 间 套 的 唯一 公共 点 . 

例 1.8.3 定理 1~5 的 相互 推 证 . 

证 除 定理 1 可 简单 地 推出 定理 2 之 外 ,其 余 的 证 明 都 可 用 
二 等 分 方法 完成 . 

1 (用 定理 1 证 明定 理 2) 设 zx,7 有 上 界 M, 取 瓦 = |z.1,( 不 
论 |z,1 是 否 有 无 穷 多 项 相同 ) 由 确 界定 理 知 , 有 

é€= supzx, ER. 
并 易 证 x, 一 E(n 一 oo 时 ). 
2 定理 1~5 都 可 以 用 二 等 分 方法 完成 . 如 证 明定 理 1, 可 采 
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用 例 1.8.1 中 证 1" 的 方法 , 设 已 为 有 上 界 M 的 非 空 集 . 任 取 一 点 
zoE 巨 ,采用 例 1.8.1 中 证 1 的 方法 ,将 [zu, M] 不 断 地 二 等 分 ， 
作 区 间 套 1[a.,b.]| ,a 77,6, ,6, -a = 去 (M 一 zo)>0( 当 
2 一 ce), 用 定理 2,3 都 可 证 明 ia, | 收敛 lim a, = &€R( 用 定理 4 
可 知 有 收敛 子 序列 以 某 点 为 极限 ,用 定理 5 可 知 |a, | U 15, | 至 
少 有 某 一 聚 点 8) , 且 & 正好 是 E 的 上 确 界 . 

类 似 可 证 明定 理 2. 

定理 3 一 5 也 可 类 似 证 明 , 所 不 同 的 仅 是 剖 分 时 采用 例 1. 8.1 
中 证 3 的 原则 选取 [ a, ,5, ]. 

次 例 1.8.4 有 限 覆 盖 与 其 他 定理 的 相互 推 证 . 

证 .用 反 证 法 . 

1 用 有 限 覆 盖 定 理 证 明定 理 1 一 6. 

(证 明确 界定 理 ) 设 B SECR,YzEE 有 zx 过 M. 任 取 一 点 
zo EE, 考 典 闭 区 间 [ zu, M], 假 若 已 无 上 确 界 (最 小 上 界 ) ,那么 
VzEfzo,M): 

i) 当 z 为 五 的 上 界 时 , 必 有 更 小 的 上 界 x, < zx, 因而 x 有 一 
开 邻 域 4, ,其 中 皆 为 正 的 上 界 ; 

ii) 当 z 不 是 EE 的 上 界 时 ,自然 有 五 中 的 点 zx,>xzx, 于 是 x 有 
开 邻 域 A, ,其 中 每 点 皆 不 是 巨 的 上 界 . 

[zo,M1 上 每 点 都 找 出 一 个 邻 域 4, , 它 要 么 属于 第 一 类 (每 
点 为 上 界 ) ,要 么 属于 第 二 类 (每 点 丝 不 是 上 界 ). 这 些 邻 域 1A_:z 
E[zo,AM]i ,组 成 闭 区 间 [zu,M] 的 一 个 开 覆 盖 , 由 有 限 覆 盖 定 
理 , 必 存在 有 限 子 覆盖 14A, ,… , A, | .注意 , M 所 在 的 开 区 间 ,应 为 
第 一 类 的 , 相 邻 接 的 开 区 间 4。 有 公共 点 ,也 应 为 第 一 类 的 ,经 过 
有 限 次 邻接 ,可 知 ze 所 在 的 开 区 间 也 是 第 一 类 的 .这 便 得 出 矛盾 . 

类 似 地 可 用 有 限 覆盖 定理 证 明定 理 2 一 6. 当 用 反 证 法 ,假定 
欲 证 之 定理 不 成 立时 ， 
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对 定理 2、3、4, 每 点 z 可 找到 开 邻 域 A, ,使 得 A, 中 除 中 心 点 
可 能 与 zx, | 中 的 项 相同 之 外 ,其 余 与 zx, | 不 相交 ; 

对 定理 5, 每 点 z 可 找到 开 邻 域 4, , 除 中 心 点 可 能 属于 原 集 
合 忆 之 外 ,再 无 之 点 ; | 

对 定理 6, 每 点 x 可 找到 开 邻 域 A, ,使 得 至 少 有 某 一 
[a, ,5 ] 与 A, 不 相交 ,从 而 n>no 时 ,[a, ,5,] 更 与 A, 不 相交 . 

然后 利用 有 限 覆 盖 定 理 找 出 矛盾 . 

2" 用 定理 1 一 6 证 明 有 限 覆 盖 定 理 . 

(用 反 证 法 与 二 等 分 方法 ) 先 以 定理 6( 区 间 套 定理 ) 为 例 进行 
证 明 : 

假设 某 一 闭 区 间 [a ,5] 的 某 个 开 覆 盖 14A1 无 有 限 子 覆 盖 ,; 
[a ,5j] 二 等 分 , 则 至 少 有 一 “ 半 区 间 ”, 它 不 能 用 {A1 的 有 限 子 集 盖 
住 ,将 此 半 区 间 记 为 [a, ,bi]( 如 果 两 个 半 区 间 都 如 此 ,可 任 选 其 
中 的 一 个 ) .然后 将 [ai ,bi] 再 二 等 分 ,重复 上 述 步骤 ,无 限 进行 下 


去 , 便 得 一 区 间 套 1[a ,6,] :a, A,b, Wb -a, = 声 (6-a)>0 


( 当 n 一 oo 时 ), 每 个 [a, ,6b, ] 皆 不 能 用 {A1 的 有 限 个 所 盖 . 

利用 区 间 套 定理 ,可 知 存在 一 点 $, 为 [a, ,65, ] 的 唯一 公共 点 : 
则 & 点 处 产生 矛盾 ,因为 &E [a,5], 所 以 存在 一 开 区 间 A, = 
(a,B)E 141, 使 得 a<&<B, 但 由 于 lima, = limb, =&, 所 以 n 充 
分 大 时 有 

a<a,<é<b,<B, 

这 表明 [a, ,5, ] 已 被 A, = (a,B)E |A1 所 覆盖 .与 [a, ,6, ] 的 本 性 
矛盾 . 
同 理 可 用 定理 1 一 5 证 明 , 所 不 同 之 处 分 别 只 是 为 w. 的 上 
确 界 ,极限 ,|a, | 菜子 序列 的 极限 ,|a, 1U12 | 之 聚 点 . 

实数 的 7 个 基本 定理 ,在 理论 上 非常 有 用 ,这 里 只 是 开 个 头 ， 
以 后 各 章 各 节 还 将 反复 用 到 它们 .如 例 4.2.5, 例 4.2.11, 例 
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5.2.14, 例 5.2.27 等 . 


1.8.1 设 函 数 f(x) 在 有 限 区 间 [上 有 定义 ,满足 : V ze 了 ,存在 之 的 
某 个 开 邻 域 (z- 8,z+6), 使 得 f(x) 在 (z -6,z+6) 站 1 上 有 界 . 

1) 证 明 : 当 I=[a,65](0<65-a<+%) 时 , f(x) 在 1 上 有 界 ; 

2) 当 1= (a,5) 时 ,了 f(x) 在 1 上 一 定 有 界 吗 ? 《厦门 大 学 ) 


提示 “1) 可 用 有 限 覆盖 定理 ;2) 不 一 定 .例如 /(z)-z,g(x)= 寺 在 I 


= (0,1) 上 满足 条 件 但 /有 界 ,g 无 界 . 

交 1.8.2 设 F(z) 在 [e,5] 上 有 定义 且 在 每 一 点 处 函数 的 极限 存在 , 求 
证 :F(z) 在 Le,8] 上 有 界 .( 哈 尔 滨 工业 大 学 ) : 

提示 根据 极限 定义 , 按 已 知 条 件 V x Ela,65], 6. >0, 使 得 (zx 6, 
z+6.)Nn[a,6] 内 有 |f(x) 一 f(zx+0)1<1, 从 而 有 | f(x)| 志 | f(z +0)|+ 
1 (A(z 二 0) 表 示 limf(z)). 然后 再 用 有 限 覆 盖 定 理 . 

六 1.8.3 设 f(z) 在 (a,5) 内 有 定义 ,VY &E(a,6),36>0, 当 xzE 
(&-6,£+6) 门 (a,5) 时 ,有 

f(z)<f(E) ( 当 z<e 时 ); f(z)>f(8) ( 当 z>8 时 ). 

求证 : f(z) 在 (a,5) 内 严格 递增 . 

提示 只 要 证 明 Y & .El(a,6): 当 & <&g 时 必 有 /(&)<f(e), 即 可 . 
为 此 可 在 [& ,名 ] 上 每 点 找 出 题 设 的 开 邻 域 ,组 成 开 覆 盖 , 用 有 限 覆 盖 定 理 . 

再 提示 ”应 用 有 限 覆 盖 之 后 ,所 得 的 有 限 子 覆盖 里 ,保留 (没有 就 添加 ) 
以 为 中 心 的 开 邻 域 , 删 去 多 余 的 开 邻 域 ,每 两 个 相 邻接 的 开 邻 域 里 选 出 
一 个 公共 点 ,整理 后 的 x 个 子 覆 瘟 中 心 点 及 n -1 个 公共 点 顺 次 记 为 x1, 
zy ，… ,Xx ; 则 

全 = 为 中 心 点 ,zz; 为 公共 点 (i 二 1,2,…,n)] 

于 是 f(€)= f(z )<f(r)< < f(r 1)= (8). 

1.8.4 用 有 限 覆盖 定理 证 明 :任何 有 界 数列 必 有 收敛 子 列 .( 西 北大 学 ) 

提示 可 用 反 证 法 . 

再 提示 设 m 志 xz, 二 M (n=1,2,…) 无 收敛 子 列 二 VY xzE[lm,M]， 
3 6>0 使 得 (x -6,z+6) 中 最 多 只 含 1z, 1 的 有 限 项 .应 用 有 限 徐 盖 定 理 二 
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[mm ,MI] 存 在 有 限 子 覆盖 (rz - 6, ;x; + 6;) (=1,2,…,) 一 |zo 只 有 有 限 
项 .矛盾 . 

次 1.8.5 试用 区 间 套 定理 重新 证 明 $1.1 练习 1.1.13:“ 设 F(z) 在 
[0,1] 上 万 ,f(0) >0,f(1) <1, 试 证 :了 x。E (0,1), 使 得 f(x。) = x?. (福建 
师范 大 学 )” 

提示 记 g(x)=x -f(x), 则 g(0)<0,g(1)>0, 将 [0,1]j] 二 等 分 ,车 
分 点 处 g(x)=0, 间 题 已 解决 ,否则 取 端 点 异 号 的 子 区 间 再 二 等 分 ,如 此 下 去 
组 成 闭 区 间 套 ,唯一 的 公共 点 , 即 为 所 求 . 

再 提示 ”所 得 的 区 间 套 记 为 [a, ,6, ](n =1,2,…), 按 作法 ,每 次 g(a,) 
<0 (Bal < /f(a,)), 

g(b,)>0 (Bp f(6,)<b?), 
据 区 间 套 定理 ,[ a, ,6b, ] 存 在 唯一 公共 点 &€ [a,,b,] (n=1,2,…),|a, 一 8 
志 |5, 一 a 一 0, 即 a, 一 & ( 当 n 一 2 时 ), 同 理 ,5, 一 &( 当 n->oo 时 ). 

因 f7, 故 a? 和 f(a) 所 f(E)SEf(6,) SE (n=1,2,…). 但 n 一 ww 时 ， 
as> 人 ,0 名, 故 /(&)=&. 

注 本题 难 在 叙述 清楚 . 

相关 的 练习 如 下 章 练习 2.1.25 至 2.1.28, 可 参阅 . 
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第 二 章 “ 一 元 函数 的 连续 性 


本 章 我 们 主要 讨论 连续 性 的 证 明 , 连 续 性 的 应 用 ,一 致 连续 ， 
半 连 续 与 函数 方程 等 方面 的 内 容 . 


* § 2.1 连续 性 的 证 明 与 应 用 


注 e - 8 方法 是 数学 院 系 学 生 的 重点 , 非 数学 院 系 学 生 不 作 
太 高 要 求 . 


* 一 、 连 续 性 的 证 明 


要 点 ”要 证 明 一 个 函数 f 在 某 区 间 I 上 连续 ,只 要 在 区 闻 里 
任意 取 定 一 点 To€1, 证 明 lim f(x)= f(zxo). 为 此 ,我 们 可 以 : 

1) 利用 定义 ,证 明 : 

Ve>0,38>0, 当 |zx -zol<5 时 ,有 |f(x)- f(xo)|<e; 

2) 利用 左右 极限 ,证 明 : 

f(zo +0)= f(zx0)= f(z -0); 

3) 利用 序列 语言 ,证 明 : 

V fizojzo 有 zs) 一 COzo)i 

4) 利用 邻 域 的 语言 ,证明 : 

Ve >0,36>0, 使 得 

fl(zo— 6,r0+6)]C(f(x0) -ee, f(z0) +e); 

5) 利用 连续 函数 的 运算 性 质 ,连续 函数 与 连续 函数 经 过 有 限 . 
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次 +，- ，…， 二 (除法 要 求 除数 不 为 零 ) ,复合 (内 层 函 数 的 值 域 在 外 
层 函 数 的 定义 域内 ) ,仍然 是 连续 的 . 
交 例 2.1.1 证 明 Riemann 函数 


1 = 之 
za- 当 为 既 约 分 数 ,ga >0， 


0, 当 z 为 无 理 数 
在 无 理 点 上 连续 ,在 有 理 点 上 间断 . (浙江 大 学 ) 


证 1 设 zs 为 有 理 点 ,xz = 也 (为 既 约 分 数 ),9>0, 则 R(zo)= 
二 >0， 由 无 理 点 的 稠密 性 , 3 无 理 点 列 |x,1>z( 当 n>oo 时 ), 但 


RGz) -RGz)1=|0-1|=1>0 (yneN， 


即 R(xz,) 玉 R(xo). 故 RC) 在 有 理 点 不 连续 
2 (证 明 在 无 理 点 上 连续 ) 设 x。€10,1] 为 无 理 点 . 则 R(xo)=0. 


首先 ,我 们 从 R(z) 的 定义 可 以 看 出 ,Ye>0,R(zx) 宇 e 的 点 
,在 [0,1] 上 最 多 只 有 有 限 个 (事实 上 ,要 R(. ">> x 必须 是 


有 理 点 , 若 z= 卫 ,R (上 = > 则 0<p<g<< 士 .可 见 满足 此 


q 


不 等 式 的 有 理 数 万 最 多 只 有 有 限 个 ). 如此, 可取 0>0 充分 小 ,使 


得 (xo 一 6,xo +6) 不 含有 尺 (x) 之 e 之 点 ,此 即 

VrE(xro -8d,zo0+8), 有 |IR(z)- R(x)|= R(r)<e. 
这 就 证 明了 R(xz) 在 [0,1] 内 的 无 理 点 上 连续 .又 因为 R(x) 以 1 
为 周期 @ ,所 以 R(z) 在 一 切 无 理 点 上 都 连续 . 


@ 着 = 为 无 再 数 , 则 R(z+1)= R(z)=0; 又 若 z= 去 (9 为 互 质 整数 ) , 因 
1+z=2+p J 下, 又 (p+ 9) 与 g 为 互 质 整 数 , 故 为 有 理 数 时 亦 有 
R(xz+1)= R(xz). 
总 之 ,R(z) 以 1 为 周期 . 
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注 R(0) = 1, 因 为 要 使 0= 疙 为 既 约 分 数 , 且 9>0, 故 只 可 


能 g=1,p=0. 
六 例 2.1.2 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,证 明 函 数 
M(z)= gopf (2), mlz)= Inf() 
在 [a ,5] 上 连续 . (湖北 大 学 ) 
这 里 只 就 M(xz) 进 行 证 明 ,m (xz) 的 连续 性 证 明 留 作 练 习 . 
证 根据 连续 函数 在 闭 区 间 上 必 达 上 、 下 确 界 的 性 质 , M(xz) 
在 [a ,5] 上 处 处 有 定义 .又 因 上 确 界 随 取 值 区 间 扩 大 而 增 大 , 知 
M(xz) 放 7. 故 每 点 处 的 单 侧 极限 存在 . VY zx。€ [a ,。] 我 们 只 要 证 明 
下 面 等 式 成 立即 可 : 
M(zo -0)=M(zo)= M(zo +0). (1) 
由 M(z) 单 调 性 ,我 们 有 M(x。-0) 达 M(xzo). 又 因 
YzE[a,zol 有 f(z)S sup f(t1) = M(z)SM(zo -0), 所 以 
M(xo) = sup, f(D)EM(z, 0)， 


故 (1) 式 左边 等 式 成 立 . 下 面 用 反 证 法 证 (1) 中 右边 之 等 式 . 因 
M(z) 单 调 , M(xzo) 记 M(xzo+0). 假 车 M(zo+0)>M(zo), 则 
可 取 充 分 小 的 e。>0, 使 得 M(zo。+0)>M(zo)+eo. 于 是 Vx> 
Xo 有 
,sup f(t)= M(z)>M(zo +0)>M(zro) + eo. 

由 确 界定 义 3 :€[a ,zx], 使 得 
f(t2)> M(xzo)+ eo f(xro) + eo, (2) 
但 在 [a ,zeo] 上 F(z) 委 MICzo), 所 以 (2) 式 中 的 上 GE (zy,z]. 这 便 
与 f(x) 的 连续 性 矛盾 .证 毕 . 

例 2.1.3 设 f(z) 在 (0,1) 内 有 定义 , 且 函 数 e*f(z) 与 
e ”在 (0,1) 内 都 是 单调 不 减 的 . 试 证 : f(z) 在 (0,1) 内 连续 . ( 北 
京师 范 大 学 ) 

证 1 因 e 7 ,所 以 z>z 时 有 e Azerizo) ， 
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el el , f(zro)f(zr). (1) 
此 即 表明 AF(zh). 所 以 Wzo，F(zu ),f(zxso ) 存 在 . 
2* 由 ef(z)7 知 :xz>xo 时 ef(x) 之 ew f(zo). 令 >xo， 
得 en f(zxo ) 之 e™ f(xo), 


flxo ) 之 f(x0). (2) 
3° 在 (1) 式 中 , 令 xz 一 zo 得 
f(zxo)f( rt ). (3) 


式 (2)、(3) 表 明 f(zo) = 了 (zo ) .类似 证 f(zg ) = f(zo). 从 而 
在 zo 处 连续 .由 x。 的 任意 性 , 知 有 在 (0,1) 处 处 连续 . 

x 例 2.1.4 设 F(z) 在 (- oo,+co) 内 有 定义 ,上 且 (1) 具 有 介 
值 性 ( 即 : 若 F( zi )<A< (zz), 则 习 位 于 zi 与 zy 之 间 , 使 得 
7(6)=A)3(2) 对 任意 有 理 数 r, 集 合 1z:F(z)= r| 为 闭 集 . 斌 
证 :A(z) 在 (- co,+co) 上 连续 . 

证 《 反 证 法 ) 车 在 某 一 点 zx 处 不 连续 . 则 3 e >0, 使 得 


Y 元 >0, 习 ,虽然 lz, - zo1< 过 ,但 17(z,)- F(zo)1 ao- 即 


[zzo 但 17Czs)l 在 (FCzo)- soyf(zo)+eo) 之 外 .从 而 在 
(CCzo)-so,f(zo)+eo) 之 外 至 少 一 侧 ( 例 如 右 侧 ) 含 有 | FFCz,)| 
的 无 穷 多 项 : 
(zs )> f(zo) teolk=1,2,..). 
flxo) -eo r flxo)+teo 
An jx)  》 


2.1.1 


在 (f(zxo),f(xzo)+ eo) 内 任 取 一 有 理 数 >; 
f(xo)<r<f(ro)t+ so< f(x, ). 
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由 介 值 性 条 件 , 对 每 一 Zn， 3& 在 zo 与 Tn, 之 间 ,使 得 f(&)= 
r (k=1,2,…). 因 zu 六 Xo， 所 以 一 zo( 当 一 品 时 ). 这 表明 
zo 是 |z: f(x)= ri 的 一 个 聚 点 . 据 已 知 条 件 (2), 知 zoE {xz: 
f(z)=rl 即 f(zxo)=7r, 与 f(zo) 丸 +r 矛盾 ,证 毕 . 

例 2.1.5 设 函 数 y= f(x) 在 (a,5) 内 有 定义 ,具有 介 值 性 
质 , 并 且 是 一 对 一 的 ( 即 若 zi 六 zy , 则 必 有 f(z) f(zx,)) 
试 证 :1) f(xz) 是 严格 单调 的 , 值 域 为 某 个 开 区 间 J; 

2) 广 (y) 在 了 内 单调 ,而 且 也 有 介 值 性 ; 

3) F(z), 广 :!(y) 连 续 ， 

证 1) 由 了 是 一 对 一 的 ,假若 不 严格 单调 , 则 必 3 xz! < zs; 
< zs 使 得 

fx)<f(r), f(x)> F(x,); 
或 fz)> f(r), fz) < f(x,). 
下 面 只 就 前 一 种 情况 进行 讨论 ,后 一 种 情况 类 似 可 证 . 

任 取 一 数 ,使 得 max{ f(xz1),f(z;)1 之 < 了 (x,). 由 介 值 
性 知 : 

3 和 EC(zi,zz)， 

é€2€E (x2, Xs), 
使 得 f(£.)= p= f(&,). 
这 就 和 f 的 一 对 一 的 条 件 矛 盾 . 故 f 只 能 严格 单调 .为 了 确定 起 
见 ,下 面 不 妨 假设 f 严 帮 .由 介 值 性 ,显然 f 的 值 必 填 满 某 区 间 
(可 以 为 无 穷 区 间 , 但 必 为 开 区 间 !). 记 为 J. 

2) 因 f 严 有 7, 故 7 !' 亦 严 了 7( 不 然 3 y, < y, 使 得 广 5(y ) 之 
f(y2), 则 =f[f"'(y1)] 宇 fLf"'(y,)]= ys 矛盾 ). 广 ! 的 介 
值 性 明显 [ 因 Vf'!'(y)<e</f 1!'(y,)( 据 7) 有 
y= ff yA SFLF Cy)] = y, 记 p= f(§), 则 
了 '(p)=&. 这 即 表明 ,对 于 任意 二 值 广 :(y ) 与 /1(y,) 之 间 的 
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每 个 值 上 , 必 存 在 y= f(&) 在 y1 与 yy 之 间 , 使 得 f°'(p)= &]. 


中 f(s2) 
fC 

La == 光 
f(x) 
fa 一- 


图 2.1.2 


3) (f 的 连续 性 ) 
记 


V roE(a,b), VY 邻 域 (f(zx6)-e,f(zxo)+e) U 
( 因 了 的 值 域 为 开 区 间 , 故 不 妨 设 (f(zxo)-e,f(z6o)+e)CJ). 因 
了 " 严 有 77, 所 以 
fF [f(zxo) -ej<ro<f [f(rxo)t+el. 
取 6=min{zxo -ff [f(xo) -el,f [f(xo)+e]— zo}, 
记 V=(xo ~ 6,Zxo+6), 
由 f 的 单调 性 , 知 fA(V)CU. 所 以 了 在 (a ,65) 上 连续 . 
类 似 可 证 广 '(y) 在 了 内 连续 . 
* 例 2.1.6 证 明定 理 : FA(z) 在 实 轴 X 上 连续 全 任何 开 集 的 
逆 像 , 仍 为 开 集 ( 即 : 设 O 为 了 轴 寺 的 开 集 , 则 广 :(O) 三 
jz:F(z)EoOliI 为 X 轴 上 的 开 集 )@. 
证 1 (二 ). 要 证 广 !(O) 为 X 轴 的 开 集 , 即 要 证 明 : Y zo EE 
了 '(O),38>0, 使 得 


QD 集合 O 被 称 为 是 开 集 , 指 它 的 每 个 点 皆 为 内 点 , 即 :Y xoE O,36>0, 使 得 
(xzo~ 6,r0+6)CO. 
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(ze-8,zo+SCPr (0). (1) 
由 zcE 太 (OO), 知 yo = f(zxo)E O. 既 然 O 为 开 集 ,所 以 
了 je>0, 使 得 
(f(xo) ~e,f(xo)+e)=(y -ee,y te)CO. (2) 
据 /连续 ,对 % 的 邻 域 (y 一 。 ,yo +e),36>0， 
使 得 Fr[(ze-8zo+o9)]C(Om-e yt+e)CO 
从 而 (zo -86,xzo tS)Cf [I(y -ee,y +e)]Cf (0O). 
了 “(OO 〇 ) 为 开 的 . 
2 (二). 已 知 任何 开 集 的 逆 像 为 开 集 . 故 VY xo€ X,YVe>0， 
( 设 yo = f(zxo)) (yo 一 ,yo +e) 的 逆 像 f°'[(y。 一 ,yo +e)] 为 
开 集 .由 此 对 于 zoE 了 '[(yo。 一 ,yo+e)],36>0, 使 得 
(zo 6,To0 t+)Cf '[(yo —e, yo +e)]. 
故 f[(xo-8,xo+6)]C(y -ee,y +e)=(f(z0)-e, f(ro) +e). 
所 以 /连续 . . 
评述 ”该 定理 具有 重大 意义 ,因为 它 实际 上 给 出 了 连续 性 的 
另 一 种 新 的 定义 方式 ,这 种 方式 可 以 摆脱 e - 9 ,利用 邻 域 . 开 集 的 
工具 ,建立 抽象 空间 里 的 连续 映射 理论 .这 正 是 后 来 点 集 拓 扑 学 的 
x* 例 2.1.7 设 F(z) 在 (- oo,+co) 上 有 定义 .证 明 :F(Cz) 
连续 会 VcE(-oc,+oco), 集 合 lz:Fz)>c 与 jz:pFGz)<cl 为 
开 集 . 
提示 ”必要 性 可 利用 连续 函数 保 号 性 证 明 . 充 分 性 , Y xz。 € 
(-c+c), Ye>0,zo€E {zr:f(r)>f(ro) -el 开 集 . 
下 面 让 我 们 讲 几 个 利用 运算 性 质 的 例题 . 
交 例 2.1.8 证 明 :1) 若 函 数 f(z),g (zx) 连续 , 则 函数 
p(z)=min[ f(z),g(z)],y(z)=max{f(z),g(z)| 亦 连续 . . 
2) 设 广 (z), 户 (z), 户 (z) 在 [a,5] 上 连续 , 令 函 数 太 的 值 
f(z) 等 于 三 值 f (zx),f,(z),f;(z) 中 介 于 其 他 二 值 之 间 的 那个 
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值 .证 明 /在 [fa ,2] 上 连续 .( 西 安 电 子 科技 大 学 ) 


3) 令 


Zz， 当 -<xz 委 2 时 ， 
n,， 当 x>n 时 . 
f(z) 为 实 函 数 . 试 证明 ; f(z) 连 续 的 充 要 条 件 是 g, (z) = 
us[f( 工 )] 对 任意 固定 的 n ,都 是 x 的 连续 函数 , (相川 大 学 ) 
证 1) . 


一 天 当 z 委 -2 时 ， 
| 


p12)= £0+ ee) 1/() ala)|, 


~_f(z)+g(xr)+|f(r)- g(x)) 
yp(z) 7 。 


2) f(x)=f (r+f(r) +t f(r) -mx fi(zr), f(r), f(r) 
-min{ fi(x),f,(x), f(x)|. 
3) g, (x)=u,{[ f(x)] 
(利用 2)) ”= -nt+f(z)+n—-max{—n,f(r),n| 
—min|—n,f(z),n} 


= f(z) -max!|f(x),nl —min{ f(z),—n! 
(利用 1)) = f(z) n+ fr) + | f(z) -nl 
2 


_ ~n+t+f(z)-|nt+f(z)| 
2 
ln+f(z)|-|n- f(z)| 
2 . - 

以 上 由 连续 函数 的 运算 性 质 , 即 知 它们 连续 .3) 的 充分 性 留 作 练 
习 . 
例 2.1.9 设 f(x) 在 (a,b) 上 至 多 只 有 第 一 类 间断 点 , 且 对 
Vx,yE(a,5b) 有 


了 / 守 2)< 人 2， a) 
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求证 ; F(z) 在 (a,8) 上 连续 . : 
提示 在 (1) 式 中 , 令 y>x= zo,y 了 zxo 取 极限 ; 令 ?<z= 
zo，,y 产 Xo 取 极 限 ;最 后 令 z= xo+h,y= xo 一 h,h>0+ 取 极限 . 
思考 ”本 节 开 始 介绍 的 证 明 连 续 的 五 种 方法 ,在 以 上 9 道 例 
题 中 是 如 何 应 用 的 ? 


二 、 连 续 性 的 应 用 


上 自我 们 主要 讨论 如 何 由 给 定 的 条 件 , 证 明 函 数 连 续 . 现 在 我 
们 要 讨论 相反 的 问题 :假定 所 论 的 函数 连续 ,证 明 在 某 些 条 件 下 ， 
有 什么 结果 .或 者 构造 适当 的 函数 ,把 别 的 问题 转化 为 连续 函数 的 
问题 . - 

* 例 2.1.10 证 明 :( 非 常数 的 ) 连 续 周期 函数 , 必 有 最 小 正 
周期 . (南开 大 学 ,南京 大 学 ) 

分 析 若 有 最 小 正 周期 To ,那么 Te 便 是 所 有 正 周期 的 下 确 
界 .反之 , 若 能 证 明 全 体 正 周期 的 下 确 界 仍 为 一 个 正 周期 , 则 这 个 
正 周期 自然 是 最 小 正 周期 .因此 我 们 的 问题 只 要 证 明 如 下 三 点 即 
可 :1° inf}f 的 正 周期 | = TT 存在 ;2* T, 仍 为 的 周期 ;3"*T, >0. 

证 1” 因为 集合 |f 的 正 周 期 | 有 下 界 0， 据 确 界 存在 定理 ， inf 
{f 的 正 周 期 | = To 存在 . - 

2 证 明 To€ 1f 的 周期 | . 据 确 界 的 性 质 , 3T,E |f 的 正 周 
期 1(a=12,…), 使 工 一 To(n>co). 如 此 ,VzER 有 

f(rx+T)= f(zr+ lim T, ) = limf(z+ T,)= f(x). 
此 式 表明 T, 是 f 的 周期 . 
3 因 了 >0,T 一 To( 当 moo)， 所 以 To 关 0. 假 若 Tu = 0， 
则 TT, 习 0( 当 nn 一 0),f 的 周期 网 点 ( 指 等 于 周期 整 倍数 的 点 ) 在 
实 轴 愉 上 稠密 .从 而 , YVzER,3iz}jz( 其 中 | xz. | 是 由 一 些 周 
期 网 点 所 组 成 的 序列 ) .于 是 

fz)= flimz,)= limf(z,)= limf(0+z,)= /(0). 
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即 f(x) 三 f(0)( 为 常数 ) 蔬 盾 . 故 Te >0. 
六 例 2.1.11 设 F(z) 对 (- oo,t+too) 内 一 切 工 有 
f(z’)= f(x), (1) 
且 f(z) 在 xz=0,zx=1 连续 ,证 明 F(z) 在 (- co,+oo) 为 常数 . 
(华东 师范 大 学 ) 
证 1° 设 xz>0, 由 条 件 (1) 
f(x)= f(z1)= f(z) = = f(r) = 
因此 
f(z)= limf(z)=7(limz7)=/(1). 
2 zxz<0 时 f(z)= f(x)= f(1). 
3" z=0 时 f(0)=lmf(z)= f(1). 
故 f(z) 硅 f(1) (常数 ). 
上 面 二 例 都 是 利用 连续 函数 的 定义 ,lim f(z) = f(x) = 


f( lim z). 下 例 是 利用 连续 函数 的 性 质 ， 


例 2.1.12 设 A:[10,1]-~[0,1] 为 连续 函数 , Fr(0) =0,F(1) 
=1, FF(z))=z. 试 证 F(z)= 
分 析 1 要 证 f(z)= 工 , 自 应 有 f(z) 有 7. 实际 上 ,车 证 明了 
f(z), 利 用 了 (f(z))=z, 立 即 可 证 f(x)=x. 因 VY xE[0,1]， 
要 人 么 f(r) 之 rz ,要么 f(z) 志 x. 由 f(x)7A 知 ， 
f(x) 之 z 时 ,有 xzx=f 了 (f(x))>f(x); 
f(r) 人 x+ 时 ,有 z=f(f(zx))<f(z). 
故 总 有 f(z)=xz. 问 题 归纳 为 证 明 f(x) 六 7. 
2 例 2.1.5 告诉 我 们 ,有 介 值 性 与 一 对 一 性 就 可 得 到 单调 
性 ,再 利用 f(0)=0,/(1) =1, 便 可 得 f(z) 有 7. 剩 下 问题 在 于 证 明 
/为 一 对 一 的 .事实 上 ,Vzi\zzE[0,1], 若 f(zi)= f(x;), 则 利 
用 条 件 F(F(z))=z 可 知 
Ti1=f(f(z))= (f(x,))= za， 
" 136 : 


故 f 为 一 对 一 的 . 

例 2.1.13 设 f:[a,6b] 一 [a， ] 为 连续 函数 证 明 : 了 6E 
[a ,5] ,使 得 f(&) = &.( 上 海 师范 大 学 ,复旦 大 学 ) 

证 车 f(a)=4a 或 f(5)=4 问题 自明 .否则 ,由 

g(r) 三 f(z) 一 zx 连续 ,f(a)>a,f(b)<b 
知 3&€(a,5b) 使 得 g(&)=0. 即 f(&)=&. 证 毕 . 

例 2.1.14 已 知 隙 数 了 在 圆周 上 有 定义 ,并 且 连 续 . 证 明 : 可 
以 找到 一 直径 的 两 个 端点 a。 和 4。, 使 f(a) = /(5).( 国 外 赛 题 ) 

证 以 圆心 为 极点 ,以 某 个 半径 作 极 轴 ,于 是 圆周 上 的 点 可 一 . 
意 地 由 辐 角 0 决定 .了 便 是 9 的 函数 ,以 2r 为 周期 .至 此 问题 归 为 
求 一 0 使 得 /(0)= /(0+x). 令 g(0)=/(90) -f/f(9+x), 即 要 求 
8 之 零点 . 若 g(0) =0 则 问题 已 被 解决 .否则 g(0) 失 0, 由 g(x) = 
Ar) -2r)= Ar) -0)=-[FO -rr)]= - g(0) 和 g(x) 
与 g(0) 蜡 号 .所 以 由 介 值 性 39€ (0,x) ,使 (0)=0, 即 f(0)= 
fA(9+x) .证 毕 . 

例 2,1.15 平面 上 , 沿 任 一 方向 作 平行 直线 ,总 存在 一 条 直 
线 , 将 给 定 的 三 角形 前 成 面积 相等 的 两 部 分 . 

分 析 〈 如 图 2.1.4) 设 入 4BC 为 已 知 三 角形 ,Z 为 已 知 方 
向 ,以 图 示 的 方式 取 坐 标 系 ,以 S(x) 表 示 阴 影 部 分 的 面积 , 则 
Vx ,zx E[a,b] 有 


[SCz”) -SGCz)I 和 OFIz -x"| 
( 即 S(z) 满 足 Lipschitz 条 件 ). 所 以 S 连续 ,有 介 值 性 . 因 S(a) 
=0,S(5)=s( 和 AAABC 的 面积 ), 故 3 x€E (a,5), 使 得 


S(z)= 序 s. 
pA 练 习 2.1 
2.1.1 研究 函数 f(x) = im 到 二 :的 连续 性 . 
提示 1 
1 ， >1,， 
1>1， (+1， -1 为 第 一 类 间断 ,其 余 处 处 连续 ) 
f(2)= 0, z=+1, 
-1, [zl<1, 
元 仍 义 “| “成 都 科技 大 学 ) 
2.1.2 设 
mdz), ,>o 
f(x)= 0， 工 二 0， 


+ 一 一 
并 vloz -1<x<0. 


试 研究 FLz) 在 z=0 点 的 连续 性 . (东北 重型 机 械 学 院 ) 
《f(0+0)= 了 (0 -0)=1# 了 f(0)=0 可 去 间断 》 
交 2.1.3 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,上 且 f(x)>0, 置 
R(z)= sup f(y) (0 委 z 委 1)， 


c(mD=im|[ 胡 芭 ] . 
试 证 : 当 且 仅 当 F(z) 在 [0,1] 上 单 增 时 ,G 是 连续 的 .( 吉 林 工 业 大 学 ) 

提示 (二 >). fA 二 R= /=>G 三 1>G 在 [0,1] 上 连续 . 

(二 ) .注意 G(z) 只 可 能 取 0、1 两 个 值 . 

再 提示 

(s). 了 在 [0,1] 上 连续 一 3zoE[0,1], 使 f(x,)= ma f (x) = 
Res/(z) = Sup f(z)= RCzo)> G(ro) =1. 车 f(z)<R(z), 则 G(x)= 
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0, 故 G 只 可 能 取 0、1 二 值 .既然 G(zo)=1, 且 G(Gz) 在 [0,1] 上 连续 , 故 
G(x) 二 1. 从 而 f(z) 二 R(x), 知 FLz) 
*2.1.4 设 函 数 f(x) 在 [a,b5] 上 连续 且 恒 大 于 零 , 按 e -5 定义 证 了 明 : 
1 、 
元 5 在 [a ,0] 上 连续 . (长沙 铁道 学 院 ) 


注 “该 题 虽 是 基本 题 ,但 不 易 叙 述 严整 . 
证 I 因 f>0 于 [a,45] 上 连续 , 知 3x, Ela,5j, 使 0< f(x,)= 


记 
minf 一 一 m, 故 
YxzoEfa,5],Ve>0, 取 6G>0, 使 得 |z- zol<s,zE[a,p] 时 ,有 
|.F(z)- f(xo)|<m’e, 


re 一 人 S|/(z)- f(z)1<e. 


所 以 子 在 [a ,0] 上 连续 


证 古 VY xo€E[a,65b5j],36,>0, 使 得 x€E U(xzo,61) 站 [a,5] 时 


zo)! 


[f(x)- AGOzo)1< -一 一 ' 从 而 17(z)1 关 | 17(z)1 一 17) 


PFCzol | 


.Ye>0,36,>0, 使 得 x€U(zxo,6,) 门 [a ,5b] 时 


fF) < CC 


于 是 取 6=min{6,,6,|, 则 当 xE U(xo,6) 站 [a,6] 时 有 


1 __l1 f(z)-— f(zxo)| 
Fz) Fr) | THY NT Sry) flzo)|<e. 


故 f-! 在 [a,5] 上 连续 . 

注 证 I 只 适用 于 有 界 闭 区 间 ; 证 有 适用 于 一 切 区 间 1[, 且 不 必要 求 
f>0. 只 要 f(xo) 0 就 在 zo 处 连续 . 

2.1.5 设 /(z) 在 [0,1] 上 非 负 连续 ,上 且 /(0)= (1) 二 0, 则 对 任意 一 个 
实数 (0< 41<1); 必 有 实数 zo(0 志 zo 过 1) ,使 f(zo) = rz + 1). (上海 交 
通 大 学 ) 


和 0, 当 工 =0， 


提示 。 连续 函 TX)— l 
和 数 人 x) f(z+ 2D) 之 0, 当 z 工 =1-l. 
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2.1.6 函数 F(z) 在 (eae,5) 内 连续 aca<z<xz<…<z<p, 证 明 : 在 
(a,5) 内 存在 点 ,使 
7(6= 帮 zz 开 人 ro (华中 理工 大 学 ,长 春 理工 大 学 ) 


提示 ”平均 值 总 在 最 大 者 与 最 小 者 之 间 . 
六 2.1.7 设 f(x) 在 [a,a+2a] 上 连续 ,证 明 : 存 在 x€E[a,a+aj, 使 


得 
f(z+a) -f(z)= 去 [f(a+2a) -f(a)] (北京 大 学 ) (1) 
提示 “如 下 函数 在 [a ,a + a] 上 连续 ,端点 处 异 号 : 

F(z)=F(z+a)-A(z)= 村 [fae+2c)- Fa)]. 

2.1.8 设 x) 在 (- %,+ %) 上 连续 ,车 lim F(z)= +oco, 且 f(z) 在 
_z= a 处 达 最 小 值 ,车 /(4)< a, 证 明 :F(z)= f(f(z)) 至 少 在 两 点 达到 最 小 
值 .哈尔滨 工业 大 学 ) 

证 内 层 的 f, 在 [a,+ oo) 二 端点 的 什 

fla)<a, fl(+%m)=+%>a, 
故 ( 由 介 值 性 ) 3 zx, €E (a,+ o%), 使 得 f(x))= 4a， 
从 而 所 f(x1))=min. 同 理 在 (一 co ,a) 内 亦 然 . 


六 2.1.9 车 函数 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , (0) = /(1), 则 对 任何 自然 数 
nn 之 2, 存 在 &,€[0,1], 使 得 


f(& + 二 )=/(&,). (湖北 大 学 ) 
证 将 [0,1jn 等 分 ,记分 点 为 zx,: 
0= zo<zi<z < zr, =1, n>2. 
着 3iE 10,1,2,…,n 一 11, 使 得 F(z) 三 f(z;+ 直 ) -f(z,)=0, 问 题 已 解 
决 .否则 F(z;) #0(i=0,1,…,n -1), 若 同 为 正 , 则 得 (0)< f(1), 蔬 盾 ; 若 
同 为 负 , 亦 导致 矛盾 . 故 3 xz, 、x 使 F(z)、F(z) 异 号 ,从 而 36E(zz) 
使 得 F(&,)=0. 
去 2.1.10 设 
f(x)=rt rt n=,3,...). 
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证 明 :1) 方程 (x)=1 在 [0, + c) 上 有 唯一 的 实 根 r,; 2) 数列 |z, | 
有 极限 ,并 求 出 lim xz, .北京 师范 大 学 ,吉林 大 学 ) 

提示 1) f(x)>0,f,(0)=0,f,(+%)=+o%, 故 f(z)=1 在 (0， 
+ oo) 内 有 唯一 实 根 . 


2) Vn: x 人 EL! (否则 1= Dx > Sz, = 1 不 可 能 ) ;X。 SA 有 
更 王 1 k=1 
下 界 0, 34 = lim xz,. 明显 0<z<i—>0.1- Ds = 王 人 2 
SA= 才 . 
注 “此 类 考题 , 均 可 同样 证 明 .如 : 
1) 设 f(x)=cos z+cos zt+… 十 cos"x. 求 证 : 


i) 对 任意 自然 数 ,方程 六 (z)= 1 在 | 0, 也 ) 内 有 仅 有 一 根 ; 
i) 设 zx,E | 0, 于 ) 是 广 (z)=1 的 根 , 则 lmz。= 于 (浙江 大 学 ) 
2) f(x)=sin z+sin r+ + sin’zr. | 


则  YnEN, 天 (z)=1 在 (地 , 亚 ] 内 有 唯一 根 . 


i) zuE (于 ,了 于] 是 所 (zx)=1 的 根 , 则 limz, = 下 ,( 北 京 大 学 ) 
*2.1.11 讨论 函数 
fA)= ZX(1~~x), z 为 有 理 数 ，. 
、 zi+z)，z 为 无 理 数 
的 连续 性 与 可 微 性 . (内 蒙古 大 学 ) 
提示 二 抛物 线 (x)= zx(1 一 xz), (1) 
y (x)= rx(1+x) (2) 
只 有 一 个 交点 z =0. 其 他 点 f 分 别 在 (1)、(2) 上 取 值 . 
再 提示 VY xo 0 由 于 有 理 点 稠 性 , 3 有 理 数列 zx, 一 zo, f(x,) 一 
yi(Zxo); 同 理 3 无 理 数 列 2, 一 xo,f(2,) 习 ys(zxo), 故 zx。 0 时 ,了 不 连续 ， 
更 不 可 微 .下 面 看 zx。=0 的 情况 : 因 


a ( 当 z= 有 理 数 时 )， 


并 
zt1+z)-0 
工 


=1+xz ( 当 z= 无 理 数 时 ) 


f(x) -Ff00)_ 


TX 
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一 1 (z 一 0 时 )， 

故 了 (0)=0,f 在 x=0 人 处 可 微 ,当然 连续 . 

2.1.12 用 ~6 语言 证 明 : 如 果 y= f(y) 在 点 jo 连续 ,y= (a) 在 点 
zo 连 续 , 且 uo = gp(zo), 则 f[ g(x)] 在 点 zo 连续 . (北京 科技 大 学 ) 

2.1.13 设 FLz)= 忆 i g(x) =sin zx, 讨论 
fig(xz)] 的 连续 性 . (湖南 大 学 ) 

1, 当 xE[2krn, (2k + 1)x], 

提示 ye(z)] | —1, 当 xE((2k+1)x,2kr). (hED), 
工 二 kt 处 为 第 一 类 间断 (& 为 整数 ) ,其 余 处 处 连续 . 

2.1.14 证 明 : 若 函数 Y(x) 在 区 间 1 上 处 处 连续 和 且 为 一 一 映射 , 则 
f(x) 在 1T 上 必 为 严格 单调 .( 华 东 师范 大 学 ) 

提示 ”参看 例 2.1.5. 

六 2.1.15 如 果 y= f(x) 在 xELa,+o) 上 连续 , 且 lim f(z)=A(A 


2 + 吕 ) 上 有 界 . (复旦 大 学 ) 
提示 可 令 z= 二 -(1-a),tE(0,1]， 并 令 f(x(2))| =A. 


二 
2.1.16 设 函 数 fz) 在 (a,5) 上 连续 , 且 
lim f(x)= 一 oo ， lim f(x)= 一 co， 


rrb 


试 证 : f(z) 在 (a,5) 上 有 最 大 值 .( 西 北大 学 ) 
提示 任 取 定 一 点 zx E (a ,8) ,由 端点 的 条 件 可 知 习 3>0 使 得 当 a<zx 
<at+6 和 65--86<z<65 时 有 f(x)<f(zi), 则 [a+6,65--5] 上 最 大 就 是 (a， 
5) 上 之 最 大 . 
*2.1.17 车 函数 f(z) 在 D 上 有 和 界 , 令 
Ms (x016)= sup{l f(x):xED, lIx—-xol<8!, 
mi(zxos6)=inf| f(x):zED, lz-zol<6l}. 
证 明 : :1) 当 8 一 0 时 Mr(zo,3)- mr(zo,8) 的 极限 存在 ;2) 函数 f(z) 在 
zo 处 连续 的 充 要 条 件 是 : 
dm [M(xo,6)— ms(z0,6)]=0. (西北 大 学 ) 


提示 1) (注意 : 随 着 取 值 范围 减 小 sup1… | Ninf{… | 有 7) 60 时 ， 
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Mr(zo,6)- mr(zo, 9) 有 下 界 0， 
2) (< 拓 ). 明 显 . 因 | f(x)- f(xo)l MG- mi>0. 
(之 ).f 在 xo 处 连续 二 Ve>0,36>0, 当 |zx -zo|l<6,7€ED 时 , 


fxo) -<fr)< fro)t ER 


取 sup(') 得 PE 
手 <f(z6)+ 广 . 
即 [M(xo,6)— f(zo)l<#; 
类 似 有 1f(zo) -ms(zo,6)|< 坟 - 
于 是 | Mj(xo,6)-— mi(zo ,6)||IM,-— f(zxo) 1+ 1F(z) -mrl< 本 + 方 
一 e. 
*2.1.18 设 函 数 y=:F(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 界 , 试 证 函数 
m(z)= inf At)， M(x)= sup f(z) 
在 [a,65] 上 左 连续 ,并 举例 说 明 它 们 可 以 不 右 连 续 . 
提示 (以 M(xz) 为 例证 明 左 连 续 ). (明显 : M(xz) 是 x 的 增 函 数 ) 按 确 
界定 义 V xoE[la,b],Ve>0,3r:a<ri< zo 
使 得 M(xzo)-e<f(r)EM(zr EM(zr) < M(zro) + e. 
取 35=xzro-zi>0, 则 zi=xzo-9<z<zo 时 ， 
MIzo)-e<MCzi) 和 MOz) 委 Mrzo)<MOzo)+s， 
即 有 |M(zo)- M(z)1<e. 故 左 连续 . 
1, x>0 时 
(可 以 不 右 连 续 ). 如 [ -1,1] 上 :sgn leon 
-1,z<0 时 ， 
1，(0,1] 上 ， 
-~1,[-1,0] 上 
衣 2.1.19 已 知 


此 时 Mz)= | 在 z=0 处 不 右 连续 . 


rx, 0<zr<1, 
和 其 中 k=1,2,3,.… 


f(x)= 
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求 函 数 S(2)= ,ER 在 y 艺 0 时 的 具体 表达 式 ,并 指出 g(y) 在 各 点 处 的 左 
右 连 续 性 . (北京 航空 航天 大 学 ) 
y，[0,1) 上 |y, 0<y<1, 
[y], y>1 (lk, RCy<h+1, k=1,2,. 
y=2,3,… 时 右 连续 、 左 不 连续 ,[0, + o%) 其 余 处 处 连续 . 

*2.1.20 设 f(x) 在 [0,1] 上 定义 ,并 且 有 界 ,a、65>>1 为 二 常数 ， 


0<xz< 二 时 ,有 (az)= bf(z), 试 证 了 在 zx=0 处 右 连 续 . 


提示 在 f(azx)=6f(z) 中 令 x-0 得 (0)=0. 因 此 只 要 证 明 
lim f(x)=0 即 可 . 


x0 


提示 g(y)= 


再 提示 因 0<z 入 二 时 ,有 flar)= br(Cz), 即 7(z) = 女 er) ,因此 


N 
VN( 自 然 数 ),0<z 世 韦 时 有 f(z) = 人 红 =…= Loz) 


f(z) = Le lM /有 界 , 即 3 M>0, 使 | f(z) 和 <M). 
故 Ye>0, 取 定 N( 充 分 大 ) 可 使 前 <e, 然 后 令 = 六 , 骨 0<z<8= 六 时 ， 


有 |1A(z)| 和 次 <e. 即 
lim f(x)=0= f(0). 
* 2.1.21 设 y= f(x) 为 XY 的 连续 函数 ,F 为 Y 轴 上 的 闭 集 , 试 
证 /7'(F) 为 X 轴 上 的 闭 集 . 
证 要 证 广 :(F) 为 X 轴 上 的 闭 集 , 即 要 证 /~'!' (下) 包含 它 的 一 切 聚 点 . 
设 rz 是 广 !(F) 的 任 一 了 论点 ( 指 ; 3 xz,€ 广 !(F),z, 一 zo( 当 moo)), 来 证 


zoE 广 (F). 事 实 上 :zn Ef I(F)>f(x,)EF 四 /连续 


(zao) 二 za) 是 下 的 聚 点 -四 E 为 团 揭 Fr(r)Ee Fue 广 :(F) .由 六 的 任 


意 性 , 知 广 (FEF) 为 X 上 的 闭 集 . 
*2.1.22 函数 fg 在 [a,6] 上 连续 ,f 单 调 ,x, E [a,6b] 使 得 g(z,) 
三 fxsr1) (n= 二 1,2,…), 证 明 :; 3 zxoE[a,6bj, 使 得 f(xo)= g(xo). 
证 荆 车 32 使 得 g(z。)- (zs) 与 g(zosi)- (zi) 异 号 , 则 由 连续 
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lim f(x, ) = 


函数 介 值 性 , 知 3 xuE [a ,8], 使 得 g(zo)= f(xo). 

2° 否则 lg(z,)- 了 (x, )1 保 持 同 号 .例如 伍 正 , 则 f(x,41) 一 f(x,) = 
g(xzs)— f(x,)>0 (n=1,2,…) 表 明 | f(x,)7. 由 的 单调 性 , 知 |zx, | 单 
调 , 且 有 界 .6. 故 1z,| 收 伍 于 某 点 zo, 在 g(z,) = (zir) 中 取 极限 ,由 /、 
gg 连续 性 得 g(zo )= f(zxo). 

注 有 界 无 穷 数列 必 有 收敛 子 列 , 因 此 在 1z, | 中 能 取出 收 合子 列 zx。- 
， zo( 某 极限 点 ). 似乎 可 以 删 去 了 的 单调 性 条 件 .但 这 种 方法 得 到 的 子 列 , 其 
邻 项 不 能 保证 具有 关系 :g(x,) = f(z.1). 

*2.1.23 设 Fz) 在 (ae,+oco) 内 连续 ,有 界 . 试 证 :VT, 3z, 一 +oo 
使 得 lm [ f(z, + T) - F(z)]= 0. 

证 (〈 记 g(z) 王 Fz+T)- f(z), 来 找 xz, 一 + % 使 得 g(x) 一 0.) 事 
实 上 ,着 z+ oo 时 ,g (z+) 无穷 次 变 号 , 则 问题 明显 . 只 需 证 明 * 充分 大 后 
&(z) 保 持 不 变 号 (例如 恒 有 g(z)>0) 的 情况 即 可 .由 f 的 有 界 性 , 知 : Ye> 
0,z 充分 大 之 后 ,不 能 永远 有 g (x) 之 e[ 不 然 的 话 f(z + (n+1)T) = 


Yig(z+HhT) +F(z)=(a+l)e+z)-+oo( 当 moo 时 ) 与 上 有 界 巴 
k=0 


盾 ]. 因 此 :对 充分 大 的 每 个 自然 数 4 ,3 x, > n ,使 得 g(z,)< 凸 .证 毕 . 


* *2.1.24 在 [0,n] 上 连续 (n 为 自然 数 ),f(0) = f(n). 试 证 :至 少 
存在 n 组 不 同 的 解 (z ,y) 使 得 f(z)= f(y), 且 yxz>0 为 整数 . 

证 〈 用 数学 归纳 法 ) 1 n=1 时 明显 .2° (由 n= 成 立 二 n=k+1 成 
立 . ) 考 虑 函数 g(zx) 二 /(z+1) 一 f(z).n=k+1 时 ,有 f(0)= f(k+1), 故 . 


有 2 g(i)=0, 可 知 总 &€E10,&], 使 得 g(&)=0, 即 f(&+1)= FE)，(E， 
e+1) 为 一 组 解 . 
作 函 数 
flz), zEf[0,2]， 
f(x+1),zE(E,k] (平移 相 接 ). 
这 时 p(0)= p(k) 满 足 命题 对 n = 上 的 条 件 ,应 用 到 p 可 得 上 组 解 .但 9 的 
解 也 必 是 和 的 解 . 且 与 (6,e+1) 不 同 .如 此 获得 f 的 n+1 组 解 .得 证 . 
*2.1.25 用 确 界 存在 原理 ( 非 空 有 上 (下 ) 界 数 集 必 有 上 (下 ) 确 界 ) 证 
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p(xz)= 


明 : 若 f(z) 在 [a,65] 上 连续 ,f(a)*f(5)<0, 则 存在 一 点 cE€E(a,5), 使 f(c) 
=0.( 西 北大 学 ) 

提示 不 妨 设 f(a)<0,f(5)>0, 于 是 A 三 {zx:f(x)<01 非 罕 , 有 上 界 
5 ,由 确 界 原理 


9c€E[a,6]:c= sup lzl.>Y >0,Ix,€A: 
F(x) <o n 


cr <e (1 =) Es lim f(x,) = 1(c)<0 ( 因 f(x,) < 
1 
n 
故 fl(c)=0, cE(a,b). 

*2.1.26 设 f(x) 在 [a,b5] 上 连续 ,f(a):f(5)<0, 应 用 闭 区 间 套 原 
理 证 明 : 至 少 存在 一 点 sE (a ,5), 使 得 f(&) =0.( 北 京 科技 大 学 ) 


提示 将 [a,5] 二 等 分 ,车 中 点 处 / (4+) 0, 两 子 区 间 , 必 有 一 个 / 


在 端点 异 号 ,将 其 再 二 等 分 .如 此 下 去 组 成 闭 区 间 套 |[a, ,6b,]| ,其 公共 点 
ceE[a,,p (n=1,2,…), 必 有 f(&)=0. 
*2.1.27 用 有 限 覆盖 定理 证 明 连 续 函 数 的 零点 定理 : 若 f(x) 在 [a， 
6b] 上 连续 ,f(a).f(65)<0, 则 存在 SAE(a ,5) ,使 得 f(&)=0.( 四 川 大 学 ) 
提示 〈 反 证 法 ) 否则 YrE[a,6b]f(zx) 和 0 二 f(z)>0( 或 <0) 


极限 保 号 性 3 6, >0, (x—-6d,,T+6,)N[a,65] 内 f(z) 保 持 同 号 ,1!(zx -6,， 


TX+6.):rE [< ,2 组 成 [a ,0 的 开 覆 盖 之 其 中 存在 有 限 子 覆盖 , 相 邻接 的 
二 开 区 间 必 有 公共 点 之 相 邻 区 间 里 , 太 同 号 二 F(a) 、A(5) 同 号 (矛盾 ). 

*2.1.28 用 闭 区 间 套 定理 证 明 连 续 函 数 有 界 性 定理 , 即 若 F(z) 在 闭 
区 间 [a ,5] 上 连续 , 则 存在 M>0, 对 一 切 zxE[a,5],|7F(z)l 近 M.( 华 中 师 
范 大 学 ) 


* § 2,2 一 致 连续 性 


0); 又 e+ 志和 A,f (c+)>0,7(c)= limf (c+)>0, 


.导读 一 致 连续 性 是 数学 院 ( 系 ) 学 生 的 重点 内 容 . 非 数 学 院 
( 系 ) 学 生 不 作 要 求 . 
本 节 主 要 讨论 如 何 利用 一 致 连续 性 的 定义 及 其 否定 形式 ,来 
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证 明 函 数 一 致 连续 与 非 一 致 连续 .其 次 ,讨论 一 致 连续 与 连续 的 关 
系 .最 后 介绍 连续 模 数 及 一 致 连续 函数 的 延 拓 问题 . 


一 、 利 用 一 致 连续 的 定义 及 其 否定 形式 证 题 


要 点 设 F(z) 在 区 间 工 上 有 定义 (了 为 开 、 闭 、. 半 开 半 闭 , 有 
限 或 无 限 区 间 ). 所 谓 f(z) 在 [上 一 致 连续 , 意 指 ; 
Ye>0,39>0; 当 zz ETlz -x "1<6$ 时, 有: 
f(r) -f(z )1<e. 
如 此 ,f(xz) 在 1 上 非 一 致 连续 
全 3so>0,YS>0,3z3z ET: 
昌 |1z2 -zxz 1<6, 但 | f(x) ~ F(zo)2sn 


0 3zz ET (n=1,2,0): 


虽 |z 一 xz” ,< 过 ,但 | (x,) = fz )|>e. 

特别 , 若 3o >0 42 we a12. ), 昌 jim zs = 
lim x =a. 但 | f(z’,) -f(x"%)|2e(n =:1,2,…)， 则 可 断定 f 
在 1 上 非 一 致 连续 . 

用 定义 证 明 f 在 1 上 一 致 连续 ,通常 的 方法 是 设法 证 明 了 在 
I 满足 Lipschitz 条 件 : 

Hz )- fz)|ELIz -zl, Vr’ ,x EI. 

其 中 工 >0 为 某 一 常数 .此 条 件 成 立 必 一 致 连续 . . 

特别 ,车 /在 T 上 有 有 界 导 函 数 , 则 在 1 上 Lipschitz 条 件 成 
立 . 


例 2.2.1 设 /(z)= 三 了 ?sin 十 ,a >0 为 任 一 正常 数 . 试 证， 
7(z) 在 (0,a) 内 非 一 臻 连续 ,在 [a, + ) 上 一 至 连续. (兰州 大 
学 ) - 

证 1 证 明了 在 [a,+ %) 上 一 至 连续, 

”2 到 7 ， 


方法 I 证 明 /在 [a,+ oo) 满足 Lipschitz 条 件 . Ya ze 
[a,+%), 


[f(r )- f(x")| 


x +2. 1 _ +2. 1 十 2 1 _ +200 
~ 元" 十 TS zx” er ed xz” +1 二 1 zx” zx tI » 
1 + 1 1 1 
Z +2 zx +2 x +2,, sx zx” sin x” 
Iz +I x +1 并 十 | 2 2 2 
1 1 
|x”—x’| 1 zx” zx” 
< 二 |11+ 一 一 一 2. -一 一 
(x +1Czz+Ty) (1 z+1)2 2 


1 at+2 的 wi 7 
< re) | 


从 而 Ve>0,33= 主 , 当 |z -zx|<E 时 ,| f(x)- f(z)|<e. 


方法 卫 证 明了 (zx) 在 [a,+ 吕 ) 上 有 界 . 略 
2 证 明 f 在 (0,a) 内 非 一 致 连续 . 


取 工 = 一 一 一， zx 一 一 一 (n=1,2,…), 则 充分 
2nxt+ 万 27m 一 万 
大 时 ,zz E(0,a), 且 
[2 -x | =—— 0 ( 当 n 一 oo 时 ). 


， ， 十 式 十 一 区 十 
[f(z%,)- f(x)|= 4nnx x 1 | 47 +1 
272r+ 二 十 1 2zxr- 本 +1 


2 
故 /在 (0,a) 内 非 一 臻 连续 . 


例 2.2.2 证 明 ;f(z)= 二 在 (0,1),g(z)=z? 在 (1,+ ao) 


内 非 一 致 连续 . 
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>2. 


证 


[0 no)， 但 


于- 


TI TREE7T 


但 I(V n+1)- (Vn)|=1. 
故 f 在 (0,1),g 在 (1, + %) 内 都 非 一 致 连续 . 

六 例 2.2.3 证 明 : f(z) 在 区 间 I 上 一 臻 连续 的 充 要 条 件 
是 :对 I 上 任意 二 数列 | x, | , 1x, | 只 要 zx, 一 zx。 了 0, 就 有 f(z,) 
一 f(x,) 一 0( 当 n 一 时).( 华 中 理工 大 学 ) 

证 1" (必要 性 ) 因 f 一致 连续 ,所 以 Ve>>0,3j36>0, 当 
,T,X EI,|x-x < 时 有 


[f(z)- f(zx')|<e. (1) 
但 z, -zi 一 0( 当 2 一 co 时 ), 故 对 93>0,3N>0 当 zz>N 时 
|x, ~ xz,|<6, 
从 而 由 (1) [f(zx,)- f(x,)|<e. 
即 f(x)- f(rz,)Y0 ( 当 n—>oo 时 ). 


2" (充分 性 ) 
车 了 在 1 上 非 一 致 连续 , 则 3 eo>0， vi >0, 3] zx, ,z EL, 虽然 


I -1< 二 :但 f(x) -f(z )|>e. 


可 见 z,- 工 .0, 但 F(zo)- (zcz)0( 当 mco 时 ) 矛 盾 . 
交 例 2.2.4 设 工 为 有 限 区 间 ,F(z) 在 [上 有 定义 , 试 证 : 

f(z) 在 I 上 一 致 连续 充 要 条 件 是 f 把 Cauchy 序列 映射 为 Cauchy 

序列 DO( 即 当 {x, | 为 Cauchy 序列 时 ,| f(x, )| 亦 为 Cauchy 序列 ). 


@ Cauchy 序列 又 称 基 本 序列 ,或 自 收敛 序 列 , 意 指 所 论 的 序列 fa ,| ,满足 Cauchy 
条 件 :Ye>0,I3N>0,m、n>N 时 |a, -a,|<e. 
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(北京 师范 大 学 ,西北 师范 大 学 ,河南 师范 大 学 ) 
证 1° (必要 性 ) 已 知 Ve > 0， 38>0, 当 xz,zx €1l, 
[x 一 x ”|< 之 6 时 有 
[f(x’)- f(z)|<e. (1) 
设 izx, 1 为 Cauchy 序列 , 则 对 此 8>0,j3 N>0, 当 n,m>N 时 ,有 
xz, 一 xz,|<6, 从 而 由 (1) 式 ， 
[f(z,.)- f(x,)l<e, 
所 以 {f(z,) 首 亦 为 Cauchy 序列 . 
2 (充分 性 ) 若 f(x) 在 1 上 非 一 致 连续 , 则 了 e。>0, V6 = 


二 >0， x ,x ET: 虽 |z 一 并 ,| < 二 ， 


但 | f(z,)- COz 2)| 疡 eg (n=1,2,), (2) 
注意 到 为 有 限 区 间 , xz, € 1(n =1,2,…), 因 此 |z, | 中 存在 收敛 
的 子 序列 iz, 1. 因 |z, 一 xz,|>0( 当 n 一 时 ), 故 |z ,| 中 相应 的 
子 序列 1x | 也 收敛 于 相同 的 极限 .从 而 穿插 之 后 ,序列 


Tr ， ， Tn, ， ,oT ， 工 » 

亦 收敛 ,为 Cauchy 序列 .但 其 像 序列 

AAC ,fr )， “fx ) ,fr ) 
恒 有 [f(z ) 一 f(z ,) |>eo, 
不 是 Cauchy 的 ,与 已 知 条 件 矛 盾 
注 工 的 有 限 性 只 在 充分 性 用 到 . 对 无 穷 区 间 ,必要 性 仍 成 
立 . 
且 ADCJ. 试 证 z=g(f(xz)) 在 1 上 一 致 连续 . 

提示 ”可 直接 利用 定义 ; 当 I、J 有 限时 可 利用 上 例 . 


二 、 一致 连 续 与 连续 的 关系 


我 们 知道 , f(z) 在 区 间 I 上 一 致 连续 ,自然 f(z) 在 1 上 连 
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续 , 反 之 不 一 定 . 若 工 为 有 限 闭 区 间 , 据 Cantor 定理 ,和 在 La ,5] 上 
连续 等 价 于 f 在 [a ,5] 上 一 致 连续 . 

现在 让 我 们 来 讨论 开 区 间 以 及 无 穷 区 间 的 情况 . 

妆 例 2.2.6 设 f(x) 在 有 限 开 区 间 (a,5) 上 连续 , 试 证 f(z) 
在 (a ,5b5) 上 一 臻 连续 的 充 要 条 件 是 极限 lim f(x) 及 lim f(z) 存 


在 (有 限 ). (山东 大 学 ,南开 大 学 ) 

证 1° (必要 性 ) 已 知 Ye>0,36>0, 当 zz ,x E€(a,b)， 
1x -x |<8 时 ,有 |f(z)-f(x”)|<e. 故 Vx ,zx E€(a,b),a 
<xz <at+éd,a<zx <a+6 时 ,有 

[f(z )- f(zx’)1|<e. 
据 Cauchy 准则 , 知 lim f(z) 存 在 (有 限 ). 同 理 lim f(z) 存 在 . 


2° (充分 性 ) 补 充 定义 f(a)= lim f(z), F086) = lim flz), 


则 了 在 [a ,65] 上 连续 . 由 Cantor 定理 , f(z) 在 [a， blr 一 致 连续 . 
从 而 原 f 在 (a ,5) 上 一 致 连续. 
注 (1) 此 例 表明 ;在 有 限 开 区 间 上 连续 函数 是 否 一 致 连续 ， 


取决 于 函数 在 端点 附近 的 状态 .应 用 本 例 , 容 易 判 明 y= Lsin z 


在 (0,1) 上 一 致 连续 .而 y= sin 上 ,y=In z,y= 和 二 在 (0,1) 上 


非 一 致 连续 . 
(2) 由 此 例 还 可 看 出 , f(z) 在 (a,5) 上 一 致 连续 , 则 f 在 (a， 
5) 上 有 界 .然而 ,在 开 区 间 上 连续 、 有 界 , 不 一 定 一 臻 连续 .如 y = 


.1 
Sn —. 

TX 

(3) 当 (a ,65) 改 为 无 穷 区 间 时 ,该 例 的 必要 性 不 再 成 立 . 如 
F(z)=zr,g(z)=sinz 在 (-oo,+c) 上 一 致 连续 ,但 在 端点 
+ co 无 极限 .对 于 无 穷 区 间 ,充分 性 仍 是 对 的 .请 看 

六 例 2.2.7 证 明 :车 f(x) 在 [a,+ o%) 上 连续 ,lim f(z) = 


11 ， 


A( 有 限 ), 则 f(z) 在 [a,+ %) 上 一 臻 连续 . (新 疆 大 学 ,中 国人 民 
大 学 ) 

证 1 因 lim f(zx)=A, 所 以 Ve>0,IjA>a 当 z ,zx ”>A 

时 ,有 
[f(x’)- f(x’)|<e (1) 
(Cauchy 准则 之 “必要 性 ”). 

2 ”由 Cantor 定理 ,f 在 [a,A+1] 上 一 致 连续 , 故 对 此 s>0， 

36>0, 当 zx ,x El[la,A+1],|x -x |<6 时 ,有 
[f(z’)- f(r)|<e. (2) 

3 令 5=minf1,61), 则 xz ,zx >a,|x -x |<8 时 ,x ,x 
要 么 同属 于 [a ,A+1], 要 么 同属 于 (A, + %). 从 而 由 (1)、(2) 知 
| f(x )-f(x”)|<e. 即 /在 [a,+%) 上 一 致 连续 . 

注 如 下 的 证 明 是 错误 的 :首先 利用 以 上 证 明 的 1", 得 结论 
“了 在 [4,+ ce) 上 一 致 连续 ” ,然后 利用 Cantor 定理 ,f 在 [a,A] 
上 一 臻 连续 ,从 而 f 在 [a, + cc) 上 一 致 连续 .其 错误 在 于 1* 中 人 
与 6 有 关 , 由 1° 得 不 出 了 在 [4A, + co) 上 一 致 连续 . 

净 例 2.2.8 设 f(z) 在 [a, + co) 上 一 致 连续 ,p(z) 在 [a， 
+c) 上 连续 ，lim [FA(z)- 9(z)]=0. 证 明 :9p(z) 在 [e,+oco) 上 
一 致 连续 . (上海 交 通 大 学 ,华中 理工 大 学 ) 

证 1° 因 lim [f(x)- p(xz)]=0, 所 以 Ve>0,3j]A>a, 当 


zx>A 时 ,| f(z)- p(x)|< 亏 .又 因 /一 致 连续 , 故 对 。>0， 


36.>0, 当 |z xz |<6 时 |f(z)~ f(z”)|< 瑟 .如 此 ,Vz 
"> Asx -|<8, 时 有 
| p(x) -pC ) El g(r)- fr) + | f(x) Fr”)) 
+1f(z")- g(x )|< 委 + 子 + 生 =e. 
2* 利用 Cantor 定理 ,可 知 p(z) 在 [a,A +1] 上 一 致 连续 ,所 
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以 对 此 e>0,3j356,>0, 当 xz,x’ Ela,A+1],|x -zx |<éd, 时 , 
有 
[g(x’)- op(z)|<e. 

3 取 68=mini1,61,6,|] 时 , 则 x ,x Efla,+%),|z -x | 
<65 时 ,有 |p(x )-- p(x )|<e. 证 毕 . 

我 们 知道 ,y= xz 在 (一 ,+ %) 内 一 致 连续 ,但 y=x? 在 
(一 0,+ co) 内 非 一 致 连续 中 .我 们 要 间 : 在 无 穷 区 间 上 rr 王 连 续 
的 函数 , 当 z 一 土 co 时, 阶 次 有 何 估计 . . 

* 例 2.2.9 设 f(z) 在 (-%,+%) 上 一 一 致 连续 ， 则 存在 非 
负 实 数 a 与 5, 使 对 一 切 <E(-co,+co), 都 有 : 

[f(z)|<alzrl+6b. 1; 
试 证 明之 . (云南 大 学 ,南开 大 学 ) i 

证 因为 f(z) 一致 连续 ,所 以 Ye >0,38>0, 当 |zx -xz"| 
三 时 ,有 |f(z')- f(x”)|<e. 现 将 e>0,63>0 固定 .由 于 Vz 
E(-%,+%),jnE€Z( 整 数 集 )， 使 得 z= 6 + zo, 其 中 Ze 和 
(-3,8). 注 意 到 F(z) 在 [- 5,6] 上 有 界 ， 即 3M >0， 使 得 
| F(z)| 和 MGCVzE[-83,6]). 因 此 ， 


7(z)= DRB+ #0) fh- D+ zo + f(z0), 


|f(z)|< 2 |f(RB+ zo)— fF[(k—1)8+ ro]|+|f(zo)| 
|nle+M. 


i 


由 z= 碟 +z。 知 | 于 |=1x1, 代 和 人 上 式 


f(s)|<$ le- zol + MSElz| + (Mtl l) 


@ 如 令 re= VIATT,z=VT, 这 时 1- aol=- 1 0 但 |z3- 
| Zn = V 工 Vn ,这 时 | zx。 | 了 0, 但 | zx? 


z31= n+1- |=1, 可 见 (-o%,+ om) 内 不 一 致 连续 . 
| | » 153 . 


<Flz| + (M+e). 


记 计 =a,M+e=65, 则 a>0,b6>0, 


If(zr)|<alzxl+b (VrE(-%,+o°)). 

此 例 说 明 , 若 f(x) 在 (一 ,+ co) 内 一 致 连续 , 则 z 一 oo 时 ， 
f(r)= O(z). 

下 面 我 们 来 看 一 个 使 用 一 致 连续 性 的 例子 . 

例 2.2.10 设 函 数 f(z) 在 [0, + co) 上 一 致 连续 , 且 Vz>0 
有 limyA(z+m)=0(z 为 正 整数 ). 试 证 lim./(z)=0.( 江 西 大 学 ， 
上 海 师 范 大 学 ) 

分 析 要 证 明 lim f(z)=0, 即 要 证 明 : Ye >0 3 4>0, 当 
xX>A 时 ,有 |f(x)|<e. 

已 知 Vz>0， 有 lim f(z+n)=0. 因此 对 区 间 [0， 1] 上 的 每 
个 点 zE[0,11]1, 相 应 4N. >0， n>N, 时 |f(xz+n)|l<e. 可 惜 这 
么 找 得 的 N.(zE[0,1]) 共 有 无 穷 多 个 .无 法 从 中 找 出 最 大 的 N. 


为 此 ,将 [0,1]& 等 分 对 每 个 分 点 zx = 三 (iE 11,2,…,&|) ,相应 


了 Ni >0, 使 得 n>N, 时 ,| f(z;+n)|<e. 令 N=maxlN,N,, 
“Nii 则 n>>N 时 ,有 [f(zx;+n)|<e (i=1,2,…,k). 如 此 我 
们 虽 未 找到 所 需 的 A >0, 但 至 少 在 [NN ,+ co ) 内 的 每 个 格 点 zx, + 
n(i=1,2,… ,k,n 二 N+t+1,N+2,…) 上 ,有 |f(zx,+n)|<e. 注 
意 到 F(z) 在 [0, + co) 上 一 致 连续 ,因此 把 分 划 取 得 足够 细 ,使 得 
和 点 必 名 密 , 可 使 二 格 点 之 间 的 函数 值 ， 与 格 点 的 函数 值 , 相 差 任 
意 小 . . 

证 1 因 f(z) 在 [0， + co) 上 一 致 连续 ,所 以 Vse>0,38> 
0, 当 |x’ ~-x |<8 (rx ,x “>0) 时 ,有 


f(z )- f(z)1<$. (1) 
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2 取 > 汪 ,将 区 间 [0,1]k 等 分 .记分 点 z= 证 (i=1,2,…， 
全 .这 时 间距 zx.1= 二 <6. 
3* 由 已 知 条 件 ,对 每 个 < = 起 有 lim (zt+m)=0. 从 而 3 N 


>0, 使 得 n> N; 时 有 | 了 (zx;+ n)1< 方 . 令 N= max {Ni!, 则 .n> 
N 时 
1f(zi;+n)|< 亏 (i=1,2, ,Rk). (2) 


“4 取 A=N>0, 来 证 x>A 时 |f(xz)|<e. 事 实 上 ,VYz>N， 
记 n 三 [zj 宇 ND, 因 zn€E[0,1), 故 3 iE€ |11,2,…., 上 | ,使 得 
{(z-n)-zl<d,p|lz- (n+tz)|< ,由 式 (1), | f(x)- 
f(n+z)| < 三， 再 由 式 (2)， 

AD fn tz) 1+ Far a) 
€ € 
<< 广 + 本 二 6. 
即 lim f(x)= 0. 

由 此 例 易 如 ; 若 g 在 [ca,+c) 上 一 一 致 连续 ， Vz>0, 有 

lim Lg (T+n)= A , 则 ， lim, g(x)=A. | 


= 、 用 连续 柄 数 措 壕 一 到 连续 性 


定义 车 F(z) 在 区 间 工 上 有 定义 , 则 
or(9) ,sup, |f(x')-— fx 二 


下 天 一 工 i 


闪 为 本 数 / 的 素 续 要 可 见 or(9) 是 关于 ， 9 的 非 抽 、 不 减 函数 . 


QD [xz] 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 . 
全 5 » 


下 面 我 们 借助 它 来 描述 一 致 连续 性 . 
”x* 例 2.2.11 车 f(z) 在 区间 I 上 有 定义 . 则 f(z) 在 1 上 一 
致 连续 的 充 要 条 件 是 lim wr(8)=0. 


0 


证 1 必要 性 . 因 f(z) 在 1 上 一 致 连续 ,因此 Ye>0,356, 
>0, 当 x ,zx’E€El, 1z -zx "|< 时 有 |f(z')-f(z”)1< 地 . 从 而 
(3 


w ($1 )= sup, if(z)- f(z) 


， 人 “ 
故 0<3<5 时 ， 
0<w(0)So (dSF<e. 
所 以 lim w,(6)=0. 
2 充分 性 由 lim wj (8)=0 知 : Ye >0,36,>0 使 得 
0<oi(3)<e, 玫 当 z',z"E1,1z -ze1< 有 
if(x)- f(x )|e _SUP ， [f(x )- f(x)|= ow (0)<e. 


EE 
”所 以 f 在 I 上 一 致 连续 . 

注 由 此 可 得 一 致 连续 的 观察 法 .因为 w(8) 的 值 只 与 太 的 
图 形 最 陡 的 地 方 有 关 . 车 f 的 图 形 在 某 处 无 限 变 陡 ,使 得 w (5) 
一 0(5 一 0 时 ), 则 了 非 一 致 连续 .车 f 在 某 处 最 陡 , 但 5->0' 时 ， 
此 处 的 变 差 | f(z ) -f(x”)| 一 0, 则 f 一 臻 连续. 

例如 f(z)= 二 (xz>0), 在 z=0 处 ,图 形 无 限 变 陵 . Y 8>0， 
wr(G) = 十 co .0->0” 时 wr(2) 一 0. 因 此 在 任何 区 间 (0,c)(c> 


0) 上 都 是 非 一 致 连续 的 .但 在 区 间 [e, + co ) 上 ,7(z)= 工 在 点 


处 最 陡 , 且 wr(3)= 二 -一 -=0( 当 3 一 0* 时 ). 可 见 7(z) = 十 


C 十 人 
在 fc, + co) 上 一 致 连续 . 
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类 似 我 们 容易 看 出 in zercos 二 ,aretan x ,sin 二 的 一 致 连续 
区 间 . 留 给 读者 考虑 . 
※ 由 、 集 上 的 连续 画 数 及 一 致 连续 函数 的 延 拓 问题 


前 面 例 2.2.6 告诉 我 们 ,车 f(z) 在 (a,5) 内 一 致 连续 , 则 了 
在 端点 a,5 处 有 有 限 极限 ,因此 车 将 极限 值 分 别 作为 了 在 a,6 点 
的 值 ,那么 了 被 延 拓 到 闭 区 间 [a,5] 上 , 且 在 [a,5] 上 一 致 连续 ， 
下 面 我 们 将 此 结论 推广 到 一 般 的 集合 ECR 上 .为 此 ,我 们 首先 把 
连续 与 一 致 连续 的 概念 ,推广 到 任意 的 集合 已 上 

定义 ”f(z) 在 集合 ECR 上 有 定义 . zuE 巨 ,所 谓 /(z) 在 
zo 处 连续 , 指 : Ye >0,36>0, 当 jx-zroi<5,zEE 时 ,有 
1f(z)-f(zo)l<e. 若 /在 E 的 每 点 上 连续 , 则 称 /在 FE 上 连 
续 . 

换 句 话说 ,定义 与 区 间 上 连续 的 定义 一 样 ,只 是 把 区 间 改 
为 了 集合 EE. 类 似 可 定义 EE 上 的 一 致 连续 性 . 

值得 注意 的 是 , 按 此 定义 ,f 在 FE 的 孤立 点 (如 果 存在 )xo 必 
然 连续 . 因 8 >0 取得 充分 小 时 ,zx, 的 6 邻 域 (zx。 一 6,x。+6) 与 玉 
只 有 一 个 公共 点 xz。. 可见 今 后 只 需 讨 论 f 在 EE 的 聚 点 处 的 连续 
性 

按 此 定义 , 易 知 Dirichlet 函数 


D(z) |1L, 当 = 为 有 理 数 时 ， 
“10, 当 x 为 无 理 数 时 
处 处 不 连续 .但 限制 只 在 集合 Q= 4 有理数 | 上 考虑 , 则 ,D(z) 在 Q 
上 连续 . ee 
下 面 讨论 延 拓 问题 ， 


和 
*# 例 2.2.12 设 EE 为 实 轴 R 上 的 一 个 集合 nc 
的 称 密 于 集 [ 即 Y x EE， jr.EE (n=1,2,. de 


n 一 co 时 )]. 若 f(x) 是 E, 上 的 一 致 连续 函数 ( 即 ;: Ye>0,36> 
0, 当 zz ,zx EE,|zx -zx |<5$ 时 ,有 |fi(x)- (zz )1<e). 则 
在 上 有 了 唯一 的 函数 f(z) 使得: 

1) f(z)= f(z) ( 当 xzEENH); 

2) f(z) 在 EE 上 连续 .特别 EE 为 有 界 集合 时 , 则 f(z) 在 E 上 
一 致 连续 . 

证 证 明 的 思路 如 下 :已 知 对 任意 zx。 EE, 可 取出 序列 | xz, |} 
CE, ,使 得 x, 一 zx. 我 们 来 证 明 lim f,(z, ) 存 在 , 且 极 限 值 与 |z, 1 
的 取 法 无 关 , 柄 数 f(z): 

f(xo)= limfi(x,) 
在 下 上 被 一 意 确定 .然后 证 明 此 函数 在 已 上 满足 条 件 1)、2) ,并 
且 符 合 此 条 件 的 函数 是 唯一 的 .具体 地 说 : 

1 已 知 Y xoEE,3x,EE(n=1,2,…), 使 得 ZX ”ZXo( 当 nn 
六 吕 ). 现 证 f(z,) | 收敛 .事实 上 ,由 于 f(x) 在 ,上 一 致 连续 : 
Ve>0,36>0, 当 zx ,zx EE,|zx ~x < 时 ,有 | f(x’)- 
n(x )|<e. 由 |z, 1 的 收敛 性 ,对 此 6>0,3N >0, 当 m,n>N 
时 ,有 |z。 一 zx,1<6, 从 而 | fi (zx) 一 (zx,)|<e. 歼 {f(z,) 收 
敛 . 四 

2 另 设 zEE(z=12,…),z 一 xzo( 当 ~>co), 需 证 
limfi(z',)= lim 广 (ze). 但 这 是 明显 的 , 因 否则 令 Z,, = zx, ,及 
Zz-1= 工 (n=1,2,…) 时 ,有 ,EE,,X, 一 zo 使 得 |f, (这 ,)| 发 
散 , 这 与 1 的 结论 矛盾 .- 

至 此 ,我们 可 以 在 E: 上 一 意 地 定义 函数 

f(zo)=limfilz, ) (VY zo EE), (1) 
其 中 ix, | 是 EE， 中 任意 一 个 趋 于 zo 的 序列 . i! 

3* 我 们 来 证 明 F(z) 满 足 条 件 1) .2). 事实 上 ， VE 下, 内 要 

令 zx, 三 z(n=1,2,…); 则 
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f(r)= limfi(z)= f(r). 

这 就 证 明了 条 件 1) .为 了 证 明 f(z) 适合 条 件 2) ,我 们 只 要 证 明 : 

“f(z) 在 EE 的 任何 有 界 子 集 FCE 上 一 致 连续 .” 这 是 因为 ， 
对 于 任意 zuE 巨 ,我 们 总 可 找到 包含 xz。 的 有 界 子 集 FCE ,既然 
在 FF 上 一 臻 连续 ,自然 /在 zc 处 连续 .然后 由 zo 的 任意 性 , 知 f 
在 天 上 处 处 连续 .其 次 ,车 本 身 为 有 界 集合 . 则 可 令 下 = 下 , 便 
知 f 在 E 上 一 致 连续 . 剩 下 的 问题 在 于 证 明 f(z) 在 下 上 一 致 连 
续 . 即 要 证 明 : Ye >0,j38>0, 当 x ,zr EF,|zx -x |<6 时 ,有 
1 f(z) 一 f(z )|<e. 实 际 上 ,已 知 fi(z) 在 EE, 上 一 致 连续 ,所 以 
Ve>0,Ij8>0, 当 zx,z EEi,|zx -x |<6, 时 ,有 


[f(z ) -f(r < 本. ‘(2) 
今 取 3= 侍 , 可 以 证 明 这 时 着 x ,z”E F,|z -zx"|<8, 则 有 
1f(z')-/(x”)|<e. 因 为 对 ,zx EF,jx,,7x,EE(n=1, 
2,…), 使 得 xz, 一 xz ,x 一 x ( 当 n 一 品 时 ), f(x')= 
limfi(z) ,f(x )= limfi(x”). 从 而 对 于 se>0 与 8. >0,3( 充 
分 大 的 )no ,使 得 


’ ’ di LA 加 0: 
|z ~z [< 本 ， |z -zx [< 本 ， 


(fz) -f(r 1 <, fz) -f(r )1 <. 


' 、 
故 |z -x SE | 十 | | 十 [zz | 
Od 6 
. < 本 + 本 + 可 = 人 0 
于 是 由 式 (2) ,有 


[f(z ) -f(z )1<5. 
因此 
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[fz ) -Fz INI ) -fr Nt If ) f(r, )| 
+ 1fi(z% )- f(z")| 


E+ 


[3 
< 可 + 可 


一 E. 
问题 证 毕 . 
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六 2.2.1 设 了 是 区 间 T 上 的 实 函数 , 试 证 如 下 三 条 件 有 逻辑 关系 :1) 
=>2) 二 3). 

1) f 在 1 上 可 导 且 导 孙 数 有 界 , 邑 :3 M>0 使 得 |f(z)l&M(YVzr 
EI). 

2) f 在 1 上 满足 Lipschitz 条 件 . 嗓 :3L>0 使 得 |f(x’)- f(x’)l 志 L 
|x -x | (Vx x EI). 

3) f 在 1 上 一 臻 连续 . 

提示 。(1) 二 2)). 用 Lagrange 中 值 公 式 , 取 工 = M. 


(2)>3)) 取 8= 计 . 


六 2.2.2 设 f(z) 在 区 间 I 上 有 定义 .为 了 检验 f 在 I 上 是 否 一 致 连 
续 , 今 设计 如 下 的 实验 : 取 一 根 内 空 直径 为 s 的 圆 形 直 管 (e >0) ,截取 长 度 为 
6 的 一 段 (6>0) ,将 直 管 中 轴 与 zx 轴 平 行 放 好 .然后 让 y= f(z) 的 曲线 平移 
从 管内 穿 过 .车 不 论 。 >0 多 么 小 ,只 要 事先 将 直 管 长 度 5>0 取 定 足够 短 , 曲 
线 就 能 平移 穿 过 此 管 , 整 过 穿越 过 程 ,5 无 需 改 变 ,那么 f 就 在 1 上 一 致 连 
、 续 .否则 就 是 非 一 致 连续 . 问 这 种 理解 正确 吗 ? 

( 注 一 致 性 主要 体现 在 整 过 穿越 过 程 ,6 无 需 改 变 上 1) 《正确 》 

六 2.2.3 函数 F(z) 在 [ae,5] 上 一 致 连续 ,又 在 [5,c] 上 一 致 连续 ,a< 
6<c. 用 定义 证 明 :F(z) 在 [za,c] 上 一 致 连续 . (北京 大 学 ) 、 

提示 Ye>0, 在 [a,5]、[5,c] 上 分 别 找到 8 >0(i=1,2), 使 得 xz,， 
Zz 1 同 E[a,5], 或 x'， ,ZX 2 同 EL[6,c] 时 ,只 要 [xz 一 xz“|<<6.(i=1,2) 时 ,有 


1f(z 5) 一 了 zx)1< 广 :从 而 :|x 一 zx |<8=min|8,,6;1 时 , 即 令 xz ,xz" 分 


居 [a,6b],[5,c] 中 ,也 有 (f(z)- fz) ) -£80)1 + 15)-— 
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f(z < 二 + 本 =e， 

2.2.4 设 .F(z) 在 [0, + co) 满足 Lipschitz 条 件 . 证 明 F(z)(0<a<1 
为 常数 ) 在 [0, + co ) 上 一 致 连续 .( 武 汉 大 学 ) 

提示 ”内 层 函 数 s(x)= x 在 [0,1] 上 连续 ,因而 在 [0,1] 上 一 致 连续 . 
在 [1,+ %) 上 其 导数 有 界 ,从 而 g 在 [1, + %) 二 也 一 致 连续 . 故 g 在 
[0, + %) 上 一 致 连续 ( 据 上 题 ). 外 层 函 数 满足 Lipschitz 条 件 ,所 以 也 一 致 连 
续 . 从 而 复合 函数 f(x ) 也 一 致 连续 ( 例 2.2.5). 

2.2.5 证 明 :y=sinVZz 在 (0, + oo) 上 一 致 连续 .( 武 汉 大 学 ) 

提示 sinVz 在 [0,1] 上 连续 ,从 而 在 [0,1] 上 (自然 也 在 (0,1] 上 ) 一 臻 
连续 .在 [1, + oo ) 导 数 有 界 故 [1, + co ) 上 也 一 臻 连续 .所 以 [ 另 证 ] 也 可 用 
e 一 6 方法 直接 证 明 . (利用 和 差 化 积 公 式 ); 或 利用 例 2.2.5. 

2.2.6 ”用 不 等 式 叙 还 f(z) 在 (a ,5) 不 一 致 连续 . (内 此 古 大 学 )》 


六 2.2.7 证 明 :g(x)=sin 二 在 (0,1) 上 不 一 致 连续 .( 中 国 科学 院 ) 


提示 “例如 可 取 xz = 吉 ， 51x -21 一 0, 但 | f(z) 
-f(z%)| 0( 当 wn 一 %)( 利 用 例 2.2.3). 

六 2.2.8 证 明 :函数 /(z) = -se 二 在 每 个 区 间 岂 = |z: -1<z<0|， 

= iz:0<z<1i 内 一 致 连续 .但 在 几 UJ = {z:0<1z|<1| 非 一 臻 连续 . 
大学) 

提示 。( -1,0) 内 部 连续 ,端点 为 可 去 间断 ,补充 定义 可 使 [ - 1,0] 上 
连续 ,利用 Cantor 定理 可 知 在 [ -~ 1,0] 上 , 即 了 在 (- 1,0) 内 一 致 连续 :(0,1) 
上 亦 然 . 但 (- 1,0) U (0,1) 上 非 一 致 连续 , 因 : 如 取 点 对 (zz ) = 


(-1, 土 )~0, 有 | f(x) -f(x",)|= 


跟 2.2.3 题 比较 . 

2.2.9 证 明 ; 周 期 函数 只 要 连续 必定 一 致 连续 . 

提示 设 /有 周期 >0, 将 R 分 成 周期 段 :1 = [iT,(i+1)T] (ae 
2Z) ,利用 Cantor 定理 f 在 [一 T,2T] 上 :Ye>0,36,>0, 当 |z’ -zx |<8 
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时 ,有 | f(z) 一 f(z )|i<e, 取 6=min161,TI, 可 证 在 R 上 |x 一 x ”|< 时 
恒 有 |f(x’)- f(r’)|<e. 

2.2.10 证 明 : 在 区 间 工 上 一 致 连续 的 二 函数 的 和 与 差 仍 在 上 上 一 致 连 
2.2.11 证 明 : 若 (- co,+co) 上 的 连续 函数 y= f(x) 有 极限 

lim f(z)=A, lim f(x)=B. | 

则 y= 了 f(z) 在 (-% ,+ %) 上 一 致 连续 . 

提示 ”可 利用 例 2.2.7 的 结果 或 证 法 . 

2.2.12 设 单调 有 界 函 数 f 在 区 间 I[I=(a,65) 或 I=[a,+ 哈 )] 上 连 
续 , 求 证 f 在 1 上 一 致 连续 .( 北 京师 范 大 学 ) - 云 色 

2.2.13 证明 :在 有 限 开 区 间 上 一 致 连续 的 二 函数 之 积 仍 一 - 致 连续 . 问 
商 的 情况 怎样 ? 无 穷 区 间 上 关于 积 的 结论 是 否 还 成 立 ? 证 明之 . ， 

提示 . 利用 例 2.2.6“ 可 知 二 函数 fg 有 界 了 3M>0,1F(z)1 委 M， 
jg(z)| 生 M, 从 而 Vz' ,x "EI 有 

if(z)g(x)- f(r ) g(r ) SIf(r g(r)- f(r) g(x)|+ 
[f(x )g(z)- flr)g(z)| 

< 和 MIACzD) -Ac ”Mis(= ) ) &(z)|. 


商 可 举 反例 :1 与 x 的 商 二 


2.2.14 求证 ; :f(z)== 


台 尔 滨 工 业 大 学 ) 

提示 ”利用 Hospital 法 则 可 镶 f(+%)=0. 

六 2.2.15 设 实 函数 f(z) 在 [0, + c ) 上 连续 ,在 (0， + om) 内 处 外 可 导 ， 
且 lim |f(z)| A( 有 限 或 + %). 证 明 : 当 且 仅 当 A 为 有 限时 ,上 在 [0， 
+ 吕 ) 上 一 致 连续 , (清华 大 学 ) 

提示 ” 当 A 有 限时 ,可 知 六 有 界 , 从 而 满足 Lipschitz 条 件 ,一 致 连续 . 


著 A=+o%, 对 eo=1, 令 zx’=a>0,x"=at+, 则 YnEN,a 充分 大 


时 ， 
有 (f(z)- Az)=1fF (a) Te=1(#>0). 
故 f 非 一 致 连续 . 


注 此 是 结论 给 判断 一致 于 全 六 来 很 大 方便 请 见 下 面 习题 2.2.18. 另 
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外 华东 师范 大 学 以 及 哈尔滨 工业 大 学 也 曾 用 过 类 似 考题 . 
2.2.16 函数 f(x) 在 开 区 间 (a ,5) 上 有 连续 的 导 函 数 , 且 lim f(z) 与 
lim f(z) 均 存在 有 限 , 试 证 : 


Xb 


1) f(x) 在 (a,5) 上 一 致 连续 ; 

2) lim f(x), lim f(z) 均 存在 . 

2.2.17 车/(z),g(z) 在 区 间 了 上 有 有 界 导 函 数 ,它们 的 乘积 是 否 -一 
致 连续 ? 为 什么 ? 

提示 否 . 如 f(x)=g(zx)=z,f(z)=g'(z)=1,f(zx)*g(z)=z? 在 
R 上 非 一 致 连续 . 

女 2.2.18 讨论 下 列 函数 在 所 给 区 间 里 的 一 致 连续 性 ， 


1) y=V zlIn zx, 在 [1, + %) 上 ;( 北 京 大 学 ) 
2) y= xln xz, 在 (0, + co) 上 ;( 武 汉 大 学 ) 
3 7 
二 . 
3) y= 工 +1T， x 之 0;( 中 国人 民 大 学 ) 
4)y=VYr-Vrti, 在 RL; 
5) y=% x -x -z+1, 在 R 上 ; 


因 Z4 十 1 
6) y=^/ ~ 一 ,在 R 上 ; 
、 x +1 


7) y= (8+ 二 cos x )sin 3zx, 在 RL 上; 


8) y=In (zx+V x +1), 在 R 上 ; 


9) y= x +arctan [z(1++)], x>0; 


: 
*10) = 二 2，y= 了 2 (oo<4< -1) 所 决定 的 函数 y=y(z). 


~ ,_lInx+2 ’ 上 
提示 1) y= 一 ~ 一 “>0 ( 当 z 一 +o)， | =1, 知 y” | 
y- 马 于 x | > 有 界 


2) y = + oo ,利用 习题 2.2.15. 


4) >y(+ co)=0, 利 用 习题 2.2.11 结果 . 
7) 周期 函数 ,利用 习题 2.2.9. 
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10) 计算 x ,yy 可知 (一 ,一 和) 内 z >0y ,<0,t 从 -用 -1 时 ， 
X(t) 由 07+%,y(t) 由 3a Na.[0,+ wm) 上 y'<0,y(z) 连续 ,端点 有 


有 限 极限 . 故 一 致 连续 . 

2.2.19 设 f(z) 在 [c,+co) 上 连续 ,上 且 x 一 + oo 时 ,F(z) 有 渐 近 线 y= 
ar+BD，, 试 证 f(z) 在 [c ,+ %) 上 一 致 连续 . 

提示 “利用 例 2.2.8 的 方法 或 直接 利用 结果 . 

2.2.20 设 函 数 F(z) 在 [fa, + o) 连 续 , 且 
lm [f(z)~cr-dl=0(c、d 为 常数 ), 求 证 f(z) 在 [a,+ %) 一 致 连续 . 
(北京 师范 大 学 ) 


lzl (2+sin LT ); 当 xzx0 时 ， 


家 2.2.21 证 明 ro-| 
0， 当 z=0 时 
在 R 上 一 致 连续 . 
提示 f(z) 在 R 上 连续 , 且 lim [f(z)-2x-1]=0 
im (A(z)+2rz+1)=0, 即 X 阅 十 吕 有 渐 近 线 y=2x+1,zx 一 一 吕 时 有 浙 
近 线 y= -2x 一 1. 故 RR 上 一 致 连续 . 
*2.2.22 设 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 连续 .求证 :存在 一 函数 yy 在 (0， 
+ oo) 上 具有 下 述 性 质 : 
1) yy 在 (0, + %) 上 单调 上 升 , 且 当 t 之 (ba) 时， y(t) = 常数; 
2) 对 任意 x’,x”E[a,65] 有 
IF(z) -Fr SG -xz "|); 
3) lim y(t)=0. (北京 师范 大 学 ) 


te0 


提示 令 y(t)= _ Py |f(z’)- f(x")), 
则 1)， 放 ， 3) 明 显 (参见 例 2 2. 11). 


※ S2.3 上 .下 半 连 续 


为 扩大 眼界 ,对 连续 性 作 进一步 讨论 ,本 节 我 们 介绍 上 、 下 半 连 续 函 数 . 
主要 包括 上 、 下 半 连 续 的 定义 ,等 价 描述 以 及 它们 的 基本 性 质 .( 可 供 有 兴趣 
的 读者 选择 阅读 ) 1 
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. .一 、 上 .下 半 连 续 的 定义 与 等 价 描述 


设 函 数 f(xz) 在 集合 EE 上 有 定义 ,xo。 EE 为 E 的 一 个 诊 点 . f(z) 在 xz。 
处 连续 ,用 e -6 语言 来 描述 , 即 :Ye>0,35>0, 当 xzEE,|z-zo|<6 时 ， 
有 、 
flxzo)—-e<f(xr)< COzo)+e. (A) 
车 将 此 条 件 减 弱 , 在 不 等 式 (A) 中 ,只 使 用 其 中 的 一 个 不 等 式 , 那 么 就 得 
到 所 谓 半 连 续 . 
定义 设 f(x) 在 zo 及 其 附近 有 定义 ,所 调 f(z) 在 x。 处 上 半 连 续 , 是 
指 :Ve>0,38>0, 当 zEE,|z-zol<f3 时 , 伍 有 F(z)<J(zo)+e. 
所 谓 f(z) 在 ro 处 下 半 连 续 ,是 指 :Ye>0,38>0, 当 zE 忆 ,|z-zo| 
< 时 , 恒 有 Az)> f(zxo)-e. 
推论 。f(z) 在 ze 及 其 附近 有 定义 , 则 f(z) 在 zxo 处 连续 的 充 要 条 件 是 ， 
f(z) 在 zo 处 既 上 半 连 续 , 又 下 半 连 续 . 
例 2.3.1 Dirichlet 函数 
D(z)= | 2z 为 有 理 数 时 ， 
0, 当 z 为 无 理 数 时 
在 有 理 点 处 上 半 连 续 , 但 不 下 半 连 续 . 在 无 理 点 的 情况 恰恰 相反 . 
函数 f(z)= xD(z), 当 x>0 时 , 跟 D(z) 的 结论 一 样 ,zx<<0 时 跟 D(z) 
的 结论 相反 .x =0 时 , 既 上 半 连 续 ,又 下 半 连 续 ,因而 在 z=0 处 连续 . 
Riemann 函数 


RD 人 z= 也 ,pg 为 既 约 整数 ,g >0， 
0, 当 z= 无 理 数 
在 无 理 点 处 既 上 半 连 续 又 下 半 连 续 . 在 有 理 点 处 上 半 和 连续 ,但 不 下 半 和 连续. 

下 面 讨 论 上 、 下 半 连 续 的 等 价 描述 . 

定理 1 设 f(z) 在 集合 下 上 有 定义 ,zo 为 EE 的 一 个 聚 点 zo€E. 则 如 
下 断言 等 价 : | 

(i) f(x) 在 zx。 处 上 半 连 续 ( 即 : Ye >0,358>0, 当 zrE€E, 
lz~zol<6 时 ,有 f(r)< f(x) +e); 

(ii) Hm f(z)< f(z0); | 
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(i) VY zj:zE 刁 ,zz 必 有 
lm f(x, )&f(zo0). 

证 1 (GD)=(iD) 明 显 , 因 Ye>0,38>0, 当 zeEE,jz-zl<s 时 ,有 
f(r)< COzo)+e， 

在 此 式 里 取 上 极限 ,并 注意 s>0 的 任意 性 , 即 得 (ii). 

2” (证 明 (ii) 之 (iii)) ”由 $1.6 定 理 1' 的 推论 7) 直 接 可 得 . 

3” (证明 (ii) 全 (iD) (用 反 证 法 ) i 

设 /(z) 在 zo 处 不 上 半 连 续 , 则 3eo>0,V6, = 二 >0,3zeE,0< 


1z, -zol<6, = 二, 使 得 


fz, ) 之 f(x0) + eo. 
这 与 已 知 条 件 (ii) 了 矛盾 .证 毕 . 

当 且 仅 当 /(z) 在 集合 E 中 处 处 上 (下 ) 半 连续 时 称 f(z) 在 EE 中 土 (下 ) 
半 连 续 . 

定理 2 设 记 为 闭 集 ,f(xz) 在 E 上 有 定义 , 则 f(z) 在 EE 中 上 半 连 续 的 
充 要 条 件 是 :Y cE (--%,+ oo) 集 合 F(c) 二 |x EE:f(x) 之 cj 为 闭 集 . 

证 1" (必要 性 ). 为 了 证 明 FF(c) 为 闭 集 . 即 要 证 Vx, € F(c),zx,—xo， 
必 有 xzo€EF(c). 此 时 xz,EE, 而 EE 为 闲 集 ,所 以 x。 EE. 要 证 zuoEF(c) 剩 下 
只 要 证 用 zo) 之 c. 事 实 上 ,由 zx,€ F(c) 知 f(x,) 之 c(n 1,2,…), 从 而 有 
limf(x,) 之 c. 因 f(x) 在 xz。 处 上 半 和 连续 , 据 定理 1 有 f(x) 之 Hni f(z) 之 

”#0 


lim f(x, ) 之 c， 
2 (充分 性 ).( 反 证 法 ) 假 车 f(z) 不 在 E 中 上 半 连 续 , 则 至 少 存在 一 点 
xoEEF,f(x) 在 xo 不 上 半 连 续 . 即 :3 eo。>0,Y 5, = 二， 3x, EE, 员 | x, 一 


zol< 圭 ,但 f(x) 之 f(z0)+ eo. 


取 数 c, 使 f(xo)+ eo>c> f(zo). 于 是 根据 F(c) 的 定义 
x EPF(c), ro EF(c). 
但 z, 一 zo( 当 2 一 co),F(c) 为 闭 集 , 应 有 zx。€ F(c) 矛 盾 .证 毕 . 
注 、 (1) 上 半 连 续 与 下 半 连 续 是 对 偶 的 概念 .一 方 有 什么 结论 , 另 一 方 
也 有 相应 的 结论 .定理 2 的 对 偶 结 论 , 留 给 读者 写 出 . 
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(2) 定理 2 给 出 了 半 连 续 的 又 一 等 价 形式 .其 中 未 用 。- 8 语言 ,只 用 了 
闭 集 的 概念 .这 为 半 连 续 推 广 到 一 般 拓扑 空间 , 作 了 准备 . 


二 、 上 (下 ) 半 连续 的 性 质 


a. 运算 性 质 

定理 3 

1) 车 在 [a,5] 上 ,函数 f(z),g(zx) 上 (下 ) 半 连续 , 则 它们 的 和 f(x)+g 
(z) 亦 在 [a,b] 上 上 (下 ) 半 连续 . 

2) 若 在 [a,b5] 上 f(z) 上 (下 ) 半 连续 , 则 一 f(z) 在 [a,5] 上 为 下 (上 ) 半 
连续 的 . | 

3) 若 在 [a,b] 函 数 (x) 及 g(x)>0, 且 上 半 连 续 (或 f(z) 及 g(x)<6， 
且 下 半 连 续 ) 则 它们 的 积 /(zx)*g(zx) 在 [a,5] 上 为 上 半 连 续 的 .车 (x) >0 
上 (下 ) 半 连续 ,g(x)<0 为 下 (上 ) 半 连 综 , 则 /(zx)*g(z) 下 (上 ) 半 连续 . 


4) 车 在 [a,b] 上 , f(z)>0 上 (下 ) 半 连续 , 则 5 在 [4,5] 上 ,下 (上 ) 


半 连 续 . 
这 里 只 对 1) 中 上 半 连 续 的 情况 进行 证 明 , 其 余 留 作 练习 . 
证 I (利用 半 连 续 的 定义 ) 
因 f(x),g(x) 上 半 连 续 , YY xo€E[a,b],Ye>0,36>0, 当 |x -zxo|< 
6,zE[a,b] 时 有 
f(z)<f(zo)+ 方 ， B(x)< g(ro) + 
所 以 f(x)+g(x)< f(zro)+ g(xo)+e. 
故 f(z)+g(z) 在 [a,5] 上 上 半 连 续 .， 
证 (利用 上 半 连 续 的 等 价 描述 ) 
因 F(z),g(z) 在 [ae,5] 上 上 半 连 续 ,V xo。 Ef[a,5] 有 
a f(z)<f(zo), Bm g(xz)<g(zo),( 定 理 1) 


im (f(z)+ g(x)E lim f(z)+ lim g(x) 
f(z0) + g(x0), 
故 f(z)+ g(x) 在 [a,5] 上 上 半 连 续 . 
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b. 保 号 性 

上 半 连 续 有 局 部 保 负 性 ( 即 ; 若 F(z) 在 ze 处 上 半 连 续 , f(zo)<0, 则 
36>0, 使 得 z€E (xo -6,zo +6) 时 有 f(z)<0); 同 样 下 半 连 续 有 局 部 保 正 
性 .这 些 由 定义 直接 可 得 . 

c. 无 介 和 值 性 

半 连 续 函 数 , 介 值 定理 不 成 立 .例如 


1 ， 当 0<z<F， 
f(x)= 


0, 当 才 <zs1 


在 [0,1] 上 f(x) 是 上 半 连 续 的 ,但 VY aE (0,1)=(/(1),/(0)), 无 z€(0,1) 
使 f(x)=a. 

d. 关于 f(z) 的 界 

定理 4 有 界 闭 区 间 上 的 上 半 连 续 沙 数 , 必 有 上 和 界 , 且 达到 上 确 界 .具体 
来 说 ,车 f(z) 在 [a,5] 上 上 半 连 续 , 则 

1) f(z) 在 [a,565] 上 有 上 界 (33M>0 使 f(x) 夺 M,YxE[a,b]), 且 

2) f(z) 在 [a,651] 上 达到 上 确 界 ( 即 3zx。€ [a,651 使 得 f(xo)= 
EBP AD) 

证 I 先 证 明 1)( 反 证 法 ). 

车 用 zx) 上 无 界 , 则 zx, € [a,6], 使 得 f(z)>n(n=1,2,…) 册 致密 性 
原理 ,在 |x, | 中 存在 收敛 的 于 序列 |z。 } ,使 Ts 一 zo( 当 有 ->+oco), 因 [a ,5] 为 
闭 的 , 故 zoEc[a,6]. 但 f(z )>n, 当 k>+ oo 时 ,f(z ) 一 +oco. 所 以 

lim A(z)= +%. 
但 /zx) 在 [a,b] 上 上 半 连 续 ,应 有 im f(z) 志 f(zo), 故 f(zo)=+o0. 秆 
盾 . . 
2) 因 f(z) 上 有 界 ,supf(z)= M< + oo. 车 f(z) 在 [a,51] 上 达 不 到 上 


确 界 , 则 VzE[a,6],f(z)<M,M- f(z)>0. 所 以 一 ez) 在 [a,6] 上 
上 半 连 续 (定理 3). 从 而 有 上 界 , 即 3 M >0, 使 Y zxE[a,5b] 有 


1 , 
M-Az) MM 
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即 : f(z)<M- 语 ， 


这 与 M= supf(z) 蔬 盾 . 
证 下 只 要 证 明了 (il), 那 么 结论 (i) 自 然 成 立 . (ii) 可 按 如 下 步骤 证 

明 : . 

证 下 (利用 有 限 覆 盖 定 理 证 明 结 论 (i)) 


设 M=sup f(x) 


x€[a, 6] 
3xoE[a, ,使 得 
MM 为 f(x) 在 xo 处 的 一 子 极限 
Jo)>lim f(x)>M 


fir)EM 


Y zx,E[a,6b], 习 邻 域 0。= (zx, -6,,zx, +6,) 使 其 中 有 
f(x)<fz)+l (YrEO,). 
从 [a,2] 的 开 覆 盖 {O- | zx, Ef[a,5]| 中 可 以 选 出 有 限 子 覆 盖 1O. 17, 于 是 
M 王 maxj| f(z;)+1|i=1,2,…,n| 便 为 /(z) 在 [a,5] 上 的 上 界 . 


请 读者 思考 两 个 问题 :(1) 对 于 下 半 连 续 相 应 定理 如 何 叙 述 ;2) 车 把 区 
间 [a,5] 改 为 任意 实 闭 集 玉 , 定 理 是 否 成 立 ? 


定理 5 若 函 数 F(z) 在 (a,2) 内 上 (或 下 ) 半 连续 , 则 必 存 在 内 闭 区 间 


OD M=sup f(x), YT >0, 习 xz, E [a ,5], 使 得 M- TL</(a) EM. 由 致 
密 性 原理 ,| z,| 存 在 收敛 的 子 序列 : | zu | 一 zo,zoE [4,6]. 如 此 我 们 得 到 x。 一 zo， 
(zw )M(k 一 时 ). 这 即 表明 M 为 f(z) 在 zo 处 的 一 个 子 极限 . 
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[a,B]C(la,65), 使 f(z) 在 [a,B] 上 保持 有 界 . 
证 以 下 半 连 续 为 例 进 行 证 明 . 
设 f(z) 在 (a,5) 内 下 半 连 续 , 来 证 3[a,B8]C[a,5]j] 使 得 f(z) 在 [a,pB] 
上 上 有 上 界 . 用 反 证 法 , 设 Y[a,B8]C(a,5),f(xz) 总 在 [a,B] 上 无 上 界 . 于 是 : 
1" 3xiE (a,b) 使 得 f(zx1)>1. 因 f(x) 下 半 连 续 , 故 35,>0 


(不 妨 令 6, < 村 ) ,使 得 
Ai=[z -6 ,ri +o]C(a,b), 
县 VYxEA1 有 f(x)>1. 
2 因 f(x) 在 任何 内 闭 区 间 上 无 上 界 , 所 以 对 Al , 3 xz， E Ai 使 得 f(x) 


>2. 进 而 由 f(x) 的 下 半 连 续 性 ， 知 36>0 (不 妨 令 2< 去 )， 使 得 zxEA， 


二 [za 一 682 ,za 十 0]CA, 时 有 .FCz)>2. 
3 ”如 此 继续 下 去 ,我 们 得 到 一 串 闭 区 间 
A DA I DA, ID., 


区 间 长 IA, 1=28, < 六 一 0 ( 当 mc 时) 


且 在 每 个 区 间 A, 上 , 恒 有 f(x)>n. 
4 根据 区 间 套 定理 , 3 £€E A, (n=1,2,…). 故 
flE)>n (n=1,2,.…). 
因此 f(&)= + co ,矛盾 . 
以 上 我 们 证 明了 :3 了 [au,p8]C(e,p)， f(z) 在 [a,8] 上 有 上 界 .但 因 f(z) 
在 [a,B] 上 下 半 连 续 ,利用 定理 4 的 对 偶 结 果 ， 知 几 z) 在 [<,p] 上 有 下 界 ， 总 
之 f(z) 在 [a,B8] 里 有 界 . 
上 面 定 理 1 一 4, 是 仿照 连续 函数 的 相应 定理 建立 起 来 的 . 定理 5 对 于 连 
续 函 数 更 不 成 问题 .下 面 我 们 来 看 一 一 个 连续 函数 所 没有 的 性 质 . 
我 们 知道 ,连续 函数 单调 序列 的 极限 不 见得 是 连续 的 . 例如 f(x)= 7" 
在 [0,1] 上 连续 , 当 ”增加 时 单调 下 降 有 极限 
加 1, 当 z=1 时 ， | 
A(z)= 0, 当 0<z<1 时 ， 
但 极限 函数 F(z) 在 [0,1] 不 连续 ， 
定理 6 (〈 保 半 连 续 性 ) 设 函数 访 (z) 在 已 上 有 定义 , 且 上 半 连 续 (” =1， 
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2,…). 广 (zz) 即 
fi(r)2f (rx) (rz) f(r) (VrEE) 

且 : limf, (x)= f(z). 
则 f(x) 在 EE 上 上 半 连 续 . 

证 (我 们 的 任务 在 于 证 明 :; VY xz,E€ E,YVe>0,36>0. 当 zEE,|x- 
Xxol<6 时 有 f(x)<f(xo)+e) 

1 VxoEE, 因 f(zxo)= lmf,(zo), 所 以 Ye>0， 3N>0, 当 n>N 时 
有 f(xzo)< f(zro)+e. . 

2" 将 n 固定 , 因 f, (x) 在 E 上 上 半 连 续 ,所 以 35>0, 当 xE€EE,， 
|x-xol<65 人 时 有 f(x)< f(xo)+e. 

3 又 (xz)Nf(z),f(x) 志 f(x), 故 更 有 

f(r)< f(xo)+e. 

这 就 证 明了 f(x) 在 上 上 半 连 续 . 

注 ”由 本 定理 ,以 及 下 半 连 续 的 对 偶 结 论 可 知 : 
车 函数 序列 1 f, (x) 在 区 间 [a ,5] 上 有 定义 ,并 且 每 个 f, 都 连续 , 则 在 [a ,65] 
上 

iD) 当 f(x)Nf(z) 时 ,f(x) 上 半 连 续 ; 

i) 当 f(x)7f(z) 时 ,f(z) 下 半 连 续 . 

前 面 的 例子 f, (x)= zx" Nf(x)= 加 “i 1 可 作为 一 个 例证 . 因 
为 x" 在 [0,1] 上 连续 , f(z) 虽然 不 连续 ,但 在 [0,1] 上 为 上 半 连 续 的 . 

现在 ,我 们 提 相 反 的 问题 :是 否 半 连 续 函 数 ,一 定 可 以 作为 连续 函数 的 单 
调 极限 ? 具体 来 说 , 即 : 设 /(z) 是 任意 区 间 [a ,5] 上 任意 给 定 的 上 (或 下 ) 半 
连续 函数 ,是 否 一 定 能 在 [a ,5] 上 构造 出 相应 的 连续 函数 序列 | /, (z)} ,使 得 
户 (z) f(z)( 或 f.(z)7F(x)). 回 答 是 肯定 的 . 

定理 7 设 f(z) 在 [a,5] 上 有 定义 且 上 半 连 续 , 则 存在 一 个 递减 的 连续 
函数 序列 | 

f(r) (zr)2 fr) f(r) 

使 得 limf(z)= f(x). 

〈 即 :上 半 连 续 函 数 ,总 可 用 连续 函数 从 上 方 逼 近 . ) 

" 171 ， 


证 法 
首先 构造 函数 序列 | f, (zx)1, 然 后 证 明 f, (x) 连 续 , ) ,有 下 界 .从 而 
存在 记 为 


lim f, (x) g(x), 最 后 证 明 g(x)= f(x). 

证 1 (构造 f, (xz)) 对 于 固定 的 z 与 nn, 函数 -nix -xl 是 x 的 连 
续 函 数 ,所 以 上 半 连 续 . 已 知 f(x ) 是 上 半 连 续 的 . f(x -zz -zl 是 x 
的 上 半 连 续 函 数 (定理 3). 从 而 在 [ae,56] 上 有 上 界 , 且 达到 上 确 界 (定理 4). 
即 3z”E[a,5] 使 得 


f(r)~nlr’ “zl= max {f(r )- nlx 一 | (1) 
[注意 z "实际 与 n、x 有 关 ,zx" = x; (xz)]. 
今 定 义 
h(x)= mex {f(x ) -nlr ~ xl}. (2) 
下 面 证 明 f, 满足 各 项 要 求 . 


2" (证明 f, (xz) 连续 ) 由 式 (1)、(2) 知 
fxr)= fx -nlr’ -zl2f(r) -nlr -rx| (Vr Efa,b])). (3) 
从 而 f(z)>f(xi (xz) -nlz: (x') -zl 
之 f(x (x)) -nlzri (zr)-zx|-n|lzr -zl 
=f,(r)-nlz’ -xl. 
所 以 万 (z -所 (z) 魏 zz 一 |. 
此 式 对 任意 的 zzE [a ,5] 都 成 立 ,x',x 互 换 也 成 立 .因而 得 
[f(r )- f(r) nlzr’ -zx|. 
此 式 表明 f(x) 在 [a ,5] 上 连续 . 
3 (证明 f, 忆 ) 设 %>n 则 
f(T) 宇 f(rs (rz) -nlzi (rz)—-x| ( 因 式 (3)) 
之 f(zi(z)) -mlzi(rz)-z| ( 因 m>n) 
= f(x). 
所 以 f, 改 . 
4” (序列 1f, (zx)} 有 下 界 ) 对 任 一 固定 的 zx, 在 (3) 式 中 令 x = xz, 可 知 
所 (XT) 之 A(x)( 对 一 切 nEN 成 立 ). 故 VY xE[a,6b],{ f(z)] 有 下 界 . 
5° 由 3"、4' 知 :g(z) 二 limf,(z) 存 在 且 之 f(x). 


172 。 


6" (证 明 g(z) 委 FF(z)) 因 z) 上 半 连 续 ,VYe>0,38>0, 当 二 E 
[a,bj,lzr -zi<$ 时 
有 f(x )<f(zxr)+e. (4) 
又 因为 f(z) 上 半 连 续 , 所 以 在 [a,5] 上 上 有 界 .因此 对 固定 的 x, 当 n 一 
co 时 ,有 x; (z) 一 z[ 这 是 因为 
f(x)= [zy (z)] -zz (z) 一 并 | . 
若 zx; (zr) 政工 , 则 3 zx 的 邻 域 (x -6, ,x + 人 6), 使 得 zs (z) 在 此 邻 域 之 外 
(这 里 {zx。 (zx)| 是 fx; (zx)| 的 某 一 子 序列 ). 但 f(x) 在 [a,5] 上 有 上 界 , 即 : 
3 M>0, 使 得 f(z) 三 M( 当 x Ela,6b] 时 ). 因 此 : 
fa CT)= frs (x)]— mlz (x) 一 | 
SM- nm lz (x)-zx|<M- nnd-o%, 
与 f(z)>g(zx) ( 当 m>oo 时 ) 矛 盾 .]. 
从 此 可 知 3N>0, 当 n>N 时 ,|zx xz: (x)|<5. 于 是 由 (4) 式 
f(x» (xz))< f(r)+e. 


但 f(r)= frr (x)) -nlz; (x) -zlEf(z’ (x)). 
从 而 更 有 f(r)<f(r)+te. 
令 ”一 oo 取 极 上限, 得 Ss(z)sF(zr)+e. 
由 e>0 的 任意 性 , 知 sg(z) 委 F(z). 
与 的 结论 比较 ,得 g(z)= f(x). 证 毕 . 
pA 练 习 2.3 


2.3.1 完成 定理 3 的 证 明 . 

2.3.2 试 对 下 半 连 续 函 数 叙述 定理 7 的 对 偶 结 果 ,并 作出 证 明 ， 

2.3.3 设 f(x),g(x) 在 [a,5] 上 分 别 为 上 、 下 半 连 续 的 ,上 且 f(z) 
g(xX) ,证明 : 

1) Ve>0,39>0, 当 zzEfa,b],lz -zr |<8 时 

| f(x)-g(x’)<e. 

2) 试 由 此 推出 Cantor 定理 : f(x) 在 [a ,5] 上 连续 , 必 一 致 连续 . 

2.3.4 假设 F(z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 函数 , f(z) 在 区 间 .T 上 一 致 上 
半 连 续 定 义 为 :Ve>0, 38>0, 当 zi reErIlz -x |<5 时 有 f(x’) 志 
f(x)+e. 试 证 : 
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jz) 在 了 上 一 致 上 半 连 续 驴 FA(z) 在 工 上 一 致 连续 . 
请 不 用 本 节 的 概念 与 结果 ,重新 证 明 如 下 结论 : 
2.3.5 若 函 数 f(x) 在 D 上 有 界 , 令 
M(xo,6)=sup{l f(z):xzED,Ixr-zrol<6!, 
zar(zo,8)=infl(z):zEDD,z-zol<9j. 
证 明 : 
1) 当 6 一 0 时 ,Mr(ze;9)- my(zx。o,6) 的 极限 存在 ; 
2) 函数 f(z) 在 zo 处 连续 的 充 要 条 件 是 
lim (Mr(zo,9)- mj(zo,6))=0. 


(西北 大 学 ). 

2.3.6 f(x) 是 闭 区 间 [a,65] 上 的 函数 ,满足 条 件 : 对 每 一 点 xz。E€ [a， 
56], 任 取 e>0, 有 5>0, 对 于 一 切 x€[a,bj 由 (zo -68,xo+8) 有 f(x)< 
f(xzo)+e 成 立 . 

1) 证 明 f(x) 有 最 大 值 ; 

2) 举例 说 明 f(x) 未 必 有 下 界 . 

(北京 师范 大 学 ) 


※S2.4 函数 方程 


导读 ”本 节 虽 然 不 是 考研 重点 ,但 例题 中 的 方法 十 分 精彩 , 值 
得 学 习 和 借鉴 ,适合 各 类 读者 .习题 可 作 机 动 . 


一 、 问 题 的 提出 


车 F(z)= az, 则 
f(zt+y)=a(r+y)=artay= f(z)+ f(y) (Vzr,yER). 
这 就 是 说 ,一 次 齐 次 函数 F(z) = az ,满足 函数 方程 
f(zt+y)= f(r)+ f(y) (Vr,yER). (A) 

同样 , 容易 验证 函数 f(x)= ar(a >0),g(z)=logz(a>0)， 
hz)=z zi(z)=cos az 与 ji(z)=ch az 分 别 满足 方程 : 

f(rzty)= f(r): f(y) (Vr,yER), (B) 
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COzy)=z)+T) (Vr,y>0), (C) 
flr'y)= f(x) f(y) (Vx,y>0), (D) 
f(zt+y)+f(r~-y)=2f(r)f(y) (Vr,yER). (E) 
而 函数 ”f(xz)=sin az 与 g(z)=cos az 满足 联 立方 程 组 
f(z+y)= f(r)f(y)- g(x)g(y), 
g(xzt+y)= f(r)g(y) + f(y)g(z) 
现在 我 们 要 提出 相反 的 问题 :满足 这 些 方程 ,是 否 仅 是 上 述 这 
些 函 数 ? 下 面 我 们 将 看 到 ,车 对 求解 的 范围 , 作 连 续 等 条 件 的 限 
制 ,回答 是 肯定 的 .否则 不 一 定 . 
”值得 注意 的 是 ,此 问题 的 解法 颇 有 启发 性 , 令 人 寻味 .上 述 五 
个 方程 ,首先 为 Cauchy 所 研究 ,并 给 出 了 连续 解 . 


.二 、 求解 函数 方程 


a. 推 归 法 

要 点 ”为 了 求解 函数 方程 ,我们 可 以 从 函数 方程 出 发 ,由 最 简 
单 的 情况 人 手 ,一 步 一 步 地 堆 导 , 边 推导 边 归 纳 ,逐步 达到 所 希望 
的 结果 . 

例 2.4.1 函数 方程 (A) : 

f(zty)= f(z)+f(y) (Vr,yER) 

在 z=0 处 连续 的 唯一 解 为 Fz)=az (其 中 a 为 常数 ). 

证 1[ 首 先 证 明 :VecE(-c,+oo),F(crz)=cz] 

由 (A) 式 


(Vz,yER). (F) 


f(27)= f(r+ zr) f(r)+ f(r)=2f(7r),; 
车 fl((n-1)z)=(n-1)f(zx), 
由 (A) 


则 fnz)=f((n-1)z+z) fl((n-1)zr)+ f(x) 
. =(n~1)f(z)+ f(r)= nf(z). 
至 此 证 明了 : fni)=nf(z) (Vn€EN). (1) 


在 此 式 中 用 主 代 换 其 中 之 , 则 得 f(z)= ar( 三 ]， 
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/Br)=B7(z) (VnEN). (2) 
应 用 (1) (2) 式 可 得 : 


f(r)= f(z) (Vn,mEN). (3) 
又 因 f(x)=f(0+z)=f/(0)+ f(x), 故 f(0)=0. 
从 而 f(r)+f(-zrz)= f(r- xz)=f(0)=0. 
这 就 得 到 了 F(-z=-Fz (4) 


用 加 x 取代 其 中 的 ,得 


m 


f(- Pr)= -f(z) (Vn,mEN). (5) 
以 上 我 们 利用 式 (A) 证 明了 c 为 有 理 数 时 F(cz)= cf(z). 但 任何 
无 理 数 ,总 可 表示 成 有 理 数 序 列 的 极限 . 所 以 Vc (无 理 数 )， 
3 ic,} 有 理 数 序列 ,使 得 c, 一 c( 当 一 co 时 ). 于 是 
由 (A) 


fler)- ec f(x)=f(cr)- flc,z) 

=f[l(c-c,)z]. 

令 2 一 oo 取 极 限 , 因 /在 z=0 处 连续 ,FL[(c-c)z] 一 (0)=0 
(mco 时 ) ,得 


(cz 一 cr) 


(cz)=cr(rz) (YVcER). (6) 

2 由 (6) 式 知 , YVzER， 

GOz)= f(r:1)= rf(1). 
记 a=f(1), 则 f(x)=ar (YxER). 证 毕 . 

例 2.4.2 函数 方程 (E): f(z+y)+ f(z-y)=2f(zx)f(y) 
(Vzx,yER) 在 实 轴 R 上 不 恒 为 零 的 连续 解 为 F(z)=cos az 或 了 
(z)=ch ar(a 为 常数 ) 

证 1" ( 先 证 f(0)=1, 且 f(x) 为 偶 函 数 ). 

在 方程 (E) 中 令 y=0 得 2f(z)=2f(zx)f(0). 

因 f(z) 志 0, 所 以 f(0)=1; (1) 
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在 (EE) 中 令 x=0 得 Fy)+A-y)=2Fy)， 
所 以 VzER 有 (一 工 )=(z). (2) 
表明 F(z) 为 偶 函 数 . 

2”( 用 推 归 法 证 明 解 为 cos az 或 ch ar). 

因 f(0)=1. 根 据 连 续 函 数 局 部 保 号 性 , 3 c >0, 使 得 zEf[0， 
cj 时 ,有 f(x)>0. 下 面 分 两 种 情况 讨论 : 

(a) 若 f(c) 志 1. 


由 0<f(c)<1， 知 39€[0， 至 )， 使 得 


flc)=eos 6. (3) 
(下 面 我 们 用 推 妇 法 证 VxER 有 f(cx)= cos br.) 
将 方程 (E) 写 成 1 

f(x+y)=2f(x)f(y)- f(z -yy). (4) 

令 z=y=c 得 f(2c)=2(f(c))* -ff(0)=2cos:0-1 
= cos 20. 
如 此 我 们 已 得 ff(¢) = cos 8,f(2c)= eos 20. 
车 已 得 f((n -2)c)=o0s (n—2)0,f((n -1)c)=o0s (n -1)0. 
在 (4) 式 中 令 z=(n 一 1)c,y=c, 则 得 
f(nc)=2cos(n 一 1)0.cos 0—cos (n—2)0=cos ng. 


故 YnEN 有 fl(nc)= cos n0. (5) 
将 (EE) 写 成 
f(z) f(y) =#[f(z + y) + fz- y)]. (6) 


令 x=y= 坟 代入 4 得 (7 /(§)) -去 (cos 9+1) = (cos 去) .注意 


到 EL0,e] 了 以 f(#£)>0, 故 /|( 打 )=eos 才 0 
用 数学 归纳 法 .车 已 有 f(t ) =cos 5 ， 
则 在 (6) 式 中 令 == y= 总 , 便 得 


a 
= 二 (cos 3+1)= (es 去) 
/总 为 正 ,所 以 A( 志 }=a 六 7) 
这 就 证 明了 (7) 式 对 一 切 n EN 成 立 
利用 (5) 和 (7) 有 
fe )= eos 20, Ym,nEN. (8) 


但 任何 zx >0, 总 可 写成 是 元 形式 的 实数 的 极限 @ , 即 VYz>0， 


az (i=1,2,.)(z 为 多 形式 的 数 ,使 得 
;人 ( 当 ;一 co ). 
则 f(xic) = cos zi0. 
令 ;一 +oco ,由 连续 性 得 Acz)= cos 9x. 
再 注意 到 式 (1) 与 (2) 可 知 此 式 对 于 z 委 0 亦 成 立 . 最 后 ,将 此 式 中 
的 工 换 为 二 ,并 记 上 = a , 则 得 
f(x)=cosar (VrER). 

(b) 若 f(c)>1. 类 似 可 证 f(x)=ch ar ( 留 作 练 习 ). 

以 上 我 们 看 到 , 推 归 法 是 一 种 构造 性 的 方法 ,对 于 某 些 函 数 方 
程 ,应 用 此 法 ,十 分 有 效 . 但 这 毕竟 是 麻烦 的 .能 有 更 简便 的 方法 ， 
尽量 用 . | 

b. 转化 法 

要 点 ”引入 适当 的 新 自 变量 或 新 因 变 量 , 作 变量 替换 ,将 所 给 


@ 四 下 1m.nEN| 在 z>0 半 轴 上 处 处 再 密 . 
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的 函数 方程 转化 为 熟知 的 函数 方程 .或 从 所 给 的 限制 条 件 , 导 出 熟 
知 的 限制 条 件 . 从 而 利用 熟知 的 问题 求解 . 
例 2. 4.3 证明 :在 实 轴 RR 上 满足 方程 
f(rz+y)= f(z)f(y) (B) 
的 唯一 不 恒 等 于 零 的 连续 函数 是 f(z) = a*(a >0 为 常数 ). 
证 1° (证 明 f(x)>0) 
因 f(z) 专 0, 故 3 xoER, 使 得 f(z。o)*0. 于 此 ,VY xER 由 于 


fa) f(zo -zflrt (ro zx)]= f(z) 0 
f(x)*0. 
(B) 2 
从 而 VzER,f(z)=/( 于 + 至) (7( 持 )) >0. 
2"( 作 变换 ) . 
令 F(z)=logsf(z), 由 1° 知 /(1)>0. 不 坊 取 a=/(1)， 于 是 
F(x) 连续 , 旦 满足 方程 (A): 
F(zrt+y)=F(z)+F(y) (Vx,yER). 
故 由 例 2.4.1,E(z)= arz (其 中 a 为 常数 a, = FF(1)). 
但 F(1)=log,f(1)=logsa=1, 所 以 a,=F(1)=1. 
故 F(zr)=x. 
从 而 f(xz)=a"® =a’(a= /(1) >0 为 常数 ). 

例 2.4.4 ”证明 :满足 方程 (C): f(z:y)= f(z)+.f(y) 
(Yz,y>0) 唯 一 不 恒 等 于 零 的 连续 函数 为 f(r)=logsr (a>0 
为 常数 ). 

提示 令 g(xz)= Fer), 引 用 例 2.4.1. 

“ 例 2.4.5 求 在 RR 上 满足 方程 
| /|( 守 ?)= 革 2 (Vz,yER) 


(1) 
的 连续 函数 . 

解 ” 利 用 方程 (1)“ 
。 1179 ， 


f(x)+f(y)_ rz+yy_ /rty)+O f(r+t+y)+ f(0) 
2 /= | 2 
/0-6 f(z+y)+6 

2 


因此 f(x)+ f(y)= f(r+y)+b, 
即 f(r)-b+f(y)~b= f(r+y)-b. 
由 此 令 g(z)= (z)-8 时 ,g(z) 满 足 例 2.4.1 中 的 方程 (A): 
g(xX+y)= g(x)+ g(y), 
所 以 g(z)=az 从 而 F(z)=g(z)+p=az+Bp.( 其 中 ab 为 常 
数 ) .不 难 验算 F(z) 是 方程 (1) 的 解 . 
例 2.4.6 设 Af(z)= f(rz+Azr)- f(z), 
A f(r)=A(Af(z))= f(xz+2Az) -2f(r+Ar)+ f(r). 
试 求 满足 方程 A:F(z)=0(VzER) 
的 连续 函数 . 
解 因 F(z+2Az)-2F(z+Azr)+F(z)=0， 
故 f(x +Az)= -f(r +2A7)+ fz). 


令 z+2Az=y, 则 得 /Ai 


由 上 例 可 知 F(z)= azr+. 不 难 验算 此 函数 满足 所 给 的 方程 (其 
中 a ,5 为 常数 ). . 

上 面 这 些 例题 都 是 通过 变换 转化 方程 . 下面 再 看 另 一 种 转化 . 

例 2.4.7 函数 方程 (A): f(x+y)= f(z)+ f(y) (Vzr,y 
ER) 在 区 间 ( 一 7,7) 内 有 界 的 唯一 解 为 f(z)=az( 其 中 7>0 为 
某 常数 ,a = f(1)). 

分 析 本 例 的 方程 与 例 2.4.1 的 方程 一 样 ,只 条 件 不 同 .那里 
要 求 在 x =0 处 连续 ,这 里 是 要 求 函 数 在 ( - 7,7) 内 有 界 .事实 上 ， 
由 后 者 可 以 导出 前 者 .因为 在 例 2.4.1 中 我 们 看 到 由 方程 (A) 可 


以 推出 :VnEN, 有 了 ( 亡 z) = 二 f(z), 及 f(0) = 0. 于 是 由 方程 
* 180 


(A) 可 得 
1 _1 
| F(z)- Fr(0)1=|FCz)|= (due)|=d1f6nz)) (1) 


因 f(z) 在 (wy,7) 内 有 界 , 即 :3M>0, 当 -vy<z<7y 时 有 : 
If(z)|<M. 


Ve>0, 令 n> 芯 , 取 6= 辽 , 则 |z|<5 时 |nz1<7, 由 式 (1) 


知 LA(z)- f(O) 1S <e. 


故 f 在 x=0 处 连续 .利用 例 2.4.1 结果 ,其 解 自得 . 
c. 利用 微分 方程 
y€ER, 


_Fz)tF) 
f(r+y)= TAF (1) 
1) 证 明 : f(z) 在 R 上 可 微 . 


2) 车 六 (0) = 半 , 求 f(z).( 中 国人 民 大 学 ) 
分 析 式 (1) 中 令 xz=y=0 立即 看 出 f(0)=0. 要 证 f(xz) 在 
R 上 可 微 , 即 Y xE€ER, 要 证 如 下 的 极限 存在 : 


1 fzty)- f(z)RRD, fy) -0 1+4f (zx) 
f (x)=lim y lim y TA4FCEI FD) 


"0 


但 已 知 fF(0) 存 在 ,f 连续 , 且 已 得 f(0)=0, 故 有 
f(z)=f (0)[1+4fF (zx)]. 
因此 :1) f 在 R 上 处 处 可 微 . 


2) 广 (0) = 地 时 , 解 微分 方程 


y= 广 [1+4y7]， 


* 181 ， 


和 2.4 


2.4.1 设 函 数 /(z) 在 (0, + co) 上 满足 
fl2x)= f(x) lim f(x)=A. 
证 明 : f(x) 寺 A,xE€(0,+%).( 天 津 大 学 ,湖北 大 学 ) 
提示 VzxoER, 有 f(xo)= (2zo)= (22zo)=… 
2.4.2 试用 推 归 法 ,重新 证 明 例 2.4.3 与 例 2.4.4. 
2.4.3 证 明 : 在 R 上 满足 方程 
f(xty)= f(x)+ f(y) (VY rER) 
的 唯一 单调 函数 是 F(z)= az (其 中 a 为 常数 ). 
2.4.4 证 明 : 若 F(z) 在 R 上 满足 方程 F(z+y)= f(x)+ f(y), 则 如 
下 三 条 件 等 价 : 
1) f(x) 在 x=0 处 连续 ; 
2) f(z) 在 R 上 连续 ; 
3) 38>0,A(z) 在 (-6,9) 上 有 界 . 
2.4.5 ”证明 :车 f(x) 在 R 上 连续 ,对 任意 x,yER, 有 f(z+y)= 
fz): f(y), 则 f(z) 在 R 上 可 微 .( 东 北 师范 大 学 ) 
提示 参看 例 2.4.3 
2.4.6 证 明 : 当 xz>0 时 满足 方程 
f(xy)= f(r)f(y) (Vxr>0) 
的 唯一 不 恒 等 于 0 的 连续 函数 是 F(z)= zx (a 为 常数 ). 
2.4.7 求 在 及 上 满足 方程 
f(xy)= f(r)f(y) (YzER) 
的 一 切 连续 函数 .并 证 明 不 连续 函数 f(x)= sgn z, 在 R 上 也 处 处 满足 方程 . 
2.4.8 设 函 数 F(z)、g(z) 在 R 上 连续 有 界 , 满 足 方程 组 
f(z+y)= f(x)f(y)- g(x)galy), 
g(x+y)= f(z)g(y) + f(y)g(zx) 
及 f(0)=1, g(0)=0. 
证 明 :; f(x)=cos az,g(z)= 二 sin az (其 中 a 为 常数 ). 
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(Vr,yER) 


2.4.9 设 f(z) 为 恒 不 等 于 零 , 在 x=0 处 可 导 的 函数 ,在 R 上 满足 方 
程 f(xt+y)= f(x)f(y) (Yx,yER). 试 证 f(z) 在 R 上 处 处 可 导 , 并 求 
f(x). 


2.4.10 证 明 :满足 方程 /zt -ERs, yER) 的 唯一 


可 导 函 数 是 F(z)=tan az (其 中 a 为 常数 ). 
2.4.11 设 f(z) 在 任何 有 界 区 间 上 可 积 , 且 在 R 上 处 处 满足 方程 
f(rt+y)= f(r)+ f(y) (VY x,y€ER). 
试 证 f(x)=ax (其 中 a 为 常数 ). 
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第 三 章 ” 一 元 微分 学 


导读 ”本章 是 基础 性 内 容 ,难度 不 大 ,适合 各 类 读者 .其 中 微 
分 中 值 定理 ,Taylor 公式 .导数 应 用 是 重点 .可 微 性 问题 主要 针对 
数学 院 系 学 生 . 

本 章 主要 讨论 一 元 函数 导数 ,微分 中 值 定理 ,Taylor 公式 ,不 
等 式 与 是 函数 ,以 及 导数 的 综合 应 用 .数学 一 考生 主要 侧重 于 计算 
和 应 用 . | 


S$3.1 导 数 


* 一 、 关 于 导数 的 定义 与 可 微 性 . 


要 点 若 F(z) 在 ze 及 其 附近 ,由 同一 初等 函数 给 出 , 则 
A(z) 在 zo 处 可 微 , 且 广 (zo) 可 由 初等 函数 的 导数 公式 来 计算 . 若 
z) 在 ze 与 附近 由 不 同 的 初等 函数 表示 , 则 F(z) 在 zo 的 可 微 性 
与 导数 值 , 必 须 用 导数 定义 来 检验 和 计算 . 因 导 数 是 用 极限 

Co)= im LD) py fr +h) fx) (A) 
定义 的 ,因此 ,可 微 性 的 证 明 , 就 是 极限 (A) 存 在 性 的 证 明 . 原则 
:上 ,可 以 用 第 一 章 所 介绍 的 方法 .要 证 明 不 可 微 , 我 们 可 以 证 明 某 
个 可 微 的 必要 条 件 不 满足 ,例如 /(z) 在 zo 处 不 连续 ,或 / (xz,) 
xs 广 (zo) 或 z 以 不 同 的 方式 趋向 zo 时 ,极限 (A) 取 不 同 的 值 等 
等 . 
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* 例 3.1.1 证 明 Riemann 天 数 
= 多 >0 » 
RD - | , 当 工 = 去 (9>0),,9 为 既 约 整数 


0, 当 茎 为 无 理 数 时 
在 [0,1] 上 处 处 不 可 微 . . 
”证 因 R(x) 在 有 理 点 不 连续 ( 例 2.1.1), 故 R(z) 在 有 理 点 
上 不 可 微 , 现 只 须 证明 无 理 点 的 情况 . 
设 xo。€ (0,1) 为 任 一 无 理 点 . 则 z 沿 无 理 点 点 列 {zx, | 趋向 ze 
时 ， 
im Se Re) lim 0 


现 只 要 证 明 沿 某 个 有 理 点 的 点 列 | | 趋向 zo 时 ， 上 述 极限 不 为 
零 即 可 . 
因 zo 为 无 理 数 ,可 用 无 限 不 循环 小 数 表 示 ze =0.aiaz…a 
… .截取 前 =” 位 小 数 , 令 
Z 一 0.alaa…a，. 
则 #z“ 是 趋向 x。 的 有 理 数列 .注意 ia, 1 有 无 穷 多 项 不 为 零 ! 
记 第 一 个 不 为 零 的 下 标 为 N , 按 R(xz) 的 定义 , 当 n>N 时 ,有 


1 
R 二 . .。 
(zr',)= R(0.aa, a)>7 


=0. 


故 R(xz',)— R(zo) 及 (0.alaz…a，,) 


TX.~ Xo 0.00.%08, 01 012 


R(x,)— 二 ao) 


之 1. 


lim 0. 证 音 . 


例 3.1.2 证 明 : f(z) =1z1 在 0 处 三 阶 导数 六 (0) 不 
存在 . 
证 F(z)=|zh=sgnz zs, 因此 
f(x)=3sgn zzz=3zlz|. (=s0 时 ) 
让 0- 网 让 和 下 Sn z 0. 


x0 
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f(x)=(3sgn zz) =6°sgn zr=6|z| (zsx0 时 ). 


(0) =lim LE 0 im 3 =0. 


0 


jy 1 f(rz)-f(0)_ , 6sgn rx 
fF , (0) lim i lim 6. 


工 -> 人 


而 7 (0)= -6. 
所 以 产 (0) 不 存在 . 
例 3.1.3 设 pz(z)=z,q(z)=I-z,A(z) 为 多 项 式 , rz) 


Sp(r), f(r)Fa(r) (ViE(- 0,+ ~)). 试 证 :f[ 亏 )> 去 - 


, 1 1Y_1 m/l 1 
证 已 知 /( 了 jz()= 去 . 现 证 / (二)> 二 .事实 上 , 若 
/去 ) = 去 , 骨 
1 f(z) -六 p(z) 一方 z- 艺 
> 却 时 ， 1 之 一 771l 
1 
COz) 一 去 
所 以 三 ( 却 )}= lim 7 >1. 
+0 工 一 一 ， 
2 
1 1 1 
, ] 人 
让 ， 一 工 < 1 = | 三 9 
2 ”7 5 7 了 
1 f(z) -于 
no 
Mm 
7 TX > 


故 了 在 x= 方 处 不 可 微 ,与 A(z ) 为 多 项 式 矛盾 


例 3.1.4 设 函 数 /(z) 在 点 zo 的 邻 域 1 内 有 定义 .证 明 : 导 
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数 了 (xo) 存在 的 充分 必要 条 件 是 存在 这 样 的 函数 8(z), 它 在 了 
内 有 定义 ,在 点 zo 连续 , 且 使 得 在 了 内 成 立 等 式 


f(z)= f(x0)+(r- ro)g(z), : (1) 
又 这 时 还 有 等 式 ”f(zxo)= g(xo).( 武 汉 大 学 ) 
证 ”必要 性 .已 知 


f(z0) = lim A 人 zo) - 4 存在 


f(z)- f(zx0o) 、 

- 表明 函数 g(xz)= | TT Xo :省 To 

A, 当 工 = Zo 时 

在 = zz, 处 连续 ， (1) 式 成 立 , 了 (zo)= g(xo).- 
充分 性 . 


f (xo)= lim 
故 广 (zu) 存 在 . 
例 3.1.5 设 函 数 f(x) 在 闭 区间 [a,6] 上 连续 , f(a) = 
/(5), 生 在 开 区 间 (a ,5b) 内 有 连续 的 右 导数 
f(z)= tim Het- AE) (a<r<s). 


试 证 :存在 一 点 &E (a ,65), 使 得 f,(&)=0.( 吉 林 大 学 ) 

证 若 f(x) 二 常数 , 则 了, (xz) 三 0, 问 题 自明 . 现 设 F(z) 专 
常数 .为 了 证 明 3&€ (a,5), 使 了 ,(&)=0, 只 要 证 明了 ja,BE 
(a,5), 分 别 有 广 (a) 志 0, 了,(B8) 之 0, 那 么 由 六 (zx) 的 连续 
性 , 便 知 存在 上 使 六 (6)=0. 事 实 上 , 找 这 样 的 ,8, 只 要 找 最 大 
(小 ) 值 点 即 可 . 因 f(z) 在 [a ,65] 上 连续 , 故 在 [a ,5b5] 上 必 达 最 大 、 
最 小 值 .而 f(a)= f(65), 所 以 最 大 、 最 小 值 至 少 有 一 个 在 内 部 达 
到 . 设 a€ (a,65) 是 了 的 最 大 值 点 (内 部 达 最 小 值 类 似 讨论 ) ,于 是 


f(a)= lim A(x)-f(o) 0 
za “7 Ta 


fz) — fro) RD 8 在 zo 连续 
TT 


元 lim g(x) g(x0), 
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任 取 一 点 c:a<c<a, 因 /在 [c,a] 上 连续 ,f 在 [c,a] 上 也 必 有 
一 点 8<a 达到 最 小 值 .于 是 
_ 1 f(z)- f(B8) 
f :B= lm p20 
如 此 我 们 即 达 到 了 目的 . 
六 例 3.1.6 设 f(z) 在 z= zo 处 可 微 ,a, <xo<B(n=1, 
2,…) ,lima, = limp, = zo, 证 明 : 
: lm {Bf = f(z). 
(湖北 大 学 ) 
证 首先 ,容易 看 到 
f(B)- fla) _f(B)— f(xo)t+ fxro)- fla,) 
8 一 an 8 一 an 
Br a, B.— zo 
a To f(a)— f(zo) 
B. 一 an Cn ”0 ” 

、 _Bb.— xo 
者 记 "Ba B- 
且 0<4,<1,0<1--4,<<1,(1) 式 可 改写 成 ; 

Lf) a 2 -1- 1 J 
但 (zo)=4,F (zo)+ (1 一 4,)f 了 (zo), 故 易 知 : Ye>0, 3N 
>0, 当 n>N 时 ， 


Bf “f(a,) _ f(x, | 


" 局 = Xo 


(1) 


=1—A,, 


)_ ps,) 


<Ae+(1~4,)e=e. 原 极限 获 证 . 
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+ (1—A, )| ff - 


-f(zo) 


次 例 3.1.7 设 函 数 Ar(z) 在 zx = 0 连续 ,并 且 
四 妇 人 2) = A. 求 证 : 广 (0) 存 在 ,并 且 广 (0) = 4. (中国 
科学 院 ) 

证 〈 目 标 在 于 证 im 人 2 人 (0) =- 4) 因 已 知 
加 人 区 -4, 即 :ye>0,38>0, 当 |z| < 有志 


4- A A+. 

zx 

特别 , 取 z, = 去 (EN), 上 式 亦 成 立 , 故 有 
$< 

《2 将 此 二 式 相 加 ,注意 

3 [二 )-/( 曾 )]=76s)-f( 关 )= fa) -pee 


k=1 
"1 1 
=1 -二 . 
名 六 2 


有 (|(4- 革 < 人 < (1 玉 )(4+ 二 ) 


再 令 n 一 + % 取 极限 ,这 时 z= 洁 习 0, 而 /在 0 处 连续 ， 
lim f(z,)=/(0), 故 得 
4 和 SO0<a+s 


杰 即 | 全 中) -4A| < 和 <er(o) 存 在 县 Po A 


例 3.1.8 疫 (xz) 在 [a ,0 上 可 微 . 试 证 : 广 (z) 在 [w ,5] 上 
连续 的 充 要 条 件 是 fz) 在 [a ,5] 上 一 致 可 微 . 即 :Ve>0,389> 
0, 当 0<|h|<6 时 ,有 
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: 
‘ 


[arz)|<e 


对 一 切 zE [a,5] 成 立 . (北京 师范 大 学 ) 

证 1 必要 性 . 因 f(z) 在 La,5] 上 连续 ,因此 一 致 连续 , 即 
Ye>0,38>0, 当 xz,zx Ef[a,b]|zx -zx |<65 时 , 便 有 | (zx) 
-了 (zx )|<e. 由 此 0<|lh|<65 时 ,任何 xE[L[a,5], 有 

Lt As) p(s) 


= | 有 (€)-- 了 (zx)| (& 在 xz 与 z+h 之 间 ) 
<e. (因为 146-z<A<S) 
2° 充分 性 .已 知 Ve>0,36>0, 当 0<|h|<58 时 ， 


| Af f(z)|<e,(VxE [Lab]). 因 此 ， V zuE 
[ca,2],0< | 着 < 时 ,只 要 Xot+ 有 hE€E[la,b], 便 有 

[If (zot+h)—f (zro)| 
= fth) A fn) ,fm th) -fm) 


—f (zo) 


<|f ori) -t/t | 
+ A ra) <2e. 


所 以 (xz) 在 zo 处 连续 .由 zo 的 任意 性 , 知 广 (z) 在 [ec,5] 上 连 
续 . 


六 二 、 高 阶 导数 与 Leibniz 公式 


a. 先 拆 项 再 求 导 
要 点 ”有 些 式 子 不 易 直 接 求 高 阶 导数 , 当 拆 项 以 后 , 变 成 易于 
求 高 阶 导数 的 一 些 基 本 形式 之 和 ， 便 立即 可 以 直接 求 导 . 基本 形式 
主要 有 : 
(xz) =ER-1) (kk-ntl)r" (nk); 
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(es (n) 一 ex; (a* )™ = a* (ln a)”; 


(In zx) =) nD)! zr"; 


(sin £)'” = sin {z+ 至 ) 


nn 
(cos XT)'" = cos (z+ 至 ): 


2 
并 特别 注意 | f(ax + 65) "=af™ (ax + 5), 因 子 a" 不 要 漏 掉 . 
例 3.1.9 计算 y”, 设 
(1) y= sin'z +cos zx;( 长 沙 铁道 学 院 ) 
(2) y= sin arsin bz; 


_ z+z+1 
3) y srr6 


加 3 十 3 
提示 Dy=( 字 径 | + 人 2] 


(2) 先 积 化 和 差 . 


7 13 
(3) 先 分 项 ,y= 1 一 去 = 十 3- 


b. 直接 使 用 Leibniz 公式 
要 点 ”把 要 求 导 的 函数 ,写成 二 项 相 乘 , 然 后 直接 应 用 Leib- 
niz 公式 
(uv)™ = 5S Ceae 人 wk) . 
k=0 
* 例 3.1.10 设 户 (z), 户 (z) 在 ro 及 其 附近 有 定义 ;在 z。 
有 直到 n 阶 导数 , 记 N(P) = 》 十 17o(zo)1. 试 证 明 
k=0 ” 


NCAP 和 NOCADJN(C 户 ). 
(北京 大 学 ) 
证 按 N 的 定义 
*。 了 了 91 : 


NCAP ) CA em 


(用 Leibniz 公 式 知 ) < 》 直立 GAP (zd) LA Dz) 


j= 


5 k! 
(EG -rt 
k=0 pr k~—7)! TI fi (xo)| If )(zo)| 


< A 2 二 1(0)| 


-NA N(f,). 
此 式 ( 第 三 行 ) 肆 (第 四 行 ) 是 因为 :第 四 行 乘 开 后 共有 (n+ 


1) 项 ,可 排 成 一 方 阵 .而 第 三 行 仅 是 此 方 阵 左 上 方 三 角形 内 各 项 
之 和 . 


交 例 3.1.11 试 证 
(a +6)ie”sin (br+ np) 
= > Ga” ‘b'e”™ sin (z+ 到 i]， 
其 中 p=arctan 也， 


证 令 f(x)=e”sin pr， 
则 . f(r)=e” (asin br + beos bx) 


=e”(a’+ b?)zsin (br+ 9) (9=arctan 二 


反复 这 么 做 ,得 
Jm (zz)=(e2+b2)Eesin (pr + ng). (1) 
另 一 方面 ,直接 使 用 Leibniz 公式 ， 
f "(x)= > Cia” ib'ie” sin (好 + 到 让 (2) 


比较 (1) ， (2) 妈 得 所 束 的 等 
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c. 用 数学 归纳 法 求 高 阶 导数 

要 点 ” 当 高 阶 导 数 不 能 一 次 求 出 时 ,可 先 求 出 前 几 阶 导数 ,总 
结 妇 纳 , 找 出 规律 ,然后 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 . 

站 例 3.1.12 证 明 


(z Jo = 全 二 时 (同济 大 学 ) 


证 2=1,2 时 ,可 直接 验证 其 成 立 . 
设 它 当 n= 一 1,k 时 成 立 ,来 证 n= 有 有 +1 时 也 成 立 .事实 


1 工 、v 
te ) + = { (ztez) 上 


= | tts 一 丰 -2e | 


=&(ze-tes)O -| x 2 et) D1} . 
再 利用 n = 有 ,与 n =~1 已 有 结果 , 代 人 整理 , 即 所 求 . 
六 例 3.1.13 证 明 : 函 数 


可 e- 立 ,zx0， 
f(x)= 0， z=0 
在 z=0 处 f”(0)=0 (n=1,2,…).( 浙 江 大 学 ) 
1 


证 f (0) =lim 2 0 -lim 工 
设 7 -”(0) =0, 因 为 易 证 
f° D(z)= (去 )=-: 二 (zx0)， 


其 中 p (十 表示 关于 士 的 某 个 多 项 式 .因此 


1 
(去 )= -0 令 y= 上 
f" (0)=lim 一 二 一 全 一 lm) -0 


0 ee 


例 3.1.14 已 知 f(z) 有 nn 阶 导数 (7 为 某 奇 数 )， 
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g(x)=|zr~-al"f(z). 
试 证 :f(a)=0 时 ,g(z) 在 z=a 处 有 nn 阶 导数 ， f(a) 0 时 ， 
g(z) 在 z=a 处 无 2 阶 导 数 . 
提示 因为 奇数 , 当 x 车 a 时 ， 
g(xX)=(r-a)’f(r)sgn (r+ -a). 
利用 Leibniz 公式 可 直接 求 出 g(z) 的 1 至 ” 阶 导数 .进而 按 导数 
定义 顺 次 可 知 : 当 f(a)=0 时 ,g(xz) 在 x=a 处 1 至 nn 一 1 阶 导 
数 为 零 ,n 阶 导 数 存在 ; 当 f(a)*0 时 ,g'”(a) 不 存在 . 
例 3.1.15 设 | 
zx"sin (lIn|x|), x 0, 
f(x)= 220 
(2 为 自然 数 ). 求 证 : f(z) 在 = 0 处 有 nn 一 1 阶 导 数 ， 而 无 ” 阶 
导数 . 
提示 易 证 


d” | ， 1 之 . 
327 sin (ln| zx 1)! = 和 2 ar sin (mlzl 十 天 至)， 
其 中 w (k=1,2,…,m) 为 某 些 常数 . 


例 3.1.16 设 xz) zzz) ,us( 工 ) 都 是 Z 的 ”次 可 微 
函数 . 试 证 : : 


(mn) nl! (r ) (r ) 
uu “uu 一 -一 -一 ~- 1 ee 站 
(aa 2 ,和 2 1! rl “rll Up” 


证 当 &=2 时 ， 全 二 天 和 Leibniz 公式 . 设 有 委 m 时 公式 
已 成 立 , 来 证 上 = m+1 时 成 立 . 
记 UU Uy, , 则 


(Wu di) "= (ur) 


nl! C7) (7) ,ss (rs) 
TT m1 
rr 


十 生计 = 
ritry Tm+l 


d. 用 递 推 公式 求 导 

要 点 ” 当 高 阶 导数 无 法 直接 求 出 时 ,可 考虑 先 求 出 导数 的 递 
推 公式 .方法 是 先 求 前 几 阶 的 导数 关系 ,然后 设法 将 等 式 作 适当 处 
理 , 使 两 端 同时 求 导 时 ,能 得 到 一 般 的 递 推 关 系 . 

不 例 3.1.17 设 F(z)= (arcsin x)?, 求 4/"(0). 


arcsin TI 
解 由 f (2 A 
得 (1- zx)f’ (x)=4f(x). (1) 
再 求 一 次 导数 ,整理 有 
-zxf (rz)+(1-x)f (xr)=2. (2) 


应 用 Leibniz 公式 ,(2) 式 两 端 同时 求 n 阶 导数 得 
一 zf (xr) 加 mao (z) +(1- Zz) Fr2 (站 ) 
-2zazFo(z)-n(a-1l)Fo(z)=0. (3) 
在 (1)、(2)、(3) 式 中 , 令 z=0, 得 
f(0)=0, fF(0)=2, 
f°"'?(0)= rf" (0), 
从 而 f°*10 (0)=0 (k=0,1,2,.…), 
f° (0)= (2k—2)(2k -4)-…22.2 


天 一 
= (TH (24-227)2 
yy TH (k i)? 


=2* "(IT (k—i)) =2271(( 有 一 1)9 


(k=1,2,.…). 
例 3.1.18 证 明 Legendre 多 项 式 


P(r)=2l(r "1" (n=0,1,2,.…) 
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满足 方程 
(1- x)P’” (zr)-2zrP', (rx)+n(n+1)P,(z)=0. 
提示 令 w=(x* 一 1)” 可 得 
(x —1)u =2nxru. 

再 两 端 同时 求 n + 1 阶 导数 . 

e. 用 Taylor 展 式 求 导 数 

要 点 ”Fr(z) 按 (z-a) 的 寡 展 开 的 窜 级 数 , 必 是 f(x) 的 Tay- 
lor 展 式 : 

2 n) 
f(x)= 2 a)". 

因此 , 若 一 旦 得 到 展开 式 f(z)= > a,(z 一 a)", 册 
知 f° (a)=an! (n=0,1,2,.…). 

六 例 3.1.19 求 f(z)=arctan 在 z=0 处 的 各 阶 导 数 . 


解 f(r) = z= Eo 
两 端 从 0 积分 到 二 可 得 
f(z)= > 1)" 


(Ix|<1). 


| 
由 此 得 
rw rt! =(-1)"(22)1 当 有 =272+1 时 ， 


0， 当 k=2n 时 . 
(试用 例 3.1.17 的 方法 重 解 此 题 ,进行 比较 ) 


A 夭 习 3.1 
导数 的 计算 


3.1.1 计算 下 列 函 数 的 指定 导数 ; 


(1) f(x)=) tas + arcsin 
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lz 1). 
A 求 (1).( 中 国人 民 大 学 ) 


个 
SN 


(2) F(z)= ze) (z>0), 求 型 (复旦 大 学 ) 
(x = (es ) | (sin x )*o0s 好 [二 (hn z +l x)]+ Lsin(sin rz)]i1) 


cos T, XZ<0, 


求 (zx).( 华 东 师范 大 学 ) 


3 二 
(3) f(x) In (1+4 £1), 0. 


-sinx, x<0, 
we-| 2x (0) 不 存在 》( 分 段 求 导 ) 


TF zx>0. 


(4) f(r) =- Ta f(x)= ff f(z))) (n 个/), 
df tz) 
求 一 和 一.( 西 北 工业 大 学 ) (一 一 一 一 》 
Vv (1+nr’) 
提示 先 写 出 广 , 户 , 广 , 看 出 规律 , 写 出 /, ,用 数学 归纳 法 证 明 ;f, (x) 
加 工 
碑 生 于 
女 (5) 广 (v) 存 在 ,y= PCz+ 3), 求 把 ,和 (中 国 地 质 大 学 ) 《2 = 


flu) dy fu) | 
I~ Fu)’ dr’ Ti CO) 隐 函 数 求 导 ) 
(6) y= y(z) 为 y= -yer +2e’sin x -7x 所 确定 的 可 微 函 数 , 求 y (0). 
(浙江 大 学 ) 《- 导 )( 隐 函数 求 导 ) 


交 (7) 大 <) 有 任意 阶 导数 , 广 z)= [f(z)], 求 A/ (xz) (n>2) (数学 
一 ). 《n! [f(x)]"*'》( 复 合 函 数 求 导 ) 


去 (8) r=a{(i -sin 1), y=al(l - cos 1), 求 科 ,了 (中 国 海洋 大 学 ) 


i 
(参数 函数 求 导 )(T am.e 5 ，- 0) 


六 (9) 广 :(z) 为 A(y) 的 反 函 数 , 广 L 广 (z)], 广 [ 广 : (2)] 者 ee 
[fix)]0, 证 明 : a - - | 和 i 二 ea . (湖南 大学) 
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提示 在 型 = = 广 C7 两 边 再 对 xz 求 导 


(后 )- dy OE fz) 
a ) a TF0)] TIFT) 

六 (10) 对 于 及 上 的 实 函 数 , 若 所 论 的 导数 存在 , 试 证 有 如 结论 : 奇 函数 
的 导数 为 偶 函 数 , 侦 函 数 的 导数 为 奇 函 数 .如 果 将 此 结论 简 记 作 ( 奇 ) = 偶 ， 
( 偶 ) = 奇 . 则 显然 有 :( 奇 )?n = 奇 ,( 奇 )?"0? = 侦 ,( 侦 )2"-?= 奇 ,( 偶 )?” 
= 侦 ,( 奇 )(0)=0,( 奇 )?”(0)=0,( 偶 )?"0(0) =0 (n=1,2,…). 

GD 设 几 (= -ET 求 /9(0) 及 | /9(z)dz.( 中 国 
人 民 大 学 ) 《0,0》 

提示 利用 上 题 结果 ,答案 明显 

(12) 求 帆 (zzln x) (z>0,z 为 自 变 量 ) (南京 大 学 ) 《d(xz?In x)= 
(2In zx+l)zdz, 中 (zinz)= (2mz+3)dz ， d" (zln zx)=(-1)” 2(n 
— 3)! x’ "dx” (n>2) 


提示 求 出 由 (x?In x)= 二 dz 之 后 就 可 用 公式 直接 求 各 高 阶 导数 与 


微分 . 
(13) g(z) 在 [一 1,1] 上 无 穷 次 可 微 , 且 3M>0 使 得 | g(x)| 声 


n! M, gs(E )=In (+2n)- Inn (n=1,2,3,…) 求 g*(0) (k=0,1,2,.…). 


(中 国 科学 院 ) 《g(0)=In2,8%(0)= (D1 于! (k=1,2,…)》 


注 g()=In (lt2n) -in n=In (2+ TL) (n=1,2,), 
由 此 g(x)=In (2+ z), 很 容易 求 出 上 述 结果 .但 这 里 隐藏 着 一 个 重大 理 
论 问题 , 即 :5(z) 与 jn (2+ z) 仅 在 点 列 | 小 | 上 相等 ,为 什么 在 [ -1,1] 上 处 


处 相等 ? . 
这 是 因为 这 里 /(z) 二 g(xz)--In (2+z) 在 [-1,1] 上 满足 


|<m, /( 二 )=0 (n=1,2,."), 


从 而 可 证 f(x) 志 0( 于 [ -1,1] 上 ). 证 明 方法 可 参看 第 五 章 例 5.3.35. 
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(14) f(x)= zsin wr, 证明: 
fe (x)= 1)"(w "rsin az 一 2zu2 cos wr) 
(北京 理工 大 学 ) 
提示 ”可 用 数学 归纳 法 证 明 . 


sinzx zr*0, 
六 (15) f(x)= | 工 求 /*”(0).( 华 东 师 范 大 学 ) 
1 z=0. 
《f° 0)=(—1)" ,fe 0 (0) = 0 n=1, 2,: > 


2n+1 5 
提示 “可 沿用 例 3.1.19 的 方法 .注意 ,由 sin x 的 展开 式 ， 有 f(z) 


= 3 1)" an 

导读 (1) 以 上 各 题 主 要 是 考查 复合 函数 、 显 式 、 隐 式 、 参 数 式 、 反 函数 、 
分 段 函数 .抽象 函数 等 各 种 类 型 的 求 导 问题 .至 于 积分 、 级 数 表示 的 函数 如 何 
求 导 ,请 参看 第 四 五 章 的 相关 内 容 . 

(2) 导数 计算 是 微 积分 中 最 基本 、 最 常用 的 运算 ,相对 也 最 容易 .这 类 考 
题 一 般 考 生 都 会 做 ,有 一 定 的 “ 送 分 性 质 ” .要 想 不 丢 分 ,必须 做 到 熟练 准确、 
快捷 .还 不 太 会 的 读者 ,请 先 复习 一 下 教 本 的 相关 内 容 . 此 处 不 作 重复 . 

导数 定义 及 可 微 性 质 . 


3.1.2 讨论 
二 -- 上 zx*0, 
f(x)= 
了 了 ， rx=0 
在 z=0 处 的 连续 性 与 可 微 性 . (东北 大 学 ) 
工 -_1 _1 
示 -Jin 工 er -ll 2 _ [2(e -1)-2zr-zer -1)] 
提示 三 (0) = lim 元 lim [2zzfez -1)7 
= 一 二 (可 反复 使 用 Hospital 法 则 ). 
六 3.1.3 设 


x sin 工 ， zx<0, 
I 
f(x)= A, z=0, 
ar’:+b, rx<0, ， 
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其 中 A、a、5b 为 常数 ,试问 A、.a.e 为 何 值 时 f(z) 在 x=0 处 可 导 , 为 什么 ? 
并 求 (0). (郑州 工业 大 学 ) 


提示 广 -(0)= lim (zsin 亚 -全 ) 欲 存在 ， 必需 A =0， 


三 , (0)= lim (ar + 了 ) 欲 存在 ,必需 5=0. 此 时 了 (0)=0,V a. 
女 3.1.4 设 /(z) 在 z=0 处 可 导 ,f(0)*0,f(0)*0， 
af(h) + bf(24) - f(0)= olh) ( 当 h>0 时 )， 
求 a,5.( 数 学 一 ) 
提示 0(1) = 41(4)+6f(24) ~ f(0) 


形 _ fm) (0) ,3.7(24)- f(0) , (a+6-1)f(0) 
(变形 ) a 


令 h 一 0 取 极 限 ,可 得 a=2,65= 一 1. I 
交 3.1.5 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [0,1] 上 四 次 连续 可 微 , 了 (0) = 0. 证 
明 :函数 
/£72), 当 0<xr&1 时 ， 
F(x)= 0) 
a， 当 xz=0 时 
在 [0,1] 上 二 次 连续 可 微 . (吉林 大 学 ) 
提示 ”在 端点 z =0 处 的 右 导 数 ,要 利用 导数 定义 ， "区 复 使 用 Hospital 
He) 2f(z) 


不 难 求 得 F(x)= 
£0) ， X=0. 


，0< zl, 


Xf (x)-4rf (zr) +6f(x) 
= 


世 志 


9 0< z 委 1， 
F(z) 


、 三 全 ， r=0. 


且 能 验证 有 lim 所 (x)= (0). 从 而 F(z) 在 [0,1] 上 二 次 连续 可 微 . 


3.1.6 设 函 数 F(z) 在 区 间 [a ,5] 上 满足 
|f(z)- f(y) EMIzr- yl, VYzx,yE[la,b] 
其 中 M >0,a>1 为 常数 ,证 明 : f(x) 在 [a,51 上 恒 为 常数 . 
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提示 0< [£0 /0 | < Mls- yo ( 当 z 一 ?>) 一 广 (<) 一 0 
之 f(x) 三 常数 . 
女 3.1:7 设 /(0)=0, 则 f(z) 在 点 z=0 可 导 的 充 要 条 件 为 lim 二 FI 一 et) 


存在 . (数学 一 ) 
Ze )- (0) $i- Oz mA f(0), 9 


h=ln (1 ~ x) lim ln (1—zx 


提示 lim 
注 不 妨 尝试 对 该 wa 


设 工 = g(h) 为 : 具有 公函 数 g-!， , 且 使 得 lm -1C5] 存 在 的 某 一 函数 ( 例 


如 xz=1~e), 那 么 任 一 函数 入 z), 若 /(0) =0, 则 f 在 x=0 可 导 的 充 要 条 
件 是 : :lim 元 ACE(A)) 存 在 . 


六 3.1.8 设 F(z) 在 ro 的 某 邻 域内 有 定义 . 
(1) 若 f(z) 在 ro 处 可 导 , 试 证 ， 


him LE ft) 4), 


(2) 反之 , 若 上 式 左 端 之 极限 存在 ,是 否 能 推出 广 (ro ) 存 在? 车 结论 成 
立 , 请 证 明 , 不 成 立 给 出 反例 . (哈尔滨 工业 大 学 ) 


提示 (1) 左 端 极限 = 去 lm 2 多 -Am) + 


1 1; (xzo 一 户 ) 一 fxo) 
pe -上 h 


(2) 不 能 ! 任何 以 z= zo 为 对 称 轴 的 函数 左 端 极 限 均 存在 且 极限 为 0. 
但 例如 杖 数 y= jz- zo| ,在 zx。 处 就 不 可 导 . 
交 3.1.9 在 什么 条 件 下 ,函数 


f(x)= 人 二 "0， (yn 为 自然 数 ) 
0， x=0 


(1) 在 点 x =0 处 连续 ;《n >>0》 
(2) 在 点 x=0 处 可 导 ;《n>1》 
(3) 在 点 z=0 处 导 函 数 连续 . (中 国 科学 院 )《n>2》 - 
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提示 (1) 利用 0<|z"sin |<lzl"~0 (n>0) ( 当 zx 一 0 时 ). 


(2) LE HO -= msin 二 -0 (n>1) (z--0 时 ). 广 0)=0. 


1 (n>2 时 ) 
I 


(3) zs0 时 , 广 (z)= ne" 'sin ~ x" ?cos 0= f/f (0) 


( 当 z->0). 
3.1.10 试 作 一 函数 在 ( - co , + %) 内 二 阶 可 微 ,使 得 了 (zx) 在 z=0 处 
不 连续 ,其 余 处 处 连续 . 
， +4. 1 
(山东 大 学 ) vn- WE 
0, z=0 
区 3.1.11 对 于 函数 f(x)= |sin x|’, xz€E(-1,1). 
(1) 证 明 ; 了 (zx) 不 存在 ; 
(2) 说 明 点 x =0 是 不 是 (zx) 的 可 去 间断 点 . 
(武汉 大 学 ) 
提示 f(x)= (sgn x)sin x, (—1,1) 
(x)= (sgn zx)3sin? zcos xX, (一 1,1)(x=0 处 验证 后 成 立 ). 
f(x)= (sgn z)(6sin xreos x — 3sin’ x), (—1,1)r 0, 
1; (0)=6, 产 - (0)= -6 二 (0) 不 存在 , 且 不 是 可 去 间断 . 
3.1.12 设 函 数 f(z) 在 点 a 处 连续 , 且 | f(x)| 在 a 处 可 导 , 证 明 : 
f(z) 在 a 处 也 可 导 . (长沙 铁道 学 院 ) 
证 g(x) 圭 | f(z)l 在 a 处 可 导 过 g(a)=g_(a), 记 gg ,(a)= 
lim (fz) ~ 1f(a)) =A, 则 g(a)= lim He 1 Fa) _A 


+ TT-a 一 一 忆 


za I*a 


且 A=-A, 故 A=10. 
车 f(0)=0, 如 上 lim Lez) -0， im | £2 | =0, 
Taet0 工 a za | 并 a 
从 而 f(a)=lim ft(22-0-0. 
a 四 a 


2 车 f(a)>0, 因 f 在 点 a 连续 , 据 极 限 保 号 性 可 知 , 在 a 的 充分 小 的 
邻 域 里 | f(z)| 三 f(z), 因此 F(a)=g(a)=0. 

3” f(a)<0 的 情况 类 似 可 得 f(a)= -g(a)=0. 

3.1.13 函数 f(z)= (zx~2)|zx? ~z| 不 可 导 点 的 个 数 是 多 少 ? 
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(数学 一 ) 《2》 

提示 f(x)=(x-2)(x+1)|xz+1| |x| lz-1l, 注 意 函 数 xjzl 在 
&=0 处 可 导 ,|xzj| 在 x=0 处 不 可 导 . 因 此 f(z) 的 不 可 导 点 为 0、1. 

3.1.14 设 w(a) 在 z=a 处 连续 ,分 别 讨论 下 面 函数 在 zx= ae 处 是 否 
可 导 . 

(1) f(x)= (xr-a)yp(z); 

(2) f(r)=|zr-alg(zx); 

(3) F(z)=(z-a)lp(z)l. (武汉 水 利 电力 大 学 ) 


提示 “直接 应 用 定义 广 (a) = lim 太一 7a) 可 知 ， 


(GD Fo) 二 gp(o);(2) 当 且 仅 当 pla)=0 时 ,了 在 a 点 可 导 , 此 时 


f (a)=0; (3) Fo- 一 1p(a)|. 
夜 3.1.15 设 f(x) 可 导 ,F(x)= f(x)(1+ |sin x|), 则 
f(0)=0 是 F(x) 在 X=0 处 可 导 的 充 要 条 件 . (数学 一 ). 


提示 天, (0)= 广 ， (0)+ lim A sin zx (0) + (0)， 


0 


F (0)= Ff (0)+ tim AE) sin zl (0) ~ p(0). 


"0 


3.1.16 求 f(z)=[xjsin xz 的 单 侧 导数 ,并 讨论 可 微 性 .([z] 表 示 不 
超过 z 的 最 大 整数 ) 
《 非 整 数 上 可 导 广 (z)=r[zjeos xzsf,(k)=(-1)kx, fF (Rk)=(-1) 
(& -1)x 故 整数 点 处 不 可 导 》 
提示 非 整 数 点 处 ， 1] 在 到 分 小 的 外 于 保持 为 数 ， 故 了 (x)= [x] 
《sin rz) =x[ x Jeos rz. 
在 整数 点 处 , 右 导 数 情况 亦 如 此 . 
整数 处 左 导数 (在 的 左 邻 域 里 [xz] = =k—1) 
(有 = lim, [zx Jsin zx es kx 
《有 一 1L)sin xz 
zk-0 工 一 此 
=x(k—1)cos kxr=(—1):x(k—1). 
交 3.1.17 证 明 : 函 数 


=(k~—1)(sin rz) 


名 
I 
~ 
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fl ) 全 cs 王 |， x*0, 
Xj 二 . 
0， 


z=0 


在 z=0 的 任何 邻 域内 有 不 可 微 的 点 ,但 在 x =0 点 可 微 . 


提示 z, = (2n+ 赴 ) 处 ,六 (zx) 六- (zx,) 不 可 微 


COS 


h 


《 +h) -0 


再 提示 ff,; (x,)= lim 


0 


Ls 
xn 十 记 


(xz, + h):cos -0 


h 


— (x, +h)’cos 


h 


x nx 
zath x th 


lim 
pe0t 


= lim 
p01 


A 工 .x 
=- -人 (res 三 )| =- (2cs trsin 芋 )= 
Tx 二 Tn Ta 


同 理 广 - (x,)=x. 可 见 f 在 x 处 不 可 微 . 因 zx, 一 0( 当 n 一 时 ), 故 在 z=0 
的 任何 邻 域 里 都 有 不 可 微 点 .但 用 定义 直接 可 证 /在 x=0 可 导 (0)=0. 
*3.1.18 证 明 :;de6brmes 多 项 式 
Tu(z)= Hr eos marccos x),m=0,1,2,.…. 
满足 方程 
(1- x )T, (zx) -zrT’, (zr)+ mT, (x)=0. 
提示 ”可 以 应 用 复合 函数 微分 法 直接 验证 . 
※3.1.19 证明: de6prmes - Laguerre 多 项 式 L(x)=e: (rx”"e *)‘™" ， 
m 二 0,1,2,… 满 足 方程 ; 
ZL a (XT)+ (I~ TL (rx) + mL, (x)=0. (1) 
提示 。 可 利用 乘积 求 导 的 Leibniz 公式 , 写 出 多 项 式 L, (xz) 的 具体 表达 
式 进 行 验证 . 
再 提示 。 工 , (zx)= 了 (1)*C%(z”") 中 代入 方程 (1) ,验证 系数 为 零 . 
如 x” 项 系数 m 一 m=0. 
xz”! 项 系数 -m+t+mtm?-m:+m?— m=0,… 
※3.1.20 设 
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un (x) zi (Xx) 控制 ui (I) 
un (x) uz (I) 及 抽 wa (Xx) 
f(x)= - 
Un (Xx) za(z) … au(z) 
(zy (z) 为 2 次 可 微 函 数 ), 试 证 
f(r)= >， -nm 
un (zx) un (xr) a un (x) 
un 2’ (zx) uz 2 (x) oe uz 2 (x) 
uu (x) un (x) 及 和 uu (zx) 
提示 方法 I 可 将 行列 式 展开 成 
f(r)= 2 人 一 Dw, U2, » 
其 中 A=A4(i ， 72 ，,… 52a) 是 ty ,12 ，,"… ,i, 置换 成 1,2,.… ,nn 所 需 置 换 的 次 数 . 
(更 确切 地 说 ,是 排列 i ,i,,… ,i, 的 逆序 数 ) 然 后 逐 项 求 导 , 使 用 例 3.1.16 
《Leibniz 公式 的 推广 形式 ) 直 接 可 得 ; 
方法 ”可 利用 数学 归纳 法 . 若 (& 一 1) x (一 1) 的 情况 成 立 , 对 Xk 
阶 行列 式 , 可 按 一 行 (或 一 列 ) 展 开 . 推 出 对 Xk 成立. | 
x*3.1.21 设 x=acos t+bsinz,y=asin zt 一 bcos ,求证 ; 
dzdy_dzdy 2、，72 一 mi 
di™ de dr" dt (ea + Bb )sin 2 


提示 EC rr :| 
= /rosin (t- a), 
同 理 y=Vartsin (ta), 这 时 tan a- 加 . 
可 验证 等 式 成 立 . 


留念 题 


※3.1.22 对 例 3.1.7 如 下 的 证 法 给 出 评论 ,认为 正确 请 说 明理 由 , 认 
为 不 正确 请 给 出 反讽 . 


证 lim /C7)— f(z) 


x0 


Xx. 


=A=>/(27x)- f(x)= Axr +o(zx) 
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= 六 (1 二) -7 到 ))-4 富 去 +o 安 冯 ) 
>f(z)-/( 车 )=Az(1-2")+o((1-2")z) 


2 07) 0)= Az+o(z)2f (0) =tim HAY A. 


六 § 3.2_ 微分 中 值 定理 


本 节 主 要 讨论 微分 中 值 定理 的 应 用 .要 指出 的 是 ,本 节 各 部 分 
都 广泛 使 用 辅助 函数 法 .应 该 说 它 是 应 用 微分 中 值 的 基本 方法 . 实 
际 上 ,辅助 函数 法 是 转化 问题 的 一 种 重要 手段 , 它 在 数学 分 析 其 他 
地 方 也 时 常用 到 .我 们 不 准备 在 下 面 每 一 部 分 里 列 人 辅助 函数 法 
的 条 目 .关于 如 何 选 用 和 构造 辅助 函数 的 问题 ,将 在 例题 里 穿插 
讲解 . 


一 、Rolle 定理 


a. 函数 零 ( 值 ) 点 问题 

要 点 ”零点 存在 性 问题 

(1) 借助 介 值 狂 求解 [连续 函数 有 介 值 性 . 导 函 数 也 有 介 值 性 
( 见 例 3,2.24)]. 

(2) 借助 Rolle 定理 求解 . 即 : 若 A(z) 在 [< ,5] 上 连续 ,在 (a， 
2) 内 可 导 且 f(a)= 了 (5), 则 

3sE(a,0), 使 得 FS)=0. 

此 外 Fermat 定理 告诉 我 们 :函数 在 其 极 值 点 处 如 有 导数 存 
在 ,此 点 必 是 导数 的 替 点 .” 

零点 的 唯一 性 问题 

这 里 主要 通过 单调 性 来 确定 零点 的 唯一 性 ,车 广 >0, 则 了 严 
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AH( 或 六 <0, 则 大 严 以) ,这 时 上 零点 苦 存 在 必 唯 一 . 
六 例 3.2.1 设 (a,5) 为 有 限 或 无 穷 区间 , F(z) 在 (a,2) 内 
可 微 ， 县 lim f(z)= lim f(z)=A( 有 限 或 + %)， 试 证 : 3 EE€ 


(a,b), 使 得 广 (6) = 0. (北京 师范 大 学 ) 
证 若 f(z) 圭 A( 有 限 数 ), 则 f(x) 二 0, 问 题 自明 . 
车 f(z) 专 A, 则 了 xo€(a,6), 使 得 F(zo)SA, 下 设 f(x) 
>A( 对 f(zo)<A 类似 可 证 ). 因 为 - 
lim f(x)= lim f(zr)=A, 


函数 f(z) 在 (a， 内 连续 ， 所 以 对 于 任意 取 定 的 数 un(A<u< 
f(z0)),j riE(a, ro), rE(ro ,0) ,使 得 

f(z1)= f(x)=. 
从 而 由 Rolle 定理 知 , 3 &€ (zi,xs)C(a,5), 使 得 (8&)=0. 车 
4=+oeo( 或 -co), 则 (a,5) 任 到 一 点 作 ze, 上 面 推理 保持 有 效 . 

例 3.2.2 车 P,(zx)=aox” Tar lt++a r+a,(ao 
0) 为 实 系数 多 项 式 , 且 其 一 切 根 稍为 实数 , 试 证 :导数 P (xz)， 
P(xz),… ,PY D(z) 也 仅 有 实 根 . 

证 设 P,(zx)=ao(zx-a) (ra,)m (1) 
(其 中 < as<…< a 分 别 为 P,(z) 的 ,ks，…,k 重 根 ,十 
,+ 中 上 ,二 nn). 由 Rolle 定 理 ,在 相 邻 二 蜡 根 之 间 , 存 在 P (x) 
的 一 个 根 .因此 P', (x) 在 P, (zx) 的 m 个 根 的 间 腺 里 ,共有 m -1 
个 根 .又 从 (1) 式 可 知 , 当 a; 是 k, >1 重 根 时 , 则 a, 必 是 P(xz) 的 
k; 一 1 重 根 .因此 P(x) 共 有 (mm 一 + (ki 一 1)+(k 1)+ 
+ (k, 一 1)=k+kh+… 二 一 1=n 一 1 个 根 . 但 P(xz) 是 an-1 
. 次 多 项 式 , 故 P', (zx) 也 仅 有 n 一 1 个 根 .所 以 P(x) 的 根 全 为 实 
的 .反复 这 样 做 n -1 次 , 知 P',(z),…, PI 了 (z) 的 根 都 是 实 
的 . . 
例 3.2.3 证 明 :Legendre 多 项 式 i 
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P,(z)= 雹 1 和 1 

的 一 切 根 在 (一 1,1) 内 . 

证 f(x)= (x 一 1)"=(zxz+1)"(xz 一 1)" 为 2n 次 多 项 式 
工 = 土 1 分 别 为 f(z) 的 n 重 根 , 跟 上 例 同样 的 道理 知 , 六 (xz) 以 
z= 上 1 为 x 一 1 重 根 , 且 3 4? CE( 一 1,1) 为 单 根 .进而 (xz) 以 
z= 土 1 为 n 一 2 重 根 , 且 3 $4?,&22 E (一 1,1) 为 单 根 .反复 次， 
可 知 Fw (z) 不 再 以 z= 土 1 为 根 ,在 (一 1,1) 有 个 互 异 实 根 ,但 

P,(z)= 过 | rl(x ~ 1) "lf" (x) 

为 n 次 多 项 式 , 只 及 个 根 .所 以 P,(z) 的 一 切 根 在 (一 1,1) 内 . 
例 3.2.4 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 ， 
fla)= f(65)=0, 

试 证 :VY aER,3 6€ (a,65) 使 得 af(#)=/(&).( 广 西 师范 大 学 ) 

分 析 要 af(&)= 了 (8), 即 要 (8) -af(&)=0, 亦 即 要 & 
为 函数 广 (z)- af(z) 的 零点 .注意 到 

[f(xz)e “]=[f (zx)~af(r)]Je “. 

因此 ,只 要 对 函数 F(x) = f(z)e-“ 检 验 Rolle 定理 条 件 .但 这 是 
明显 的 . 

此 问题 可 以 推广 到 一 般 的 情况 . 

x* 例 3.2.5 设 f(x) 在 [a,5] 上 及 n 阶 连续 导数 . 目 F(z) 
在 [a ,5] 上 至 少 有 n+1 个 不 同 实 根 . 


P(xz)= x" +e xr” T+e, 2x" 7 +t cixit+co 
是 仅 有 实 根 的 实 系数 多 项 式 .引入 记号 D" = 二 . 试 证 : 


P,(D)Fz) 二 (六 +cD +caD ?+ +cD+e) fz) 
在 [a ,5] 上 至 少 有 一 个 零点 . 
分 析 设 多 项 式 P,(z) 的 “= 个 不 同 实 根 为 :a ,as，… ,a,, 则 
由 代数 知识 P, (z) 可 分 解 为 
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P(xz)=(x-a)(z- a)(r ~- a,). 
将 (D 一 a1)(D 一 a,)…(D a) 展开 即 知 
P,(D)f(z)=(D-a)(D~-a)…(D- a,)f(zr). 
利用 上 例 的 结果 可 知 :在 f(z) 二 不 同 实 根 之 间 必 有 
(D-a)f(z)= f(x)-a,f(r) 

的 一 个 实 根 .但 已 知 f(xz) 有 n+1 个 不 同 实 根 , 故 (D ~ a,)f(z) 
至 少 有 个 不 同 实 根 .进而 依次 可 知 (D 一 a,_1)(D 一 a,)f(x) 至 
少 有 一 1 个 不 同 实 根 ,…,P,(D)f(x)=(D-al)(D- a,)… 
(一 a, )f(z) 至 少 有 1 个 实 根 . 

试用 数学 归纳 法 写 出 简洁 的 证 明 . 

b. 证 明 中 值 公式 

要 点 ”构造 不 同 的 辅助 函数 ,应 用 Rolle 定理 ,可 以 导出 不 同 
的 中 值 公式 . 

例 3.2.6 设 f(z),g(z),h(z) 在 [a,651 上 连续 ,在 (a ,2) 
内 可 导 , 试 证 存在 EE (a ,2 ) ,使 得 
fla) g(a) h(a) 
f(6) g(b) h(6)|= 
f(€) g(E€) h(E) 
fla) g(a) h(a) 
证 记 F(z)=|f(6) g(6) nh(6)|. 
-If(z) g(r) h(x) 
则 F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 ,F(a)= 下 (565)=0. 应 
用 Rolle 定理 可 知 , 3eE (a ,5), 使 得 FF (&)=0. 据 行列 式 性 质 ， 
F (6)=0, 即 是 式 (1). 

注 由 本 例 可 以 推出 Cauchy 中 值 定理 (只 要 令 h(xz) 二 1) 和 
Lagrange 定理 ( 令 h(x) 寺 1， g(x)=z). 

例 3.2.7 设 /(z),g(zx) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a， 5) 内 可 导 ， 
VrE(a,b),g (xz)0, 试 证 ;3 EE (a ,65), 使 得 


(1) 
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广 (6) (6)- f(a) 
g(£) SO)-S(0S) 


提示 ”将 目标 等 式 变形 , 找 出 辅助 函数 
F(x)=[f(z)- f(a)llg(6)- g(r)]. 


例 3.2.8 设 F(z) 在 [0,+c) 上 可 导 ， 且 0<f(z)<T 


证 问题 相当 于 要 找 £>0, 使 


(AoE (GD) 


€ 


因 函 数 F(z) = f(x) -一 世 在 [0, + co) 上 连续 ,40,+ oo ) 内 可 


导 下 (0)=F(+co)=0, 所 以 用 推广 了 的 Rolle 定理 ( 见 例 3.2.1) ,. 
知 35>0, 使 F(S)=0, 此 即 (1) 式 成 立 . 
* 例 3.2.9 设 f(z) 在 包 合 zu 的 区 间 工 上 二 次 可 微 ,zo + 户 
ET,AE(0,1), 试 证 :了 6E(0,1) ,使 得 
f(zot Ah)=Af(ro th)+(1—-24) f(ro) 


+ 人 -DFCzot Wm). (1) 
分 析 因 0<X<1, 可 取 数 M ,使 得 
f(xot Ah) AFC + A) -IAF(z0) -A -DM=0. 


(2) 
故 只 要 证 明 : 3 9€ (0,1), 使 得 M = f(s+ Oh). 取 4 作为 变数 ， 
记 为 z. 
令 F(t)= f(zot+th) -tzo th) (1-1) f(r,) 


-了 (~ DE M, (3) 


则 F(D) 在 [0， 1j 上 二 次 可 微 , 且 有 三 个 零点 
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F(0)=F(1)= F(A)=0. 
两 次 应 用 Rolle 定理 ,可 知 了 06E (0,1) 使 得 
F"(b)=0. 
据 式 (3) ,此 即 M= 广 (zo+ 的 ). 代 回 (2) 式 , 移 项 , 即 得 欲 证 的 式 
(1). 


二 、Lagrange 定理 


a. 利用 几何 意义 ( 弦 线 法 ) 
要 点 ”由 Lagrange 定理 知 , 若 f(x) 在 [a ,5] 上 连续 ,在 (a， 

5b) 内 可 导 ， 则 Yzri,zEla,b], 了 8 在 zi,z? 之 间 , 使 得 
f(x)— zi) 


2 
即 是 说 :曲线 上 任意 二 点 的 弦 , 必 与 二 点 间 某 点 的 切线 平行 .我 们 
正 是 可 以 用 这 种 几何 解释 进行 思考 解 题 . 

交 例 3.2.10 设 F(z) 是 可 微 函 数 , 导 函 数 广 (z) 严 格 单调 
递增 . 若 Fa)= FA(5) (a<5), 试 证 :对 一 切 zE(a,5) 有 f(x)< 
f(a)= F(5)( 不 得 直接 利用 西 函 数 的 性 质 ). (华东 师范 大 学 】 

分 析 任意 取 一 点 zxE (a,5), 要 证 F(z)< F(a)= (0). 如 
图 3.2.1 作 蓄 线 AC, BC. 应 用 Lagrange 定理 , ] 6€ (a ,zx),7€E 
(z,b), 使 得 导数 广 (8) ,六 (7) 分 别 等 于 AC, BC 弦 的 斜率 .但 因 
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矿 严 了 ,所 以 六 (8&)< 了 (7w), 这 就 得 到 (AC 纺 的 斜率 )< (BC 弦 
的 斜率 ): 
AZz) fla) f(b)- f(z) 
b-zx . 


Ta 
这 便 得 到 关于 函数 值 的 不 等 式 .注意 到 f(a)= f(b), 移 项 即 得 
f(x)< f(a)= f(6). 
x* 例 3.2.11 若 函 数 f(z) 在 (a,5) 上 可 微 ,是 lim f(x)- ， 
%, 试 证 Hm 广 (z) = oo. 
分 析 要 证 fm 广 (z) = ,只 要 证 明 存 在 序列 {6,1->a +0， 
使 得 lim | 了 (6,)| = + co .利用 Lagrange 定理 ,只 要 找到 一 申 弦 ， 
从 右 侧 趋向 a ,使 弦 的 斜率 趋向 co 即 可 . 
证 记 !=5-a, 又 ce=a+ 二 =a+2 2. 则 当 m->oo 时 ， 
cv ”a+0. 
由 于 lim f(z)= co ,可 取 ziE(a,cl), 使 得 x 与 a 充分 接 
近 , 以 致 | F(zi) - FCc)|>7. 从 而 应 用 Lagrange 定理 , 8 € 
(zi ,ci) 使 得 
IfF(e)|= eA > A A > 


Zi 一 Cl 
同 理 ,对 于 任意 给 定 的 n EN, 3 rz,E(a,c,), 使 得 xz, 与 a 充分 接 
近 ,以 致 17Cz)- flc)|> nL. 从 而 3 & E(x,,c,) 
1f (8,)1= Af > A >, 


如 此 ,我 们 得 到 序列 16 , |: 
a<r<é <e>a, | (6E)| 志 2 +oo， 
故 lim f (z+)=%. 


注 f(x) 可 微 ,lim f(x) = oo ,一般 不 能 推出 lim 广 (z) - 
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.读者 不 妨 考虑 函数 /(z) = 二 + cos 二 当 z~0" 的 情况 . 

下 面 让 我 们 来 看 一 个 更 有 趣 的 例子 . 

* 例 3.2.12 设 f(z) 在 区 间 [0,1] 上 可 微 ,f(0)=0,f(1)=1， 
ki ,ks，…,k, 为 n 个 正 数 .证 明 在 区 间 [0,1] 内 存在 一 组 互 不 相等 
的 数 zi ,zx，，,… ,Xx, ,使 得 


其 k, an 
之 POE = 2 k,. 
(中 国 科 技 大 学 ) | 
分 析 1 (将 等 式 变形 ) 记 右 端 1 & = mm 用 此 常数 同 除 竺 
式 两 端 ,得 
和 (1) 
J (zx1) f(x) J (zx, ) ” 
其 中 1 = 全,0< <1 A++…+A =. 我 们 的 问题 是 寻求 n 
个 不 同 的 数 z , x,,… ,z, 使 得 相应 的 导数 (zx,)(i=1,2,…,n) 
满足 方程 (1) .根据 Lagrange 定理 ,这 等 于 说 ,要 找 ”个 不 同 的 纺 ， 
使 相应 的 斜率 tan oa, (i =1,2,…,n) 满 足 
所 A 
2 tan a 


=1 


车 把 4, 看 成 弦 在 y 轴 上 的 投影 , 则 一 等 于 该 弦 在 z 轴 上 的 投 


影 .因此 ,问题 在 于 找 ” 个 不 同 的 弦 ,使 它们 在 y 轴 上 的 投影 分 别 
为 ,> ，…,) ,在 > 轴 上 的 投影 之 和 为 1. 注 意 到 f(0) =0, (1) 
=1. 为 此 ,我 们 在 y 轴 上 ,对 区 间 [0,1] 作 分 划 0= A,<A,<…< 
4,.=1, 使 得 A,.,A,=24,(i=1,2,…,n)( 如 图 3.2.2). 首 先 过 A， 
作 水 平 直 线 与 曲线 交点 Bi (由 于 f(z) 连续 ,这 种 交点 一 定 存 在 ). 
于 是 OB, 为 第 一 个 所 需要 的 弦 . 同 理 , 逐 次 过 A,, A,,…, A, 作 水 
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平 线 ,相继 可 得 到 交点 B,, B;, …,B, » 这 时 OB ,Bi B, , B, B;, 
…,B,，1B, 正 是 要 找 的 弦 ,它们 在 y 轴 上 的 投影 为 4, ,4,,… ,4,. 
在 xz 轴 上 的 投影 和 为 1. . | 


图 3,2.2 


证 记 普 = > hh = Ail12,). 则 OCA <IAL+ 
A2+ 让 二 4, 二 1. 因 /f(0)=0,f(1)=1.f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 故 由 
介 值 性 , 3 点 c,€ (0,1) 使 得 f(c,)=Ai. 又 由 41<<44+ 4 过 1, 知 
3 co€(c ,1) 使 得 f(c,)= X11+ 4%. 如 此 继续 下 去 , 顾 次 找到 点 

0<ci<c<…<c <ce,=1, 
使 得 
flci)= > A (i=1,2,.…,n). 
应 用 Lagrange 定理 ， 9 x;€ (ci1,c) (co =0), 使 得 
PA AA A 


Ci Ci~-1 Ci Ci-1 


即 


A | 二 
fr) 元 了 Ci-l (i 1,2,.…, 1). 
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从 而 > Doe 1)=c,— co=1. 


将 4， = 外 代入, 即 


jn 
交 例 3.2.13 设 函 数 f(z ) 在 闭 区 间 [a,6b1 上 连续 ,在 开 区 
间 (a ,5) 内 可 导 , 又 f(z) 不 是 线性 函数 ,上 且 f(5)>> f(a). 试 证 
3sE(a,p), 使 得 
f(8) > A 
(上 海 交 通 大 学 ) 
证 过 点 (a ,f(a)) 与 (5,f(5)) 的 线性 隆 数 为 
y= f(a) + LOA (4 -a). 


因 /(z) 不 是 线性 函数 ,所 以 
F(z)=/(z)- fo) -LOH a0 (1) 
我 们 的 问题 是 :要 证 明 3 &€ (4,5) 使 得 
FPF (8)=f(6) -A -fe)>o: (2) 


[ 按 弦 线 法 ,这 就 等 于 要 找 曲 线 y= F(x) 的 一 根 弦 , 使 其 斜率 >0] 
由 已 知 条 件 可 知 :函数 F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 ， 
F(a)=F(5), 满 足 Lagrange 定理 的 条 件 .由 (1) 知 : 3zroE(a， 
5) ,使 得 F(zxo)0( 或 F(zo)>0 或 F(zxo)<0).[ 从 图 3.2.3 上 
容易 看 出 , 当 F(zxo)>0 时 ,可 取 过 点 (a ,F(a)) 与 (zo ,F(zxo)) 的 
弦 ; 当 FF(Czo)<0 时 ,可 取 过 点 (zo,FE(zo)) 与 (6， F(42)) 的 弦 . ] 

例如 FCzo)>0, 在 [a,z,j 上 应 用 Lagrange 定理 ， eeE(a， 
zo)C(a,b) ,使 得 
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F(x0) <0 


图 3.2.3 


P' (8) = =- >0. 证 毕 . 


x* 例 3.2.14 证 明 : 若 函数 f(z) 在 (0, + %) 内 可 微 且 当 
X 阅 二 吕 时 ,有 f(zx)=o(z), 则 
lim [f(x)l=0. 
证 要 证 明 lim | 广 (z)| = 0, 只 要 证 明 习 序列 4.1 一 +oo， 
使 得 lim 了/($,)= 0. .为 此 我 们 要 在 任意 大 的 A。 >0 之 右 侧 ， 找 一 
个 弦 ,使 其 斜率 


Jp ) -Ga， !|<= 
8. — 
其 中 se, 是 任意 小 量 . 事 实 上 ， 已 知 Z 一 +oc 时 FFz)=o(z), 即 
lim 从 =0, 从 而 Ya>0 
lim fe) -fe a) jm (A205 -LJ=0. 
io zt+olL 站 二 一 Q XT-—a 


于 入 个 = = ,总 存在 B, > a ,使 得 
sk fla)| 1 


n 


进而 由 Lagrange 定理 , 3 &, ela, ,有 , ) 使 得 
, _|f(p,)- fla,) 1 
fe | | < 
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问题 获 证 . 
pb. 利用 有 限 增 量 公式 导出 新 的 中 值 公式 
要 点 “借助 不 同 的 辅助 函数 ,可 由 有 限 增 量 公式 
f(6)- f(a)=f (8)(6 -a), Ea,b) 
导出 新 的 中 值 公式 . 
六 例 3.2.15 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 有 二 阶 导 
数 , 试 证 存在 cE (a,5) 使 


ORAL A 


(南开 大 学 ) 
证 〈1) 式 左 端 


7(O) -27( < )+ f(a) 
=[7(6) -f(s )] 


LA 


-A 生生 
一 
- [f(a+23s)-f(0)]. ” 2 

作 辅 助 尊 数 图 3.2.4 
p(x)= f(z+ “) - f(z) 
则 。 上 式 =?(2 | 
= yp (£)° (5 7 -a)= 2 
= [7 (s+? 下 peese ~ 
-7 人 2) .5 so 
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=f(0):L 5, c=€+00654€ (4,6). 


例 3.2.16 设 函 数 f(z) 在 [0,+ 。。) 上 连续 ,而 且 有 连续 的 
右 导 数 了 , (z) , 试 证 明 导 数 (xz) 存在 且 

f(rz)=f, (zx). 
(河南 师范 大 学 ) 

分 析 YVzoE(0,+oco), 要 证 广 (zo) 存 在 且 等 于 了 , (xo)， 
只 要 证 明 广 - (zo) = 了 了, (xo). 即 要 证 明 Ye>0,3j5>0, 当 0<h 
< 时 ,有 

EA) -7 (ao)|<e (1) 
可 见 , 若 能 证 明 广 , (xz) 也 有 类 似 的 增 量 公式 
f(z-h)- fr)= f(r- MR)(-h) (0<0<1), (2) 
那么 (1) 式 可 变 成 
[f(zxo-0)-f, (xo)|<e. (3) 
根据 已 知 条件 : 了, (xz) 连 续 , 当 h 充分 小 时 ,(3) 式 确 能 成 立 , 从 而 (1) 
式 获 证 .因此 问题 归结 为 证 明 右 导数 也 有 增 量 公式 (2) 成 立 .为 此 令 
p(t)= fre- th)- f(ro)- [f(ro -hh)— COz)]t， 
则 pg(0)= p(1)=0. 利 用 例 3.1.5. 可 知 3] 9€(0,1) 使 得 
2 +(0)=0, 
此 即 (2) 式 成 立 . 
将 有 限 增 量 公 式 应 用 到 具体 的 函数 ,也 可 得 到 具体 中 值 公式 . 
例 3.2.17 设 a,b>0, 试 证 3] EE€ (a,6b), 使 得 


ae’ ~ be’=(1-é)et(a—-b). (1) 
提示 将 (1) 式 改写 成 ， - 
人 (2) 


令 f(z = ze 在 以 二 ， 到 为 端点 的 区 间 上 应 应 用 有 限 增 量 公式 . 
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c. 作为 函数 的 变形 
要 点 若 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,(a ,5b) 内 可 微 , 则 在 [a,5] 上 
f(z)=f(zo)+ 了 (6)(z-zo) (在 z 与 ze 之 间 ). 
这 可 视 为 函数 F(z) 的 一 种 变形 . 它 给 出 了 函数 与 导数 的 一 种 关 
系 .我 们 可 以 用 它 来 研究 函数 的 性 质 .此 式 相 当 于 f(x) 的 Taylor 
展开 式 至 0 次 项 . 

交 例 3.2.18 设 F(z) 在 [0,+ co) 上 可 微 , Fr(0) =0, 并 设 有 
实数 A >0, 使 得 [| 广 (z)| 委 AAA(z)1 在 [0, + co) 上 成 立 , 试 证 明 
在 [0, + %) 上 f(x) 二 0.( 广 西 大 学 ) 

证 I 因 f(x) 在 [0, + oo) 上 可 微 , Fr(0) =0, 利 用 Lagrange 
定理 
|f(z)|= [fAO+rfF(E)(z-0)I=1fF (8 ) rl<AIf(e) |z 


当 限制 =E { 0 ,5 | 时 , 则 得 
f(z)1<F1f(8)|, 0<& <z. 
重复 使 用 此 式 可 得 
I 


这 里 O06 < < hr 


由 (x) 的 连续 性 , 3 M >0, 使 得 | f(z)|<M, 在 [0, 支 | 上 . 故 
FO) 1 (n=1,2,.). 

从 而 f(x) 二 0 于 |0, 志 |] 上 .用 数学 归纳 法 ,可 证 在 一 切 
| 3H 到 ](=1,2,…) 上 恒 有 f(z)=0. 所 以 [0,+ oo) 上 f(z)=0. 
证 J 因 1/(z)| 在 [0, 吉 上 连续 , 故 届 ze [0,2 | 全 
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[f(z1)|= max If(x)|l=M 


<z<s 机 


于 是 
M=|f(z)|=|1f(0)+ fF (8)(z, -0)|= |f (€)z, | 


SA 2SH1f() EFM. 


所 以 M=0, f(x)=0 于 |", 去 | 上 
以 下 同 工 . 

证 下 〈 反 证 法 ) 若 f(xz) 志 0, 则 3 x。€(0,+%), 使 得 f(x,) 
0, 不 妨 设 f(zo)>0(f(zo)<0 类似 可 证 ). 记 zi = infiz|(z， 
zo) 上 f(z)>01, 由 连续 函数 局 部 保 号 性 ,只 能 f(zx1)=0,(zx,， 
To) 内 f(z)>0. 


令 g(xX)=In f(r) ( 当 zE(zyzo) 时 ). (1) 
则 la (2)1- | HS <A. 


故 g(x) 在 有 限 区 间 (zx ,zx。) 上 有 和 界 .但 
lim f(z)= f(z1)=0. 


Tx 
1 


由 (1) 知 lim g(7)=—%. 予 盾 . 


练习 设 f(z)， g(z) 在 [a， 5] 上 连续 ， g( 工 ) 在 (a,5) 内 可 
微 , 且 g(a)=0, 车 有 实数 4 万 0, 使 得 | 
lg(zx)'f(z)+ag (zx)lElg(r)|, rE (a,b) (1) 
成 立 . 试 证 :g(xz) 三 0. (浙江 大 学 ) 
提示 “可 利用 上 例 . 
例 3.2.19 设 [0， otf (2)1<M, f(z) 在 (0， 4) 内 取 最 
大 值 , 试 证 
[fF (0)|+1f (a)l<Ma. 
提示 对 广 (z) 应 用 Lagrange 定理 (0 次 Taylor 展开 式 ) ,将 
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大 (0), 广 (ca) 在 F(z) 的 最 大 值 点 处 展开 . 
例 3.2.20 证 明 : 若 函数 f(xz) 在 (0, + oo) 内 可 微 , 且 


tim f(x) =0, 则 lm LAE =0. 


证 要 证 lim 人 Zz) =0, 即 要 证 : Ve >0, 3A>0, 合 得 x>A 
时 有 
| < | (1) 
TX 
已 知 lim 请 (z)=0. 所 以 对 此 ee>0,333A>0, 当 x>A 时 有 
If(z)1< 方 . (2) 


从 而 由 Lagrange 定理 ,对 zx>A,]&:A<é&<z 使 得 
f(z)= f(A)+f (8) (zr -A). 


故 < 0 


工 2 


(3) 


但 x 一 + oe 时 | 
[f(A)| ,0 
并 


可 见 要 (1) 式 成 立 , 只 要 取 A= max 
(3) 可 推 得 (1) 成 立 . 

注 ”本 例如 应 用 Hospital( 例 3.2.30) 结 果 十 分 明显 . 

d. 用 导数 法 证 明 恒等式 

要 点 ”根据 Lagrange 公式 

f(z)= f(x0) + ff (€)(z ~ zo), 

因此 导数 (xz) 二 0 时 ,f(z) 伍 等 于 某 常 数 .利用 这 一 原理 ,可 以 
证 明 恒等式 . 


六 例 3.2.21 pC7)= [a 在 -1<zx<1 有 意 


4,2 4 | , 则 =>A 时 ,从 
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义 ,证 明 :gp(z)+ pg( 一 z)= 却 9(z*).( 北 京 航空 航天 大 学 )(1) 
证 问题 等 价 于 要 证 明 函 数 
f(z) pg(z)+ 9(-z) -#9(7)=0. 
事实 上 f(x)=9 (xr)-9(-zr)-zryp (zx). 
而 p'(z)= 卫 包工, 故 


"T=0. 


广 (z) = 也 dz (1+z) ln Ux) 


区 TT 


因此 f(x) 夺 c. 但 由 pg(0)=0 知 f(0)=0, 所 以 c=0,f(zx) 志 0. 
三 、 导 数 的 两 大 特性 


导数 有 如 下 两 个 重要 特性 :1 导数 无 第 一 类 间断 点 ;2” 导数 
有 介 值 性 质 .下 面具 体 介 绍 这 两 个 特性 的 含义 ,证 明和 应 用 . 
” a. 导数 无 第 一 类 间断 
六 例 3.2.22 (导数 无 第 一 类 间断 ) 设 函数 F(z) 在 (ec,b) 内 
者 为 f(z) 的 第 二 类 间断 点 . (南京 大 学 ) 
证 因为 f(z) 在 (a,5) 内 处 处 可 导 , 所 以 VY xoE(a,6b)， 


f (x0)=f, (x0)= lim f(z)— f(zo) 
zz 让 Xo 

(应 用 Lagrange 定理 ) = lim /Fro) 
XL To 


0 


= lm f(€) (zo<é<x). (1) 


下 -人 下 


故 f(z) 在 ze 处 有 右 极限 时 , 必 有 
f (x0)= lim 广 (= 广 (zo+0). (2) 


fz 
同 理 可 证 ,车 (xz) 在 zu 处 有 左 极限 时 ,有 
f (xo)=f (ro -0). 


o 
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因此 在 (ac ,2) 内 任 一 点 处 ,除非 至 少 有 一 侧 f(x) 无 极限 (这 时 
广 (z) 为 第 二 类 间断 ) ,不 然 了 (xz) 在 此 处 连续 
f(xzo-0)=f (x0)=f (xo +0). 

注 1 所谓 导数 无 第 一 类 问 断 ,是 在 导数 处 处 存在 的 前 提 下 
讲 的 .例如 f(z)=1z|, 当 zxz>0 时 了 (zx)=1,x<0 时 f(x)= 
-1 ,在 z=0 处 便 是 第 一 类 间断 .这 与 我 们 的 结论 不 矛盾 , 因 F(z) 
在 xz=0 处 不 可 导 . ， 

2 从 (1) 式 到 (2) 式 ,用 到 复合 函数 求 极限 的 技术 

复合 函数 的 极限 : 

命题 设 y=f(u),u=g(z) 可 以 组 成 复合 函数 ,已 知 
limelz = uo, Jim/(w)=AA, 若 ZX 闻 Xo 的 过 程 中 g(z) 始 终 保 持 


有 sg(z)sao， 则 复合 函数 的 极限 lim (gs(z)) 一 一 A. 否 则 命 
题 不 成 立 . 
例如 
_ 1， 当 zx 0, 工 , 当 xz 为 无 理 点 ， 
y= /A= [oe ， 有 “8(z)= |0, 当 < 为 有 理 点 ， 


这 时 zx->0 时 >0,，->0 ) 时 y= 了 (wu) 一 1, 但 是 复合 后 的 极限 
limf[g(zx)] 不 存在 .因为 | 
_ |1, zz 为 无 理 点 时 ， 
Netr)]- 由 xz 为 有 理 点 时 
条 件 g(x)w 所 以 如 此 重要 ,是 因为 :内 层 函 数 g(z) 在 求 极限 


的 过 程 中 ,g(z) 有 可 能 无 穷 次 等 于 uo ,但 外 层 极 限 lim f(u)=A 
在 过 程 中 x 不 允许 等 于 zw . 
本 例 式 (1) 中 的 极限 lim 了 (4) 实 为 复合 酚 数 的 极限 ， s 依赖 


于 z. 因 zeo<e<z, 故 工 zy 时 ,zo 夺 ezZo, 符 合 上 面 命 题 条 
件 , 故 (2) 式 成 立 . 
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不 用 说 ,假如 外 层 函 数 连续 , 则 
lim flg(z)]= fl lim g(z)], 
就 不 必 假 定 极 限 过 程 中 g(x)* wo ,也 是 成 立 的 . 
例 3.2.23 若 f(z) 在 (a,5) 可 导 , 导 函数 了 (zx) 在 (a,5) 内 
单调 , 则 f(z) 在 (a ,5) 内 连续 . (武汉 大 学 ) 
提示 见 例 3.2.22. 
b. 导数 的 介 值 性 
交 例 3.2.24 (G.Darboux 定理 ) 若 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 
上 处 处 可 导 ( 端 点 指 单 侧 导 数 ) 了 (a)< (6), 则 Ye:(a)<ce< 
了 (5), jE€E(a,5), 使 得 f(&)=c.( 武 汉 大 学 ,北京 师范 大 学 ) 
证 ”1° 作 辅 助 函 数 
g(X)= f(x)- er, 
则 g(xz) 在 [a,5] 上 处 处 可 导 ,g (a) = (a)-— c<0,g (5) = 
有 (5)-c>>0, 只 要 能 证 明 3&€(a,5), 使 得 g'(&)=0, 则 即 
f (8£)=c. 
2” 由 于 


Ia 


所 以 + >a,x 与 a 充分 接近 时 ,有 g(xz)<g(a); 同 理由 .g (6b)> 
0, 知 xz<65 且 z 与 5 充分 接近 时 有 g(xz)<g(5). 故 g(z) 在 端点 
a,b 处 不 取 最 小 值 .但 g(xz) 连 续 , 它 在 闭 区 间 [a ,5] 上 有 最 小 值 . 
所 以 3 &€ (a ,5b) 使 得 8(§)= ming(z). 由 Fermat 定理 ,g (6) 
=0. 证 毕 . 

例 3.2.25 设 函 数 f(z) 在 区 间 (- co,+ co) 上 二 次 可 微 , 且 
有 界 , 试 证 存在 点 zoE(-oco,+oco), 使 得 Fzo)=0.( 武 汉 大 学 ) 

证 I 车 六 (x) 变 号 , 则 由 导数 的 介 和 值 性 , 3eE (- co， 
+ %), 使 得 六 (&)=0( 下 面 证 明 , 了 不 会 不 变 号 .) 

车 了 (xz) 不 变 号 ,例如 了 (x)>0( 了 F(z)<0 类 似 可 证 ), 则 
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六 (zz) 严 用 7. 取 zo 使 F(zxo)#0, 假 如 了 (zxo)>0, 则 当 工 > zo, 并 
令 z 一 +oco 时 
FCz)=FGrzo)+ 大 (ES)(z-zo)>zi)+ 大 (zo)(z 一 AZzo) 一 +oo. 
车 了 (zo)<0, 则 当 z<<zo, 并 令 z 一 -co 时 

f(x)= f(z0) + f(x- ro)> f(r)+f (zo)(r— zo)>+%. 
与 F(z) 有 界 性 矛盾 . 

证 I 若 3a,6b(a6), 使 得 (a)= (5), 则 由 Rolle 定 
理 ,3 zo 在 a,b 之 间 , 使 得 了 (zo)=0. 现 证 明 相 反 的 情况 不 可 
能 .事实 上 , 若 Va,b,(a5), 恒 有 (a)* 了 (5), 则 由 此 易 证 
了 (zx) 严格 单调 . [因为 不 然 的 话 , 必 存在 zi < z: < zi 使 得 

f(r)<f (rz)>f(r) 或 fr)>fF (zr)<f (zr,). 

由 六 (x) 的 介 值 性 , 便 知 : 3 a€ (xz, ,zi) ,5E (x, ,zi) 使 得 f (a) 
= 了 (5). 与 前 提 矛 盾 . ] 重 复 证 I 中 后 半 部 分 , 推 知 f(z) 无 界 ,与 
题 设 矛盾 .证 毕 . 

注 证 法 工 中 是 利用 导数 的 介 值 性 ,来 证 明 产 (z) 有 零点 . 因 

为 题 中 并 未 假定 广 (xz) 连 续 . 


、Cauchy 中 值 定 理 


a. 推导 中 值 公式 | 
要 点 ”Cauchy 中 值 定理 :车 F(x),G(z) 在 [a ,5] 上 连续 ,在 
(a,5) 内 可 导 ,G'(z)*0, 则 3 &€ (a,5), 使 得 
~ F(b)- F(a)_F’'(é) 
G5)- Gla) GE): 
当 我 们 适当 选取 函数 下 (zx)、G(x), 就 可 以 得 到 新 的 中 值 公 式 . 
站 例 3.2.26 设 函 数 f(x) 在 (a ,5) 内 可 微 ,a,b>0, 且 f(a 
+0),f(b -0) 均 存在 (为 有 限 数 ) , 试 证 明了 eeE(a ,6) 使 得 
1 a bb 
a -5|F(ae+0) f(6-0) 
(四 川 师范 大 学 ) 


=f(£)- é&f (8). (1) 
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分 析 令 f(a)=f(a+0),f(5)=f(5-0), 则 了 f(z) 在 [a， 
6] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 欲 证 明 的 式 (1) 可 改写 成 


2f(5) be) f( 8) -ef'(&), 
亦 即 


要 (2) 
z I=€ 
因此 ,对 函数 F(z)= 江 劲 ,G(z)= 寺 ,在 [a,b] 上 应 用 Cauchy 


中 值 定理 即 得 . 

注 把 目标 式 作 适当 改写 ,如 式 (1) 改 写成 (2) ,是 寻找 辅助 函 
数 的 关键 步骤 . 

例 3.2.27 设 F(z) 在 (a,5) 内 二 次 可 微 ， 试用 Cauchy 中 值 
定理 证 明 :Vz,zroEl(u;p),38 在 xz 与 xu 之 间 ,使 得 


f= fr) tf ro)(z -zo)+Ff (F(z 0) (1) 
成 立 〈 此 即 展开 到 一 次 寡 的 Taylor 公式 ).. 3 
证 只 证 明 x>z 的 情况 (z<z 的 情况 闫 似 可 证 ， Z= zu0 的 
情况 显然 ) , 式 (1) 可 改写 成 
f(x)— f(xo)— fz) x- zo) 
(zx) 
为 了 证 明 (2), 只 要 令 
F(z)= f(x)- f(r) -f(xo) (zr zo), 
G(z)=3(z- zo), 
则 F(x)= f(x)-f (x0),G (rz)= xr- zo. 
注意 到 F(zxo)= G(xo)=0,F'(zo)=G (xo)=0, 两 次 应 用 
Cauchy 中 值 定理 , 则 
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=f(é). (2) 


jz) -Cao)- Ga)(z-a)_FCz) -FE(z)-F(ro) 


1 2 G(xz)—- G(xo) 
F(T- x0) 
F'(y)_F(7)-F (zx0) 
(37E(zo,z)) -FO Ge 
(3é€(z0,7)) = 如 人 = 广 (6) .证 毕 . 
将 Cauchy 中 值 公式 改写 成 


F(O) -Fa ) = 志和 全 [G( - G(a)]， 


我 们 看 到 , 若 选 取 不 同 的 函数 G, 便 可 把 F(8) - 下 (a) 表 示 成 不 
同 的 形式 .如 另 取 G,(z), 则 3 了 6,7E(a,5)，, 使 得 


F’(é) _ Ez D _ 
CLC) ~ G(a)]= [G1(b) ~ Gi(a)]. 


一 般 来 说 , 当 G(z) 采 用 > 咎 不 同 册 娄 (只 1 要 满足 Cauchy 定理 
的 条 件 ) , 便 可 得 到 含 n 个 中 值 的 n -1 个 等 式 . 

妆 例 3.2.28 设 /(z) 在 [a,6b] 上 连续 ,(a,5) 内 可 导 (0 志 a 
<5),f(a)f(5), 证 明 : 3 8,mE (a,5) 使 得 


1 (8) = On). ;i (1) 


(华中 师范 大 学 ,吉林 工业 大 学 ) 
证 (用 (5 -a) 乘 以 (1) 式 两 端 , 知 )(1) 式 等 价 于 
D0) = -0). (2) 


为 证 此 式 , 只 要 取 F(x)= f(zx)， 取 GUzj-。 和 xz 在 [a ,5] 上 分 
别 应 用 Cauchy 中 值 定理 , 则 知 


ff) = 0) -0), 
其 中 &,yE (a,65). 


交 例 3.2.29 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a ,5) 内 可 微 ,0< 
a<5. 证 明 : 在 (ae ,5) 内 存在 之 1 之 2 ,zs 使 得 
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n 
= 十 A -rrsf (x3). (1) 
(四 川 大 学 ) 
提示 (1) 式 可 改写 成 
Se 二 二 (52 一 a ) = {rb a’) = fr) ma 


x 
b. 作为 函数 与 导数 的 关系 
要 点 ”由 Cauchy 中 值 定 理 可 知 , 若 F(z),G(z) 在 某 区 间 I 
内 可 导 , 则 VY xz ,x E1,3é€ 使 得 


F(z.)- F(z) __F’(é) 
GI G0 GE (& 在 zl 与 x, 之 间 ). 


即 Cauchy 中 值 公式 给 出 了 函数 差分 比 与 导数 比 的 一 种 关系 .利用 
$ 在 zi 与 zz: 之 间 , 我 们 能 解 不 少 问题 (虽然 《在 zi \z; 之 间 什 么 
位 置 不 能 肯定 ). 
作为 一 个 典型 例子 ,我们 来 看 之 型 "Hospital 法 则 的 证 明 . 
六 例 3.2.30 设 f(z),g(z) 在 (a,b) 内 可 微 , 且 YVzE(a， 
5),g (zx)0, 当 za! 时 sg(z) 一 ,是 lim 人 (33 一 A( 有 限 


数 , 或 ce ). 则 lim =A. 


分 析 已 知 lm LE3 = A, 因 此 保持 取 < 工 < zi ,应 用 
Cauchy 中 值 定理 ,然后 令 x, 一 a' 知 函 数 差分 比 . 


(zr)-—f( 1 + 
A a 
剩 下 的 问题 在 于 根据 g (zx) 一 吕 ,(z 一 a* 时 ), 由 差分 比 
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事实 上 f(z) 可 以 改写 成 


f(x)-— f(x1) 
f(x)= gE) gt) 87 XT)- g(r1)) + f(x), 


因此 


f(z)_ f(x)-— fa (1- SE)+ f(x1) 
SCz) g(r)- g(x) (x) g(r) 


1" 车 A = 有 限 数 .由 (2) 可 得 
A -a (HSL) (1 ) 


(2) 


g(x) g(x) ~ g(x1) g (ZX 
f(z1)- Ag(z1) 
+ g(x (3) 


保持 sa<z<zi, 令 za , 则 Ye>0,3j6,>0, 使 当 a<zx<x 
<a+t+ 人 5 时 ,有 
f(r)- f(r) 
g(r)- g(r) 
再 将 zi 固定 , 令 z 继续 趋向 a' . 据 g(z) 一 co( 当 Z 一 4 时 ), 知 
386>0(S<z， 一 a), 使 得 a<xz< 时 ,有 
el | A Ae(z) e 
人 “1 < 


€ 
A < 下 . 


g(x) 2 
于 是 由 (3) 
f(z) tin g(x1) 
和 -4|<| 人 外 |) 
g(x "2+ 了 =e 。 


0 M=1, 
3 了 38>0, 当 a<z<zi<a+9 时 ， 有 


六 ) 一 f(z 
z 5 人 | - £4 >1 (zx<é<z), 


从 而 en) a) ole) g(xz1)| 守 |g(z)| -|g(zx)|— 
+ oo( 当 x 固定 令 xz->a! 时). 可 见 
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jf(z)l>+%, f(z)>™% ( 当 z 一 a+0 时 ). 
由 此 可 利用 二 中 结果 ,由 lim 多 (2 =0 得 出 lim 妖 2 = 0, 从 而 
lim =” 
注 1* 这 里 是 zx 一 a ’ 的 情况 ,zx 一 a 的 情况 以 及 x 一 + %， 
Xx 习 -0 的 情况 亦 有 类 似 的 结论 和 证 法 .由 x 一 a' ,及 za 的 
结论 ,可 知 x 一 a 时 结论 也 成 立 . 


2° 本 例 虽 称 为 之 型 的 L' Hospital 法 则 ,实际 上 对 于 
im /5 ,条 件 只 要 求 分 母 g(z) 一 oo ,并 不 一 定 要 求 分 子 F(z) 


一 co .这 一 点 与 二 型 的 L’” Hospital 法 则 不 同 . 
关于 L Hospital 法 则 的 应 用 请 见 $ 3. 
x* 例 3.2.31 设 F(z) 在 (-c,+co) 上 连续 可 导 , 且 
sup ， le 7(z)1<+oo. 


证 明 sup, ze f(a) <+ oe. 
(北京 大 学 ). 
注 、 任 意 函 数 F(z)， 条 件 sup |EFOz)1< + eco 等 价 于 


F(z) 在 (-%,+%) 上 有 界 .因此 问题 等 价 于 已 知 函 数 e-* f(z) 
有 界 ,证明 zxe-* f(z) 有 界 . 


证 因为 ze-”/(zx) 在 [1;1] 上 连续 ,所 以 在 [ -1,1] 上 有 
界 , 番 下 只 要 证 明 (1,+ co), 与 (-oo,-1) 上 有 界 . 以 (1, +eo) 为 
例 进行 证 明 ,( - oo, - 1) 的 情况 类 似 . 设 z>1 为 任意 数 . 则 


zf(zx)| DA 
x |= 到 区 
e 
过 | 2 一 | EA) + 1f()| 
ez 一 el e 
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(zf(zx)) 
二 ~ 7 


+ (1<é<z), 


(er ) T=€ 
(1) 
其 中 右 端 第 一 项 
(xzf(zx)) 1, -ew 1| -ef(é€)-f(0) 
ey 全 村 “rel+ 才 |。 本 


< 了 le 二 FI+ 本 le 


enn (0<7<é). (2) 
因 e- (xz) 有 界 ,由 (1)、(2) 知 tre” f(z) 亦 有 界 . 
多 练习 3. 


关于 函数 零 值 点 (方程 根 ) 的 存在 唯一 性 

交 3.2.1 若 F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,上 且 f(a)= (8)=0,f(a): 了 (56)> 
0, 证 明 ; 存 在 EE (a,5), 使 f(&) =0.( 哈 尔 滨 工 业 大 学 ,华中 理工 大 学 ,华中 
师范 大 学 ) . 

提示 。， 耻 在 a,5 同 号 二 在 a 右 侧 3z ,6 左 侧 3 x, ,使 得 f(x ), f(x,) 
异 号 . 

再 提示 “例如 /(a)>0, 即 tim 开本 人) >0, 则 zx，>a 且 与 a 充分 


接近 时 有 f(z1)> /f(a)=0. 这 时 了 (5)>0, 类 似 了 3 x,<5( 与 5 充分 接近 ) 
使 得 /(x2)<f(5)=0. 从 而 由 连续 介 值 性 可 得 欲 证 之 结论 . 

不 3.2.2 设 4a,b,c 为 三 个 实数 ,证明 
方程 e = ar? + bz +c 的 根 不 超过 三 个 . (浙江 大 学 ,武汉 汽车 工业 大 学 ) 

提示 “可 用 反 证 法 . 

再 提示 否则 F(zx)=e*-ar-br-~ce 零点 个 数 之 4, 反 复 使 用 Rolle 
定理 ,可 知 F"(z) = er 应 有 一 个 零点 .矛盾 ， 

3.2.3 设 F(z) 与 g(z) 在 (ab 上 可 微 ,F(z)g'(z)s 疡 (zjg(z). 证 
明 : f(x)=0 的 两 个 根 之 间 至 少 夹 g(z)=0 的 一 根 .( 上 海 交通 大 学 ) 
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提示 考虑 辅助 本 数 刀 


再 提示 “ 若 / 的 菜 二 根 z .zx: 之 间 无 g 之 零点 ， 则 对 函数 代 于 在 [z， 


zx;] 上 应 用 Rolle 定理 可 得 出 3 EE€ (zi,zz), 使 六 (SS(S) = f(£)g (§)( 艺 


盾 ). 
3.2.4 设 a:~-3b<0， oa +arz+ax+c=0 仅 有 唯一 实 根 . 


ZE(0,+oco). 


*3.2.5 设 f(x)= 


证 明 :函数 A + oo ) 中 恰 有 ? 个 零点 .( 清 华 大 学 ) 

提示 ”反复 使 用 Rolle 定理 及 例 3,2.1 之 结果 . 

证 n=1,2 的 情况 明显 ,只 需 证 明 高 阶 的 情况 . 

Fi(z)=(ersz) =e "(zx"+ nx" !),0,+ % 为 其 零点 .因而 F,(z) 
三 (e- "rx") =e "(x”"-2nzx" !+n(n 一 1)zx” ) 包 括 0 和 + co, 共 有 三 个 零 
点 0<c< + oo .如 此 递 推 下 去 , 设 -1,(zx) 三 (e 7x")* ?有 上 个 零点 0<a 
<…<c < +oo, 下 面 来 证 : 当 &A<z2z -1 时 ,已 (z) 必 有 A+1 个 不 同 的 堆 
点 0<da<d<…< 必 <r+oo. 事 实 上 ,利用 Leibniz 求 导 公式 


F(x)=(e “x" 了 各 一 > Ci(e *)* (zr" ) 


大 
= 2 (DG pe” 
=e*((—1) x tC-1) kar ttn(n-l)t+(n-k+1)z “) 
(注意 kn 一 1 时 ,n 一 之 1) 
可 见 (+ 00)=0, 当 一 之 1( 即 nn 一 1) 时 (0)=0, 据 Rolle 定理 及 
其 推广 形式 ( 例 3.2.1) ,每 两 个 F,_1 (xz) 的 零点 之 间 , 有 FE (xz) 的 一 个 零点 
记 作 4i, 故 (xz) 有 0<di<…<di-1<+% 共 +1 个 零点 .因此 k= 一 
1 时 ,共有 ?> 个 不 同 零点 (包括 0 和 + co). 再 用 一 次 Rolle 定理 及 例 3.2.1, 可 
知 
F(x)=e *((—1)"zx +(—1)" nClir 二 十 1 ) 
在 (0, + oo) 中 恰 有 ”个 不 同 的 零点 . 
*3.2.6 证 明 ee 下 


re) 


L(x)=e” 
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所 有 的 根 都 为 正 的 . 
提示 “利用 上 题 ， 
x*3.2.7 试 证 :de6pres 一 Hermite 多 项 式 


(e-”) 


H(z)=(-D)"e 旺 。 


的 所 有 根 都 是 实数 ， 
提示 “类 似 上 题 ， 


3.2.8 证 明 : 当 -2 + 2 二. 十 
n+l1 xn 


Qn-1 
2 
aox” +arz" ‘++a,=0 


在 (0,1) 内 至 少 有 一 实 根 .( 南 京 邮电 大 学 ) 
提示 “对 函数 F(x)= 上 | (ait+at++a yd 在 [0,11 上 应 用 


+a, = 二 0 时 ,方程 


Rolle 定理 . ， 
浆 3.2.9 设 函 数 f(x) 在 [a,+ %) 上 连续 , 且 xz>a 时 ,六 (z)>k>0 


(为 常数 ), 证 明 : 当 f(a)<0 时 方程 f(z)=0 在 区 间 (a,a -并 民 ) 内 有 
且 只 有 一 个 根 .( 泌 淹 大 学 ,西安 交通 大 学 ,西安 电子 科技 大 学 等 ) 


提示 在 [a,a- 从中 | 上 应 用 Lagrange 公式 知 


f(a- 江 中) 与 J(a) 异 号 . 

次 3.2.10 设 F(z) 在 (- co,+c) 上 具有 二 阶 导 数 , 且 f(x)>0， 
im (zx)=a>0, lim 了 (zx)=B<0, 又 存在 一 点 ro, 使 F(zo)<0, 试 证 
明 :方程 fz)=0 在 (-co,+oco) 上 有 且 只 有 两 个 实 根 .( 上 海 交 通 大 学 , 浙 
江 大 学 ) 

提 东 可 证 FL- oo)=F(+oo)= +oo, 从 而 由 COzo)<0 知 有 二 根 .又 
由 广 (z)>0 可 证 只 有 二 实 根 . 

再 提示 广 (+ co)>0=> 30>0, 使 六 (b)>0. 又 z>6 时 了 ez>8E> 
4 使 得 

f(x)=f(6)+ fF(é)(z~-6), 但 f(r)>0,F (zr)A, 
f(z)Ff(6) + f(r- 6+ (rr +H). 
因此 fA(+%)= +oco. 同 样 由 广 (-ce)<0 亦 可 推出 F( - co)= +oo. 
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此 外 , 产 >0 斑 严 了 ,又 因 六 -co)<0, 广 +oco)>0> 卫 唯一 点 <, 使 
<0, r<e, 

， re z=c, =>c 是 上 的 最 小 点 ,F(c) 委 F(zo)<0. 和 在 (- co,cj 
>0, xr>e 

和 [c ,+ oo) 分 别 由 + % 4 负 , 又 由 负 了 + co , 故 上 有 且 仅 有 二 实 根 . 
推导 新 的 中 值 形 式 
六 3.2.11 设 F(z) 在 [0, + oo) 内 可 微 , 且 满足 不 等 式 


2x+1 
< ln 一 一 一 一 一 ， E(0,+ oo)， 
0 委 AF(z) 一 于 VxzE 人 ) 
试 证 明 存 在 一 点 sE (0, + 吕 ), 使 得 了 (8)=。 二 -1 


28+1 ir 
(北京 大 学 ) 

提示 参考 例 3.2.8. 

交 3.2.12 设 函 数 /f(z) 在 [a,5] 连 续 , 在 (a,5) 内 可 微 , 且 f(a)<0， 
f(5)<0, 又 有 一 点 cE(a,b),f(c)>0. 证 明 :; 存 在 一 点 EE (a,5) 使 得 f(€) 
+ 广 (E) =0.( 西 北大 学 ) 

提示 (函数 ee 的 妙用 ) ”考虑 辅助 函数 
F(z)=e'f(xz), 分 别 在 [a,c] 和 [c,5] 上 二 端点 异 续 .再 用 连续 函数 介 值 性 
及 Rolle 定理 . 

3.2.13 设 fx) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 微 .证 明 ; 存 在 &€ (0， 
1), 使 得 了 (&)f(1 -8)= (8&)f (1 &).( 华 中 理工 大 学 ) 

提示 “考虑 辅助 函数 F(z)= f(x)f(1- zx). 

3.2.14 假设 函数 f(x) 和 g(z) 在 [ec,5] 上 存在 二 阶 导数 ,并 且 gr(z) 
0, f(a)= f(b5)= g(a)=g(5)=0, 试 证 

1) 在 开 区 间 (a,5) 内 g(x)*0; 


2) (a,5) 内 至 少 存在 《, 使 得 及 全 = 0 
(数学 一 ) 
提示 1) 可 用 反 证 法 ,用 Rolle 定 理 推出 & 有 零点 ,得 出 刻 盾 .2) 借助 
辅助 函数 F(z)= f(z)g’(z)- f(x)g(z). 
女 3.2.15 设 f(z) 在 [a,5] 上 非 负 且 三 阶 可 导 , 方 程 f(z) = 0, 在 (o， 
5) 内 有 两 个 不 同 实 根 ,证 明 存在 EE (a ,6), 使 Fa (s) = 0. (华中 师范 大 学 ) 
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提示 /的 二 根 之 问 有 上 三 的 零点 . 因 f 之 0, 故 的 竺 点 也 是 了 的 极 小 点 . 
根据 Fermat( 费 马 ) 定 理 ,其 上 导数 也 应 为 零 .因而 六 有 三 个 零点 .… 
六 3.2.16 (综合 试题 ) 设 f(z) 在 (0,1) 上 可 微 , 且 满 足 


7D-2|. Ad (1) 


求证 :在 (0,1) 内 至 少 有 一 点 ,使 得 (6) = 2， 


é 
(中 国人 民 大 学 ,重庆 大 学 ) 
提示 证 工 用 积分 中 值 定理 ， 
证 正 用 变动 上 限 的 积分 . 


再 提示 证 I 36€ (0, 方 ), 使 得 2[” zf(z)dz= 67(6), 于 是 式 


(1) 表 明 F(z) 二 zfF(z) 有 二 等 值 点 , 故 36E (与 ,1):F (6)= f(&)+&f(&) 
二 0. 


证 I G(xz) 二 上 (CAG)- ar))dt, 有 G(D=G( 去 )=0, 故 36e 


(0, 去 ) 使 G'(&)=f(1) -57(s)= 0, 从 而 如 证 I 36c (6 ,1): 使 得 


f(é) + Ef (€)=0. | 

3.2.17 设 f(x) 在 [a,5] 上 二 阶 可 导 , 过 点 A(a,f(a)) 与 B(b,f(65)) 
的 直线 与 曲线 y= f(z) 相交 于 C(c,f(c)), 其 中 4a<c<4b. 证 明 : 在 (a,5) 中 
至 少 存在 一 点 ,使 /(&€) =0( 华 中 师范 大 学 ). 

提示 A、B、C 三 点 共 线 ,在 [a,c],[c,5] 上 分 别 应 用 Lagrange 公式 ， 
可 知 3zizr:ae<xz<c<z<ab 使 得 广 (zi)= 了 (x;) ( 弦 AC,CB 的 
斜率 ). 

六 3.2.18 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,5) 上 二 阶 
可 微 ,并 且 f(a)= f(6), 证 明 ; 若 存在 一 点 cE (a,5), 使 得 f(c)> f(a), 则 
必 存 在 三 点 6,7,5E (a,6), 使 得 (8)>0, 了 (7)<0, 了 (5)<0.( 吉 林 大 
学 ,北京 师范 大 学 ,国防 科技 大 学 ) 

提示 因 f(c)>f(a)= f(b), 曲 线 y= f(x) 在 [a,c],[c,5] 上 , 弦 的 
斜率 异 号 .可 在 两 段 上 分 别 应 用 Lagrange 公式 . 

3.2.19 函数 f(z) 在 [0,x] 区 间 上 的 拉 格 郎 日 中 值 公式 为 

fz)-f(0)= 了 (9x)z, 其 中 0<09<1， 
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且 6 是 与 f(z) 及 x 有 关 的 量 ,对 f(x)=arctan x, 求 当 x 一 0' 时 8 的 极限 
值 .( 武 汉 大 学 ) 
提示 = arctanz . 加 
x arctan x 


家 3.2.20 设 f(z) 在 [1,2] 上 连续 ,在 (1,2) 内 可 微 . 
证 明 ; 存 在 EE€ (1,2) 使 得 f(2) -CD = 广 名 广 (全 (北京 科技 大 学 ) : 


提示 “ 妈 3 一 四 1 = 大 (7 (参看 例 3.2.26)， 
2 1 & 
3.2.21 设 x) 在 [a,51] 上 有 三 阶 导数 . 试 证 ; 必 存 在 点 EE (a,0) 使 得 
fb)= fa) tb Fa) +t) -sa (ee): (1) 
(郑州 大 学 ) 
提示 ”参看 例 3.2.27, 改 写 式 (1), 用 Cauchy 中 值 定理 . 


青 提示 “第 一 次 对 F(z)= f(z)- f(a)- 计 (xz-o)[f(z)+ 扩 (a)]， 


和 G(x)= -下 (za 在 [ae,z] 上 应 用 Cauchy 中 值 公 式 . 
F(x)_ Frz)-F(a) 
CCz) G(xz)-G(a). -2 


A 


-yay 


=- 帮 (= 攻 和 = 如 各 = 广 (86). (注意 此 处 用 到 此 西数 F(a) 
=F(a)=G(a)=G’(a)=0.) 


3.2.22 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,了 (xz) 在 (a,5) 内 存在 , 试 证 ; Vira<e 
< 68,6E€ (a,65), 使 得 


1% Fa fC2) fle) 
天 /Tar a t ts (1) 
提示 和 有 0) 区 发 
MAGE Le -p+ Io) a s+ f(s-e) 


a b)(db—- cc-a) 
后 奖 似 上 题 ,反复 利 有 Cauchy 中 值 定理 . 
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交 3.2.23 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 微 ,5>a>0, 证 明 : 
在 (a,5) 内 存在 Ti1yT29 3 ,使 得 


n 
E+ Le = rf xs). (1) 
Xl pb . 
(四 川 大 学 ) 
提示 ”参看 例 3.2.28 一 29. 
再 提示 ”将 式 (1) 改 写成 
f(8) ~ fla )= 人 2 (57 ) = = Fn -In a), 


XI3 
在 La,b] 上 ,分 别 对 f(x) 与 x ;f(x) 与 x ;f(x) 与 nz 应 用 Cauchy 中 值 定 
理 , 以 证 明 上 式 后 三 项 分 别 等 于 第 一 项 f(5) 一 f(a). 
3.2.24 设 /(x) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 a 之 0( 或 
2 委 0). 试 证 : 
1) aziy,zzyzscE(a,5), 使 得 


2 5 


f(r)=(b+a ) 一 一 一 


《南京 航空 航天 大 学 ) 
2) YaEil,2 1 3zz…zE(a,p), 使 得 


fa) (6+ oe 


= (p+ ba + a )— 


= b+tb" at..+ ba +a "1 fT) 
nz 


闪 示 “将 (1) 等 式 诸 量 同时 乘 以 (5 - a) ,改写 成 
LED- a) = Ee) = fra) (pr - az ). 

小 结 ”以 上 5 题 主要 练习 利用 Cauchy 沾 人 定理 推导 新 的 中 村 公式 

微分 中 值 定理 的 跨 活 应用 

3.2.25 设 f(z) 在 有 限 区 间 (a,5) 内 可 微 , 试 证 : i 

中 着 三 (在 (e， 5) 内 有 界 , 则 ./(z) 在 (a,6) 内 本 有 界 由 北京 师 部 


大 学 ) a 
2) 若 F(z) 在 (a， 上 &) 内 无 界 ， 则 六 (x) 在 (a， 5) 内 亦 无 界 . (时 
大 学 ) . (0 
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ey 
Sg 
a 


提示 1) 3M>0,|F(z)ISM=1F(z)| 和 lol+ MG -a). 

*3.2.26 设 了 在 [oa,b5] 中 任意 两 点 都 具有 介 值 性 :cl,czE[a,5]， 
Yr:flc)<r<f(cs),3jc 在 ci ,cs 之 间 , 使 得 f(c)=r. 而 且 ff 在 (a,5) 内 
可 导 ,| 了 (xz)| 志 k( 正 常数 )Y xE (a,65). 试 证 ;f 在 点 a 右 连 续 ( 同 理 在 5 左 
连续 ). (华东 师范 大 学 ) 

注 “用 | f(z) 一 f(a)|= | 了 (&)| |z -al" 是 不 对 的 ! 


证 Ye>0, 取 9= 基 , 则 YzrE(aae+6) 有 |7(z)-J(a)1<e. 事 实 


上 若 17(z)- Fa)1< 李 问题 自明 ,否则 由 介 值 性 条 件 必 3 了 z'E (a,z) 使 得 


ICz)- f(a)1< 亏 . 
[f(z) -fla)lEI fr)- fz) + 1f(r’)- fa) 
所 If (Or-z)|+ 方 <hr 丫 + 扩 = 
*3.2.27 设 f(z) 是 (- oo,+oco) 上 的 可 微 函 数 ， 
1) 车 lim_/(x) 存 在 且 有 限 , 问 lim 了 (xz) 是 否 必定 存在 ? (云南 大 学 ) 
2) 如 果 lim_/(zx) 与 lim_ 了 (xz) 都 存在 且 有 限 .那么 必 有 lim f(z)= 
0, 试 证 明之 . (云南 大 学 , 蛤 尔 滨 工 业 大 学 等 ) 
sin x? 
提示 | zt, 
0， 当 工 =0. 
2) 利用 Cauchy 收敛 准则 及 中 值 定理 . 
证 Ye>0 f(+%m) 存 在 >3A>0, 当 x ,x >A 时 ,| f(z)- Fa 


E 
< 本， 


了 (+ oo) 存 在 了 As >0, 当 7 ,>A 时 ,7(z 7Cz)I<， 
令 A=maxiA ,Al, 则 z>A 时 ,3 ec (z,z+1i) 使 得 - 


| 六 (6)| = [f(z+1)- f(z)l<5,6> >A2Ah,, 


故 | 广 (z)l 委 |F(z) -fF (eI+ II< 王 + 二 =e 


3.2.28 设 /z) 于 (0,1) 内 可 微 , 且 满 足 | 六 >)1<1, 求 证 :imr( 工 ) 
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存在 . (哈尔滨 工业 大 学 ) 
雪 示 |/(315) -f(T)|= rci (Fp 
一 致 ) 
六 3.2.29 设 /(z) 在 (0,+ %) 上 连续 ,在 (0, + oo) 内 可 微 ,/(0)=0, 试 证 
1) 车 广 (z) 单 调 增加 , 则 g(x) = 共 开 在 (0, + co ) 内 单调 增加 .( 同 济 大 
学 ,武汉 水 利 电力 大 学 ;成 都 科技 大 学 等) 
2) 若 了 (z) 单 调 递 碱 , 则 2 在 (0，+ co ) 内 单调 递 碱 .( 中 国 科学 院 ) 


提示 (1) g(xz)=+ [f(z)- £2- AO] Trp(z) -fF(8)]>0. 


3.2.30 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 , 且 (a,5) 内 可 微 , 若 存 在 极限 
lim 了 (x)=7, 则 有 导数 /, (a) 存 在 且 等 于 1. (北京 大 学 ,湖北 大 学 ) 

提示 f, (a)= im A Ae) - im f (8)=f (a+0)=1. 

由 此 可 见 /在 [4,5b] 上 连续 ,在 (a,5) 可 微 ,只 要 广 (a+0)、F(5-0) 存 
在 , 则 f 在 [a,5] 上 可 微 ，. 

站 3.2,31 设 FLz)= 和 “证明: 不 存在 一 个 函数 以 /为 其 导 

9 Z=10 

函数 . (中 国 科学 院 ) 

提示 若 jg 使 = 了 则 

1= f(0)=g (0)=g :(0)=g’(0+0)=0 牙 盾 . 
3.2.32 证 明 : 若 (0) 存在 (有 限 ), 则 


四 + 人 -24) po(0). (北京 师范 大 学 ) 


提示 可 对 F(x)=f(2z)-2f(0) + f(-2z),G(z)=4z? 在 [0,z] 上 
应 用 Cauchy 微分 中 值 定理 (一 次 ). 注 意 , (0) 存 在 意味 着 在 x =0 的 邻 域 里 
了 (zx) 存在 .但 题目 中 未 假定 在 x = 0 的 邻 域 里 有 二 阶 导 数 ， 因此 用 了 一 次 
Cauchy 微分 中 值 定理 之 后 ， 不 能 用 第 二 -次 . 剩 下 的 问题 可 用 导数 定义 解决 

留念 是 

兴 3.2.33 ”将 上 题 结果 推广 到 一 般 情况 , 即 若 f”(0) 存 在 (有 限 ), 则 
(n 是 自然 数 ) : 
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a(—1)°f[(n 28) 天] pon 识 
mc hy 了 (0). (北京 师范 大 学 ) 


兴 3.2:34 (Schwarz 定 理 ) 车 /(x) 在 [a,6] 上 连续 ,f(z) 的 广义 二 阶 导数 


f(xz+2h) -2f(x)+ f(x -2h) 
4h7 


fr) = lim 
存在 , 且 恒 为 零 . 试 证 : 
f(z)=ar+6 (a,b 为 常数 ). 
提示 “可 先 证 明 函 数 F(x)= f(x)-g(x)+R(z 一 a)(b -zx) 与 常数 
RR 同 号 .其 中 g(z) 是 联接 点 (a ,f(a)) 与 点 (5,f(5)) 的 一 次 函数 ,R 是 不 为 
零 的 任意 常数 . 
※3.2.35 设 f/x) 在 [a,5] 上 连续 ,f(a)<f(5), 又 设 对 一 切 zxE(a， 


6) ,lim 开 + 人 人 x 一 引 存 在 ,用 g(x) 表示 这 一 极限 值 . 试 证 :存在 cE 


(a,5), 使 得 g(c) 之 0.( 南 开 大 学 ) 
(注意 题目 未 假定 导数 存在 ) 


交 § 3.3 Taylor 公式 


本 节 主 要 讨论 带 Lagrange 余 项 与 带 Peano 余 项 的 'Taylor 公 
式 在 解 题 中 的 若干 应 用 . 

要 点 1 (Taylor 公式 ) 若 Fn (z) 在 [a;,5] 上 连续 ， 
了 "?(z) 在 (a,5) 内 存在 ， 则 Vz， zo ELa,b], 3 在 z 与 z 之 
间 ,使 得 下 式 成 立 


DD FD rd ea) 
+R(z), (1) 
其 中 'R, (x)= TD (Ge XT0)"'! 为 Lagrange 余 项 . 


车 F(z) 在 zo 处 有 n 阶 导数 "(zx )， 则 在 xz。 邻 域 内 Taylor 
公式 (1 成 立 ,其 中 
R(x)=o((z -x0)") ( 当 zr>z,) 
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为 Peano 余 项 . 

”2° 车 把 zo 看 成 定点 ， 。 看 成 动 点 ， 则 (1) 式 通过 定点 wo 处 的 
函数 值 f( xo) 及 导数 值 广 (zo),…, 产 ”(zo) 表 达 动 点 x 处 的 函 
数值 了 (xz). 当 问题 涉及 2 阶 以 上 的 导数 时 ,通常 可 考虑 用 Taylor 
公式 求解 .这 里 关键 在 于 选取 函数 f, 点 zo, 展 开 的 阶 次 ,以 及 
余 项 形式 .根据 需要 ， zo 一般 应 选 在 有 特点 的 地 方 ， 例如 使 某 
Fo(zo)=0 的 地 方 等 . 


一 、 证 明 中 值 公式 

例 3.3.1 设 f(z) 在 [a,6] 上 三 次 可 导 , 试 证 : 3 cE (a,65)， 
使 得 

FO)= + (Se) -ts -a). (1) 

证 (待定 常数 法 )? 设 为 使 下 式 成 立 的 实数 ; 

f(0) -f(a) -f(b -a)- (6 0) =0. (2) 
这 时 ,我 们 的 问题 归 为 证 明 ; 3 cE (a ,5) ,使 得 


k= 了 (c). (3) 
令 g(z)=7(z) -f(a) -了 (7)(z -a)- 放 (xz-a). (4) 
则 g(a)=g(6b)=0. 


根据 Rolle 定理 , 3 6E (a ,5), 使 得 g'(&)=0, 由 (4) 式 , 即 : 
f(€)-— f( 印 *)- f(s) 和 0) -#(€-a)’=0. (5) 


这 是 关于 A 的 方程 ,注意 到 广 (6) 在 点 4 了 《处 的 Taylor 公式: 
_ wa+E [até\(é-a) 1 1E-aT 
(6)- 


参看 例 3.2.9. 
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其 中 cE (a,65). 比 较 (5)、(6) 可 得 式 (3). 证 毕 . 
站 例 3.3.2 设 f(z) 在 [a,5] 上 有 二 阶 导 数 . 试 证 ; 3 cE€ 
(a ,5) ,使 得 . 


[frar= (6-a) fl 6-a). (1) 
(西安 电子 科技 大 学 ,西安 理工 大 学 ,东北 大 学 ) 
证 1 对 函数 F(z)= | f(z)dt 利用 上 例 结果 ,或 重复 上 例 
的 证 明 即 得 . 
证 将 函数 F(z)= | 7(z)dt 在 点 zo= 


2 人 | + 


2 处 按 Taylor 


公式 展开 , 记 = 了 <, 则 
Flzoth)=P(r) + f(z)ht Ff (zh + (eh, 


F(zo-h)=F(zo) -fro)h+tf (zh FDR’, 
其 中 E， 7E(a,b). 于 是 
[f(z)az =F(zo+h)- F(zxo—h) 


0 


= (6 f(z) + CEE (FE) + fF)). 


(2) 
注意 到 导 函 数 的 介 值 性 , 3 cE (a ,5) ,使 得 


fe) (+f (7) 
7 . 
代入 (2) 即 得 欲 证 的 式 (1). 
注 例 3.3.1 亦 可 用 此 法 证 明 . 
证 页 记 xzo= 


fz)= fr) +t f(z) (zr) tf) (zz) 
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两 端 ,同时 取 [a ,5] 上 的 积分 .注意 右 端 第 二 项 积分 为 0. 第 三 项 的 
使 得 
[rz de = (| (zzo)?dz 
= 十 f(o) (6 -a)’. 
因此 (1) 式 成 立 . | 
二 、 用 Taylor 公式 证 明 不 等 式 
六 例 3.3.3 设 f(x) 在 [a,b] 上 二 次 可 微 ,f(z)<0. 试 证 : 
Ya 和 zi<z<…<<Z 和 0, 之 0， > ,三 1, 有 
/(% kizxi ) > > 7F(Czi). 
(哈尔滨 工业 大 学 ,北京 科技 大 学 ) 
证 取 xo= 六 ARzi ,将 f(xz;) 在 z= zo 处 展开 
fz) = fz) tf (zm zo) + Ff (E(x zo) 
<f(xro) tf (ro) (zx;— zo) (i=1,2,.…,n). 
以 & 乘 此 式 两 端 ,然后 n 个 不 等 式 相 加 ,注意 3 k=1， 
> k(Zx;— zxo)= > Ai ~ xo=0, 
得 > hf(z) < f(z0)=f( kx; ). 
例 3.3.4 设 F(z) 有 二 阶 导数 ， 


f(z)SFLf zh) + f+ h)]. 0) 


试 证 六 (xz) 之 0. (北京 师范 大 学 ) 
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证 f(zth)=f(z) Ef (rh+3f (rh + oh’). 
二 式 相 加 ,并 除 以 h? ,注意 (1) ,有 
f(z)+o0(1)20. 
令 h 一 0 取 极 限 得 f(z)20. 


三 、 用 Taylor 公式 作 导 数 的 中 值 估计 

例 3.3.5 设 f(z) 二 次 可 微 ,f(0)= f(1)=0， was f(z) = 
2， 试 证 min f(T)SE— 16. 

证 因 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ， 有 最 大 、 最 小 值 . 又 因 aax f(z) 
=2,f(0) = F(1)=0, 故 最 大 值 在 (0， 1) 内 部 达到 . 所 以 了 2eE(0， 
1) 使 得 

(20) = ma fC2). 
于 是 f(x) 为 极 大 值 .由 Fermat 定理 ,有 
f (xo)=0. 
在 z= zo 处 按 Taylor 公式 展开 , 3 & ,mE (0,1) 使 得 : 


0=f(0) = f(zo) +Ff (EO xzo)2=2+ 二 三 (6)za， 
0 = CD= f(z) + D1- zo) 


=2+ 闻 f(D)(1- xo). 
因此 ， 


Dinf (rEmin{ ff (€), 大 7)1 = min 


_4 4 | 
2 (1— zxo) . 


1 .| 4 _ 四 4 
而 me [去 :时 ,min| 0 Gr|- (zy 
一 16， 
1 .|_4 _ 4 4 
z€ [0, 序 | 时 ,min 73， = ZS-16, 
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所 以 min f (x) —16. 

读者 试 证 : 若 f(z) 在 [0,1] 上 有 二 阶 导 数 ,f(0) = f(1) =0， 
Sin f(z) = 一 1, 则 max (xz) 之 8, min 了 (zx) 过 吝 

六 例 3.3.6 若 f(z) 在 [a,6b5] 上 有 二 阶 导 数 ,f (a)= (45) 
=0, 试 证 ; 了 3 EE (a ,5), 使 得 


, 4 1 
IC HG- oa) (1) 
证 I A A om es 点 展开 , 注 
意 f(a)=f(5)=0, af 1:a<g<2 了 2< 9<6 使 得 
/2)- f+ (2) 
/位 苔 )= ro 去 rep 人 与? (3) 
(3)- (2) 得 /05)-f(a) + -f(OI (6-a) 0. 


故 + DD 
其 中 . 
5 当 1f7(5)| 宇 1F(D)I 时 ， 

7 当 | 了 (8)1<I 六 (DI 时， 

证 车 f(a)=/(5) 问 题 自明 . 六 fe) fA) )> 


10) 类 似 可 证 ). 记 <= 4 


1 Ag (此 时 2[/(e Df) - 


f(a)), 由 (2) 式 可 知 
|f(5)- f(a)l= CD) -f(a)<2bf(e) 7 f(a)] 


=-f() (3). i 
. 2#5 四 


所 以 (fF (8) Fo of(6) ~ fa)l. 


mp a) 
2° 若 /cj< Za)+ 7 人 ,类 似 可 由 (3) 式 推出 


|) zl (2) -Ac)1 


4 
b—-a) 
证 页 (采用 辅助 函数 ) 设 f(a)<f(6b),c=2 


+b 
本 
1 车 /(e) 之 信人 9 计 代 扣 , 作 辅助 函数 


F(x)= f(z) -和 (za) (k=4 二) 


(只 要 证 明 3 &€ (a,b) 使 得 (8&) 之 0 即 可 ). 因 F(a)=0， 
F(O)=f(0) -4 0 2 > A =A) 


Ea). 
所 以 0SF(c) -F(a)=#F(é)(c-a) (Ea,c)).: 
故 FF(&) 之 0. 即 MAGESAGP 2 fla)l. 
2 车 fc)< 人 0) 人 的 ,可 作 
F(z)= f(z)+$(r- 0)’, 
类 似 可 证 . 


(本 题 还 可 写 出 一 些 别 的 证 法 .也 可 不 用 Taylor 公式 ) 读 者 试 
用 本 例 结果 证 明 : 若 火 车 从 起 点 到 终点 共 走 了 t 秒 钟 ,行驶 了 s 


米 ， 则 途中 必 有 一 个 时 刻 ， 其 加 速度 的 绝对 值 不 低 于 全 米 / 秒 ”. 
由、 关于 界 的 估计 


站 例 3.3.7 设 f(z) 在 [0,1] 上 有 二 阶 导 数 ,0 过 xz 志 1 时 
.246 : | 


1LFGz) 和 LA(z)1<2. 试 证 : 当 0 委 z 委 1 时 ,| 广 (z)| 委 3.( 南 
京 航空 航天 大 学 ) 
证 f(D)=f(z)+f(r)(1-z) + (8) (1- zr), 
7(0)= fa tf re) + Dz), 
所 以 
f(D- fCOO)= fr) + 2) -Dz, 


FOOTIEIFDI TAO + FI -2) 


+ 本 | 人 ze 
和 2+(1--z) +z<2+1=3. 
例 3.3.8 设 f(z) 在 [0,1] 上 具有 二 阶 连续 导数 , 且 满 足 
f(1)= fAORKIF (rz) EM(zELO, 1]). 
试 证 :对 一 切 zE [0， 吉 有 If(z)1<. (上 海 师范 大 学 ) 
提示 ”与 上 例 类 似 展开 . 


* 例 3.3.9 设 ALz)(- <z<+oo) 为 二 次 可 微 函 数 
Mi= sup,, | FoO(z)I<+oco (k=0,2). 

试 证 : Mi= sup, lf (z)i<+%, 且 | 
Mi<2M, M,. 
f(z) 表 示 f(z). (北京 大 学 ) 

证 I CA AA (8 在 xz 与 
xX+h 之 间 )， 

f(r-h)= f(zr)-— f(z)h+Ff DA (7 在 x 一 及 与 x 


之 间 )， 
- 347 . 


二 式 相 减 
fzth) -f(z-h)=2f (ht (Ee) -fn)], 


即 2 (x)h= f(z+h)- f(r-h) -Se) -fn)], 


所 以 21 f(z)1he lf(r+h) | + | f(r oh) 
tO DDEM tM 1) 

即 Mih” -2| 产 (z)| 天 +2M0 对 一 切 太 成 立 . 

故 判 别 式 [f(z)1? -2M, M,<0, 

即 | JP(z) 时 委 2MM, 对 一 切 xz 成立.。 


所 以 Mi; = Sup, If (z)I< + co , 且 Mi<2M, M,. 
证 下 (1) 式 可 改写 成 


FNM, yp30, 0) 
Mo hM, 1 ， 


时 , 当 - 和 = 人 全 取 最 小 . 令 人 = V3RXTNT ,代入 得 
[f(z)IEVIMo Mi, VrE(~ 0, +6), . 
所 以 Mi<2M, M,. 
例 3.3.10 设 函 数 A(z) 在 (- co ,+ co) 上 有 三 阶 导数 ,并 且 
帮 z) 往 (z) 在 (- co,+co) 上 有 界 .证 明 : 广 (zx) 和 六 (xz) 也 在 
(一 0,+ co) 上 有 界 . 


EAA A A 


宰 h= 1 得 f(ztD= fr) + fa) tr) + 8), 
0) 
Ne DADE) ED) 02) 
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(1)-(2) 得 f(z+1)-f(z-D=27(z) + 8 +f)]. 


所 以 21F(z)1<2Mo+ 可 Mi，VYzE(-co,+oo) 
(Mi= sup |f* (zx)|,k=0,3). 
同 理 (1) + (2) 得 
ifF(z)l<4Mo+ 
故 f(z), 了 (zx) 有 界 . 
五 、 求 无 穷 远 处 的 极限 


Taylor 公式 在 求 极限 里 有 广泛 应 用 ,在 第 一 章 讲 极限 时 已 作 
了 介绍 ,请 见 例 1.2.12. 这 里 只 作 适 当 补 充 . 

次 例 3.3.11 设 函 数 p(z) 在 [0, + co) 上 二 次 连续 可 微 ,如 
果 lim_ p(x) 存在 , 且 9 (z) 在 [0 ,+ co ) 上 有 界 . 试 证 : lim 9 (x) 
=0.( 吉 林 大 学 ,北京 理工 大 学 ) 

证 要 证 明 lim 9 (z)=0, 即 要 证 明 : Ve>0, 3A>0, 当 
ZX>A 时 |g (xz)|<e. 利 用 Taylor 公式 ,Yh>0， 


1 


本 Ms (VxrE(-%,+%)). 


pz+h)=p(z) tp (zr) ht (Eh, 


妈 g(xz)=E Lp(z+h) -g(r)] -Bg (1) 


记 A= lim p(x): 因 yp 有 界 ,所 以 3M>0, 使 得 |yg (xz)l<M 
(VY Zz 之 a). 故 由 (1) 知 


[pCa)ISE p(th) Al+IA- g(r)|) + MA. (2) 
Ve >0, 首 先 可 取 有 >0 充分 小 ,使 得 二 Mh*< 志 .然后 将 因 定 ， 
因 lim_p(z)=A, 所 以 3A>0, 当 z>A 时 
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元 (lg(z+ 人 -4I+1A-p(z)D)< 呈 ， 


从 而 由 (2) 式 即 得 lp (z)1<< 末 + 与 =e， 
* 例 3.3.12 设 f(z) 至 少 有 k 阶 导数 , 且 对 某 个 实数 a 有 
limz°f(zx)=0, B27 (e)=0, (1) 
试 证 : lim ze (zx)=0， i=0,1,2,…,k,f"(z) 表 示 f(x). 
证 根据 已 知 条件 (1)， 要 证 明 lim zx*f? (xz)=0, 只 要 把 
f(x) 写成 f(z) 与 Fo (zx) 的 线性 组 合 即 可 . 应 用 Taylor 公式 


f(r+m)= fr) +t mf (zx) +B) + 


ED 
其 中 xz<&， <rtm,m=1,2,.…,k, (2) 
这 是 关于 f(z),， (xz),… ,人 *- 5(z) 的 线性 方程 组 其 系数 行列 
式 为 


1 1 工 ,。 1 
27 | (ET 
22 24-1 
! 2 二 (=TJ 
| k2 he- 
1 和 1 (R11 
1 1 1 1 
1 2 2 24*71 
TI 27 E-1yi 1 3 3 3*-1 =1 
1 k kk? ... k*-! 


,于 中 后 一 行列 式 是 著名 的 Vandermonde 行列 式 ， 它 的 信 为 11! 
(一 1 故 从 方程 组 (2) 可 把 f(r), fF (zr),- ,f(r) 
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写成 f(z +m)(m=1,2,… ,上 ) 与 (8 )(m=1,2,…,&) 的 线 
性 组 合 .至 此 ,我 们 只 要 证 明 limzx"f(z+m)= limzA (6,)=0 
(m= 二 1,2,…, 上 k) 即 可 .事实 上 , 设 x 人 1 全 x 二 于 是 

lm zf (0) = lim (FE ) 270 


= lm (s) “lim (2) =10=0. 
、 (i=0,k) 
在 此 式 中 令 1=x+m,i=0 和 令 := &, ,i 二 上 , 则 得 
limz’f(zx+ m)= limzf"(é,)=0 
| (m=1,2,.…,k). 
证 毕 . 
六 、 中 值 点 的 极限 


x* 例 3.3.13 设 . 

1) f(z) 在 (zx。 -6,zxo+6) 内 是 n 阶 连续 可 微 函 数 ;此 处 
>0; | 

2) 当 =2,3,…,(n 一 1) 时 ,有 fA”*(zxo)=0 但 是 f(zx,) 
#0; 

3) 当 0*1h|<6 时 有 


ft fr po +h.0(h)), . (1) 


其 中 0<0(h)<1. 


证 明 :lim0(h) = A/ 工 .( 西 安 电子 科技 大 学 ) 

证 我 们 要 设法 从 (1) 式 中 解 出 6( 庆 ) .为 此 ,我 们 将 (1) 式 左 
边 的 (xo + 及) 及 右 端 的 了 (zo+ hh 9()) 在 x, 处 展开 .注意 条 
件 2), 知 30,,0,E(0,1) 使 得 
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f(z Of tA Ca) tT/ Cet 9b) 


f(xo+ OCR) = (zo) + OED pe Cao + 91901)), 
于 是 (1) 式 变 成 
h”"™!1.(0(h) 天 一 1 ， 
=f (ro) + ef (zo + Osh 
0(h)), 
从 而 . 
5 ff" (zxot 01h) 
nf (rotO hoh))’ 


因 9.,0,,0 (及)E(0,1), 利 用 A" (xz) 的 连续 性 ， 由 此 可 得 


limO(h)= Wt. 


f (zt) ThE) + te 0h) (0<0<1), 
且 Fo"*b(z)s0, 证 明 


例 3.3.14 设 


，，  1 
lm = +7: 


提示 f(zth)=f (zr) th (zr) tt f(z) 


hr”! ， 加 
TD (+oC 


n) nn 
从 而 有 of (e+) 0) hp) + oh). 


七 、 两 数 方程 中 的 应 用 


例 3.3.15 设 /(z) 在 (- co ,+ 吧 ) 内 有 连续 三 阶 导 数 , 且 满 
,252 . 


足 方程 : . 
f(zth)=f(z)+hf(zt+ 投 ),0<09<1(0 与 h 无 关 ). (1) 
试 证 : f(x) 是 一 次 或 二 次 函数 . 
证 问题 在 于 证 明 : f(x) 寺 0 或 /7(zx) 二 0. 为 此 将 (1) 式 对 
严 求 导 ,注意 6 与 hh 无关. 我 们 有 
f(r+h)=fF (zt)+ mF (r+ WM). (2) 
MW {E+ f FFE) fst 0) gp y+ 0h). 


令 h 一 0 取 极 限 ,得 
f(z)-0F(r)=07 (zr) (zr)=207 (x). 

车 0 序 , 由 此 知 /(z)==0,f (x) 为 一 次 函数 ;车 09= 二 ,2) 式 给 

出 , 

(zth)=f(z+ 译 A) + 总 Ar( + 到 

此 式 两 端 同 时 对 h 求 导 ; 减 去 了 (xz), 除 以 有 ,然后 令 二 0 或 极 

限 , 即 得 f(z) 二 0, 了 (x) 为 二 次 函 

在 一 定 条 件 下 证 明 某 函数 A 病 问 万, 拒 科 仁之 为 归 堆 
问题 .因此 上 例 实际 上 是 f、 :了 广 的 归 零 问题 . 例 3.2.18 也 是 归 零 
问题 ,下 面 让 我 们 再 看 一 例 . 

例 3.3.16 已 知 函 数 F(z) 在 区 间 (-1,1) 内 有 二 阶 导 数 ， 且 
f(0)=f (0)=0, [FCSIF D+ IF. (1) 
试 证 ; 3 9>0 ,使 得 (- 9,9) 内 f (x) 二 0. (武汉 大 学 赛 题 ) 

-证 为 了 证 明 f (xz) 在 x= 0 的 邻 域内 恒 为 零 .我 们 将 (1) 式 
右 端的 f(z), 广 (xz) 在 x=0 处 按 Taylor 公式 展开 .注意 到 f (0) - 
二 了 (0)=0. 我 们 有 - : 


EAA A 
DEFO DE FD 
MD r+ Fonz oO) 

。 2 了， 


今 限制 z€ | - 于, 于] , 则 |7(z)1+ ICz) 在 | -于 ,于 ] 上 连续 
有 界 , 3 zuE | -于 ,于 | ,使 得 | 
[FON + |f (Cz)l= max {f(a) +If (x) |=M 
IE 寺 


我 们 只 要 证 明 M =0 即 可 .事实 上 


= /z+ If Cz) i) 


十 [f(y0)zol 


<#40 Fe) + fm))) 


CFOF ET FAO TF Om) 1 + FC) 


即 0<M< 计 M. 所 以 M=0, 在 [ -二 ,二 ] 上 f(z)=0, 证 毕 . 
八 、 Taylor 展开 的 崔 一 性 问题 . 


次 例 3.3.17 设 (z) 有 连续 的 x 阶 导 下 ta 在 sa 
处 有 展开 式 : 


f(z)=aota(z— zo)+a(r— zr) + (rx)" + R(x), 


(1) 
R.(z) - | 
则 必 有 ey (k=0,1,2,.… ,1), (3) 
其 中 f°(z)=/(z). 


证 根据 Taylor 公式 ， f(z) 在 z=zxo 可 展开 成 
f(z) = eo (zx) +o((z- zo)"). (4) 
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让 (1) 式 与 (4) 式 联 立 可 得 
Deals zo) + R(x )=- (zo) + ol((z— xo)"). 


此 式 令 zzo 取 极 限 , 得 co = f(xzo). 两 边 消去 首 项 ， 再 同时 除 以 
(z xo) ,然后 令 x 一 zo 取 极 限 ,又 得 al = 了 (zo). 继 续 这 样 下 去 
则 顺 次 可 得 式 (3). 
注 1° 该 例 具有 重要 理论 意义 . 它 表明 :不论 用 何 种 途径 、 何 
种 方式 得 到 形 如 (1) 式 的 展开 式 , 只 要 余 项 满足 条 件 2) , 则 此 展开 
式 的 系数 必 是 唯一 确定 的 ,它们 是 (3) 式 给 出 的 Tayler 系数 。 
2° 该 结论 z。=0 的 情况 自然 也 成 立 . 由 此 可 知 ， 对 于 任何 多 


项 式 P(z)=ao+az+…+asz* 而 言 ， 必 有 PP 2 (到 


=0,1,2,…,n),P (rz)=P(z). 1 
六 例 3.3.18 设 P(x) 是 次 多 项 式 , 试 证 ; 


P'® (0) _ < 可 ¢ PO(z) po po 、 . 
PE -2 1) 全 TITZ PF (7)=P(z). 


. (1) 
(中 山大 学 ) 


(6 
证 I P(z)=as+aiz+…+az, 则 ao (k= 


0,1,2,…,n).. 
令 5 zz , 则 
fiV (zx)= P (z) (k= 0， ,1 ,20… 用). | 
Pp®) 0 rl 
f(x) = Pa ET Fa -Dr + (2) 
Vzro, 将 在 zz。 处 展开 ， 有 


n+1 i) 
f(x) = f(xo) 十 Se, 一 xo). 


2 
f(z)=aortal + 


nt+1 一 二 i) To 


i=0 


注意 zo 的 任意 性 ,不 妨 把 ze 改 记 为 , 移 硕 则 得 


令 &=i-1 (一 Usreoda) 术 

> (& 十 11 < 

因 frb = PO (一 Depw(z) ， a 

Te +i 

与 (2) 比 较 , 即 得 (1). 
证 于 (1) 式 两 端 均 为 n+1 次 多 项 式 ， 只 震 证 明 E+ 1) 次 


赛 的 系数 相等 即 可 (=0,1.2 站 ) 
左 端 4+ 1 次 每 的 系数 为 有 Tai。 


右 端 £+1 次 赛 的 系数 为 : 


ql- 有 + 


= (1 -Ci,i+ Ct (Dc), 
= (0 和 = 三 ， 
故 左 = 右 ,证 毕 。 
4 练 习 3.3 
Taylor 公式 及 其 应 用 
3.3.1 求 @E” 包含 ff 项 的 Taylor 展开 式 . (北京 大 学 )Kee- -11+ 
so 车 +o(z5)》 


提示 e* = > 直 z+o(z’) 中 以 2x -zx? 代入 x, 展开 括 导 (2x - 
t=0 ” 


ZX)*(k=1,2,…,5), 合 并 同类 项 . 
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交 3.3.2 设 f(x) 在 无 穷 区 间 (x。,+ co ) 上 可 微分 两 次 ,并 且 lim f(z) 
= lim f(z) 存 在 且 有 限 , 试 证 :在 区 间 (zx。, + %) 内 至 少 有 一 点 ,满足 


zx0 


了 (8)=0.( 山 东 大 学 ) 
提示 车 (x) 在 (zxo,+ oo) 内 变 号 ,由 导数 的 介 值 性 (Darboux 定理 , 例 
3.2.24), 知 38 使 让 (#)=0. 若 了 (x) 不 变 号 ( 恒 大 于 0, 或 恒 小 于 人 ), 必 导 到 
矛盾 . 
再 提示 。f(+ co) = (zu+0)- 人 25 3 ye(0,+ oo) 使 得 广 9) =0. 
车 F(z) 便 大 于 0, 则 产 严 了 ,rz > 时 ,有 (zi1)>f 了 (=0. 从 而 


fz) = HD+ f(z- ) + D(z zy 
>f(r)+fF (ri)(r- ri)>+ oo( 一 十 oo). 
与 lim_ f(z) 存 在 且 有 限 相 矛 盾 . 同 理 产 (z) 恒 小 于 0 也 不 可 能 . 
3.3.3 设 F(z) 在 [0,+ co) 上 具有 连续 二 阶 导数 ,又 设 f(0) >0, (0) 
本 芭 证 . 和 (0) 四 
<0,F(z)<0(ze [0,+ 如)). 试 证 ;在 区 间 (0， Wal 个 点 
6, 使 f(&) =0. (厦门 态 学 ) 
提示 ”利用 Taylor 公式 ,VY x >0， 3 ee (0,4) 使 
fz)= FO + FO r+ Hz. 


脱 计 


由 此 可 知 f 在 区 间 [0，- 如 全 ] 两 端点 异 号 ， 


3.3.4 设 /(z) 在 re 的 邻 域 里 存在 四 阶 导数 ,是 | Jo (zx)| 之 M. 试 证 : 
对 于 此 邻 域 异 于 ze 的 任何 zx 均 有 
PCz)- f(z) 2f(zxo)+ f(x’) 


AM 
(x— x0) < 可 


5(T— x0), 


其 中 z 与 x 关于 zo 对 称 . 
提示 “利用 Taylor 公式 ,将 f(x) 与 f(z 人) 在 z。 处 民 开 开办， 余 项 
利用 Lagrange 形式 ,然后 代入 待 证 不 等 式 左边 .注意 :由 于 z' 与 % 江 于 zx 对 
称 ,会 (z ~ zo ) 的 项 及 (z' re z ) 的 项 相互 抵消 , 同 理 三 次 项 也 补报 消 « 的 
3.3.5 设 (1) f(x)、f(z) 在 [a,5] 上 连续 ;(2) 六 (x) 在 (a， b 澳 存在 ; 
(3) f(a)=/(6)=0;(4) 在 (a,5) 内 存在 点 c, 使 f(c)>0. 求 证 ;在 (a， 贸 
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ey 
Bh 
a 


存在 6, 使 7($)<0.( 四 川 联合 大 学 ) 
提示 由 条 件 (3)、(4) 知 最 大 值 必 在 (a,5) 内, 设 为 ro， 
则 (xo) =0(Fermat 定理 ), f(xo)>0. 


再 提示 “由 /= f(zxo)+ 人 外 (bp- zo ,8E(z0,6), 即 得 (8)<0. 


丰 3.3.6 设 所 xz) 在 [0,1] 上 二 阶 可 导 , f(0)=f(1)=0, min f(x)= 
一 二 求证 :max 了 (xz) 之 8. (华中 师范 大 学 ,湖南 大 学 ,北京 师范 大 学 ) 


提示 参考 例 3.3.5. 
3.3.7 设 函数 f(z) 在 区 间 [0,1] 上 有 二 阶 导 数 , 且 当 0 志 zx 志 1 时 , 恒 


有 | f(x)l 所 a,| 了 F(x)| 志 5. 证 明 : 当 0<zx<l 时 ,1 f(z)|<2a + 去 .( 数 学 
一 ) 

提示 ”参考 例 3.3.7. 

六 3.3.8 设 f(z) 在 [0,1] 上 二 次 可 微 ， [f(a <MGO<2<D, M> 


0.f(0)=/(1)=f/( 方 )=0. 证 明 :| 了 (zx)|< 鞋 (0<z<1).( 华 中 理工 大 学 ) 
注 与 例 3.3.8 比较 ,由 于 增加 了 f( 元 ) =0 的 条 件 ,结论 里 的 | (z)| 
< 学 ,改进 为 1 六 (z)1< 兰 
提示 “可 分 别 在 [0, 却 ],[ 亏 ,1] 上 应 用 例 3.3.7 的 证 法 . 


再 提示 设 zcfr0, 工 ]. 则 


0= (0)= f(x) + f(z)(0-#) + D0- 2), (D) 
9- 7( 序 )= f(z)+f(z)( 才 -xz)+ 人 2( 寺 -zy (2) 


(2)-(D 得 12)1=1F(D( 寺 -x7 -f(z 
EMC ey +EMGS -+a <¥. 


类 似 可 证 zE[ 直 ,1] 的 情况 . 
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*3.3.9 设 函 数 /(x),g(x),p(z) 有 连续 二 阶 导数 , 试 求 
f(z) g(xz) plzx) 
im 襄 f(rzt+h) g(r+h) plx+h) 
f(z+2h) g(r+2h) p(xr+2h) 
(华中 师范 大 学 ) | 


提示 f(x+h)= f(z)+ fF (rx)ht+ 
(2) (名 )4 12 记 作 


ED E+ fh+t fk, 


f(z+2h)= f(x)+f (x)2h+ Bf fo2h 广电， 
对 .有 奖 似 展开 ,代入 原 行列 式 ,化 入, 提取 公 因 于 利用 条 法 分 本 律 浊 行 
分 解 .将 极限 符号 引入 行列 式 内 . 
再 提示 ”将 原 式 里 的 行列 式 记 为 电 , 则 
fo ga po ， 
H=| fotfiht+foh’ gotgihtgh’ pot+phtph’ |, 
fotfi2hpt+ fh gotpgi2ht+ gh pot pi2h+ pah’ 
在 第 二 行 里 分 别 减 去 第 一 行 的 对 应 元 素 ,第 三 行 也 如 此 .然后 提取 公 因 数 .得 
fo go po 
H=R | f+fh gitgh prtp2h 
2f1+fsh 2g1tgsh 2p1+ psh 


fo go po fo go po fo go po 
(分 解 )=2h3 | 上 fg 加 | + 有 | 六 g: 四 |] + 天 fa 8 pz|, 


fi gr: pb f3 gs3 ps fs g3 pbs 
(为 零 的 一 项 未 写 出 ) 
注意 这 里 户 = 于 太 (6) 一 至 广 (z) ( 当 h 一 0 时 )( 各 介 于 z 与 z+ 之 
间 )， 
户 = 子 广 (5)-27(z) ( 当 hr0 时 )(&, 在 xz 与 z+24h 之 间 ). 
同 理 8, 一 廊 8"(z) ,gr28 "(2), pap (2) ,py 2p (2) (hn0 时) [8g 


p; 的 中 间 点 应 记 作 5 ,7 (i=1,2) 以 区 别 于 & (i=1,2)]. 
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f(x) g(xz) p(xz) 
f(z) g(x) p(x)|. 
f(x) g(x) p(xz) 


女 3.3.10 着 要 x 一 0 时 人 二 作为 可 能 六 的 无 小节 ， 问 数 


a.b 应 取 什么 值 ? 用 zz 的 敌 函 数 写 出 此 时 的 等 价 无 穷 小 . 
提示 用 Taylor 公式 展开 到 x? 次 项 . 


e” ~ +o(x’), 


四 
原 式 -a 击 H 


l+ar_1l+6brt+(a—b)zx 
1+6r 1+ hr 


=1+(a-b)z( (hr) + ox’)) - . 


=1+(a~b) > (— 1)*Bzt'! + o(z?), 


z_l1+axr 


科 妈 =[1-(a-5b)]z+[ 寺 +(a-5)6b]zx?+( 吉 ob?+6)z! 


e 
+o(x’). 


令 工 的 一 二 次 项 系数 为 零 , 解 得 a 地 ,6 -于 .此 时 


rz _ 1+ar_ _1 .1 ;| hE 
e -Tr GB” +o(z’) 37 ( 当 x 一 0 时 ). 


留念 题 


内 3.3.11 设 F(z) 在 闭 区 间 [a,b] 上 二 次 可 微 , 广 ( 4 了 2) = 0. 
1) 试 证 存在 E (a ,5) ,使 得 
HI>r 7(O)- f(a)l; 

说 明 常数 4 是 最 好 的 ( 即 对 任何 M>4, 总 可 找 一 具体 的 [4,65]， 有 其 上 六 条 
件 的 f(z), 使 对 一 切 se (a5), 者 有 11< 志 总 17(6) -70)1)， 

2) 如 果 再 设 /(z) 拟 常数 , 试 证 存在 JE (a,b) ,使 

LACDI>T 17C0) -f(a)1.( 南 开 大 学 ) 
. 260 : 


§ 3.4 不 等 式 与 凸 函 数 


不等式 是 数学 分 析 中 经 常 遇 到 而 又 比较 困难 的 问题 之 一 .本 
节 我 们 将 用 微分 方法 讨论 不 等 式 ,以 及 与 不 等 式 密 切 相 关 的 凸 函 
数 问题 . 在 积分 学 里 ,我 们 将 重新 回 到 这 些 问 题 上 来 . 请 参看 
S4.3,，$4.4. 


净 一 、 不 等 式 
a. 利用 单调 性 证 明 不 等 式 
要 点 车 了 (zx) 之 0( 或 (xz)>0), 则 zi<x 时 ,有 f(z1) 


委 F(zz)( 或 (zi)<Czz)). 由 此 可 获得 不 等 式 . 


、 lat+56| lal 121 
.4. 日 二 - 
例 3.4.1 证 明 1+TaT 6 二 SIFTaT+ TFToT 


1 x 


、 > _ 7 ) 一 
证 记 7zD) 了) 
/7. 
于 是 由 |a +65| 志 |al+ |65| 知 
la+5b| lal+tlel _ lal 十 15| 
li+ja+pol 1i+[aT+ToT T+lal+16T IfrTar+Te 
< 之 |al 十 |81 
i+Tal 1+T5T 


b. 利用 微分 中 值 定理 证 明 不 等 式 
要 点 1 若 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (4,5) 内 可 学 , 则 
f(z)= f(a)+f (€)(xr-a)(E€E(a,6)). 
故 当 f(a)=0,(a,5) 内 了 (x)>0 时 ,有 
f(z)>0 (VzE(a,p]). 
2* 在 上 述 条 件 下 ,有 


全 Ae) -py(8), 其 中 a<é<b. 
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因此 ,车 广 A 时 ,有 
f(6)— Fa). 
以 上 原理 ,在 证 明 不 等 式 时 经 常 采 用 ， 
六 例 3.4.2 1) 证 明 :0<z<1 时 ,有 
z -TL<2Inz. 


,2) 设 f(z) 在 (0, + oo) 上 单调 下 降 , 可 微 ,如 果 当 z E (0， 
+ 0) 时 ,0 之 f(z)<1f(z)| 成 立 , 则 当 0<zxz<1l 时 , 必 有 


zf/(z)> 二 /|( 主 ). (北京 大 学 ) 
3) 证 明 : 当 s>0 时 ， 


2 tt . 


(武汉 理工 大 学 ) 
证 1) 只 需 证 明 1(z)=z- 二 -2Inz<0， 事实 上 ， /0 


0 raD=1 二 = 2 >0， 因 0<x<1 时 , f(z)<0. 


注 从 证 明 看 到 ,该 该 不 等 式 对 于 xz >1, 有 f(xz)>0 成 立 . 若 
令 z=Yt, 以 上 二 不 等 式 还 可 统一 写成 


Int:-1 y 
这 曾 是 一 道 国外 赛 题 。 
2) 目标 在 于 证 明 (0,1) 内 
f(2) 
FT < 或 < =2lnz . 
事实 上 , 因 /NN,F<0; 有 f(zx)=--|f(zx)|. 
7 二) 
In ET =Inf(L)- AE )， 
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_2_(x 
Xz 


(二 ) 


注意 到 0< /(z)<1F(z)1= - 太 z), 拓 呈 < -1 二-z>0 


( 当 0< z<1 时 ), 再 利用 (1) 题 结果 知 上 式 <z- 革 <2in x. 证 
毕 . z 
另 证 由 0<F<1F= -f ,F< -1,- (In f)'>1, 知 


- r (Inf(1))’dt> 『 dt. 


即 ln A >1-7r>-2nz=Inr. 
7 二 ) ™ 

从 而 友和 > xz , 即 xf(z)> 荆 F( 革 )， 
ni)” . | 


3) 在 [&,k+1] 上 对 函数 f(x) 三 x'*! 应 用 Lagrange 公式 
(k+1) -k=(s+1)8, 
其 中 <E<k+1, 从 而 <E<(kR+1)’: (k=0,1,2,.…). 


由 此 天 < 人 证 1 人 <(+1D (k=0,1,2,), (1) 
其 中 左边 的 不 等 式 里 , 邻 =0,1,… ,n,n+1 个 不 等 式 相 加 即 得 
ee (2) 


s+1 
(1) 式 中 右边 不 等 式 里 , 令 =0,1,…,n 一 1,n 个 不 等 式 相 加 即 
得 
< Dt) = Dk (3) 
联结 (2) (3) 两 式 即 为 所 求 . 
c. 利用 Taylor 公式 证 明 不 等 式 
要 点 若 f(z) 在 [a,5] 上 有 连续 ” 阶 导数 , 且 f(a)= 
f(a)=.…= onD(e)=0,Fo(z)>0 ( 当 xzE(a,5) 时 ). 则 
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AD= 记 (ear>0 ( 当 ze(a,6] 时 )， 
利用 此 原理 ,可 以 证 明 一 些 不 等 式 ， 
妆 例 3.4.3 求证 < 工 > 


(o, 和) (上 尖 师 和 大 


学 ). 四 由 
证 原 式 等 价 于 f(x) 寺 sin r'tan tx- xz>0. 因 (0)= 
f(0)=f(0)=0. 


f(r)=sin xr(Ssec x ~1)+bsin zsec x >0, 
故 F(z)>0 ( 当 ze (。, 玛 ) ). 厌 式 获 十. 


练习 ”试用 此 证 法 证 明 下 章 例 4.3.19 中 的 两 个 不 等 式 . 
d. 用 求 极 值 的 方法 证 明 不 等 式 
要 点 ”要 证 明 f(z) 之 g(x), 只 要 求 函 数 
.F(z)=f(r)- g(x) 
的 极 值 ,证明 min F(x) 宇 0. 
这 是 证 明 不 等 式 的 基本 方法 . 
例 3.4.4 设 a>in2-1 为 任 一 常数 , 试 证 : 
XxX:~-2ar+1<er ( 当 7>0 时 ). 
证 . 问题 是 证 明 
f(x)=e’ - x:+2ax ~1>0 (3 zx>0 时 ). 
因 /(0) =0, 所 以 只 要 证 明 | 
f(rz)=e -2r+2a>0 ( 当 z>0 时 ); 


或 min (z)>0. 
令 f(r)=e"22=0, 
得 唯一 稳定 点 zx=In2. ， 
当 z<in2 时， fx) 
当 z>inz 时 ， f(z) >0. 
所 以 minf’ (x)= (ln 2) = 2 2m2+2a 
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=2(1-in2)+2a>0. 
证 毕 . 
六 例 3.4.5 设 ”为 自然 数 , 试 证 ; 
ei) < (i), 


吉林 工业 大 学 ) 
证 原 式 等 价 于 1- (1 二 ) < 入 . 
故 只 要 证 明 
f(D=5 -|1- (1- ) * |>0 (zt 达 n 时 ) 


-站 


故 用 8 表示 方程 。 2-e 人 1- 二 -0 (1) 


nn. 


的 根 . 则 极 值 的 可 疑点 为 :=0,t=, 及 :=n. 但 f(0) =0， 
/0-$-[1- (1-#)e] 
= 生 -[1-2(1- 专 )] (四 式 (D) 


= (1 过) + 每 (nD>0， 
f(n)=n 10,f(~-%)=+o%. 

由 此 信之 minf(1)= f(0)=0 (z 声 n 时 ). 间 题 证 毕 . 

e. 利用 单调 极限 证 明 不 等 式 

要 点 、 若 z<6 时 ,f(x)7( 或 严 7), 且 zxb-0 时 f(x) 一 A 
[以 上 条 件 今后 简 记 作 ALz)AA( 或 Fz) 严 mA), 当 z>5-0 时 ] 
则 f(z) 达 A ( 当 x<b 时 ) 
[或 f(x)<A ( 当 z<b 时 )]. 
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对 于 递减 或 严格 递减 ,也 有 类 似 结论 . 利用 这 一 原理 可 以 证 明 一 些 


不 等 式 . 
例 3.4.6 证 明 :z>0, 扫 工时 
_ tf \"、, 
-(1- 去 | 之 0. 
(吉林 工业 大 学 ) 


证 当 : 上 =0 或 上 =z 时 ,不 等 式 自明 .只 须 证 明 >z>0,z<z， 
:二 0 的 情况 .为 此 ,只 须 证 明 z+ oo 时 ,7(z) 王 (1 去] er 


即 可 .事实 上 : 
1 当 z>0,t*0,t<z 时 ， 


aor [mn (1) ] = [m1-£)] 
=In(z-t) -In rt 


(应 用 Lagrange 公式 ) 
一 让 (a ee 
当 上 <0 时 ,0<z<E<z 一 上 上 . 


2 (1 二) [人 
故 z7+oo 时 ,(1- 三 ) me 证 毕 ， 


交 例 3.4.7 证 明 : 集 合 A 三 {a 
有 最 小 值 ,并 求 最 小 值 . (北京 师范 大 学 ) 
证 1 不 等 式 (1+ 二 ) “> 等 价 于 (z+ an{1+ 二 ) >1， 


亦 即 a>— 1 -zr(Yyzr>0). 


In(1+ 三 ) 
并 


,人 (1+ 二 | >e 
人 
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所 以 a€ A, 等 价 于 a 为 /(z) 三 -一 了 -zx (z>0) 的 上 界 . 按 
确 界 的 定义 , 即 

| min A=supf(z). 

2" 由 例 3.4.2 可 知 


n 


1 1 
f(r)= : (1+) zr) 1>0; 


所 以 f(x) 太 7 ， 
supf (x)= lim f(x). 


总 之 ,A 有 最 小 值 ,min A = 于 . 


二 、 凸 函数 


凸 函 数 是 一 重要 的 概念 . 它 在 许多 学 科 里 有 着 重要 的 应 用 .在 
研究 生 人 学 试题 中 ,也 时 有 涉及 .考虑 目前 多 数 教 本 的 情况 ,本 段 
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拟 对 凸 函 数 最 基本 的 内 容 作 一 概述 .主要 包括 : 凸 函 数 几 种 不 同 的 
定义 及 它们 的 关系 ; 凸 函数 各 种 等 价 描述 . 
a. 凸 函 数 的 几 种 定义 以 及 它们 的 关系 
. 上 屿 函数 有 几 种 不 同 的 定义 : 
` 次 定义 1 设 F(z) 在 区 间 I 上 有 定义 , f(z) 在 工 上 称 为 是 
凸 函 数 , 当 且 仅 当 :Yzi,zET,YAE(0,1), 有 | 
fAzit (1 -A)zr)EAf(r) + (1 -A)f(z,). (A) 
若 (A) 式 中 到" 改 成 "<”, 则 是 严格 凸 函数 的 定义 . 若 “ 委 " 改 成 
“>>" 或 ">”, 则 分 别 是 上 函数 与 严格 科 函 数 的 定义 .由 于 上 西 与 四 是 
对 偶 的 概念 .对 一 个 有 什么 结论 ,对 另 一 个 亦 有 相应 结论 .今后 ,只 
对 凸 函 数 进 行 论述 . 
几何 意义 设 zi<x;, 因 为 A+E(0,1), 所 以 
XAr1 t+ (1 -A)zr <Arrt+ (1 -A)r, = x. 
同 理 可 证 x> zi .因此 rzE(zi,z). 且 当 ) 从 0 连续 变化 到 1 时 ,z 
也 从 zz 连续 变化 到 xz .我 们 联结 曲线 y= f(x)(zE1T) 上 两 点 
A(zi,f(z1)),B(z,, f(x,)), 
作 强 AB( 如 图 3.4.1). 则 AB 的 方程 为 
— f(x,) 工 一 并 


y 
fr) flra) xi- za 
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.将 此 式 的 比值 记 为 4, 则 可 得 AB 的 参数 方程 : 
y=Af(zi) + (1 -A)f(z,), 
Pe 
这 表明 ,在 点 z= Xzxi + (1 一 4)z, 处 , 弦 4B 的 高 度 为 y= 4f(z1)+ 
(1 一 4)f(x;). 可 见 , 不 等 式 (A) 说 明 在 (zi ,xz,) 内 每 点 z 处 ,曲线 
y= 二 了 f(z) 的 高 度 不 超过 弦 AB 的 高 度 . 换 句 话说 ,曲线 在 弦 AB 以 
下 .对 曲线 上 任意 两 点 A,B 都 是 如 此 .因此 , 凸 函 数 意 味 着 函数 
图 形 向 下 凸 . 
现代 数学 多 数 采用 这 种 定义 .本 书 也 一 律 采用 此 定义 . 除 此 定 
义 之 外 ,还 有 其 他 形式 的 定义 . 
定义 2 f(z) 在 区 间 I 上 有 定义 . f(x) 称 为 1 上 的 凸 函数 ， 
当 且 仅 当 :V x ,x,E1, 有 
A (B) 
(B) 式 中 “ 委 " 改 为 “< " 便 是 严格 凸 的 定义 . 
定义 3 jz) 在 区 间 工 上 有 定义 , fF(z) 称 为 是 凸 函 数 , 当 且 
仅 当 Vzxi,x,,…,x, E11, 有 
/2 a) Df) 


n 
(C) 式 中 “所 ” 改 为 “<” 便 是 严格 凸 的 定义 . 

定义 4 f(z) 在 区间 1 上 有 定义 , 当 且 仅 当 曲线 y= f(z) 的 
切线 恒 保持 在 曲线 以 下 , 则 称 F(z) 为 凸 函 数 . 若 除 切 点 之 外 , 切 
线 严 格 保持 在 曲线 的 下 方 , 则 称 F(z ) 为 严格 凸 的 . 

下 面 我 们 将 要 证 明定 义 2、3 是 等 价 的 . 当 F(z) 连 续 时 定义 
1,2,3 等 价 , 当 f(x) 处 处 可 导 时 ,定义 1,2,3,4 都 等 价 ( 见 定理 4 
的 推论 1). 

定理 1 定义 2 与 定义 3 等 价 . 

注 定义 3 演 定 义 2 明显 .只 要 证 明 : 定 义 2=> 定 义 3. 应 用 通 
常 的 数学 归纳 法 ,有 一 定 的 困难 .这 里 采用 反 向 归纳 法 ,其 要 点 是 ， 
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(C) 


(1) 证 明 命题 对 于 自然 数 的 某 个 子 序列 成 立 ( 本 定理 证 明 式 (C) 对 
于 n=2*(k=1,2,…) 篆 成 立 ); (2) 证 明 命 题 当 n=k+1 成 立 
时 ,必然 对 n = 上 成立. 

证 1° 由 式 (B) 知 式 (C) 当 n=2 时 成 立 . 现 证 n=4 时 式 (C) 
成 立 .事实 上 ,VY zi ,zx ,zx3,XsE€1, 由 式 (B) ,我们 有 


Tit TX | TL3t x4 


2 2 
2 


= 


/2 


ZX1+ ZX2 Xi1+ zx, 


A 站) 


<L fr Yt fAz) 


此 即 式 (C) 对 n =4 成立. 一般 来 说 ,对 任 一 自然 数 , 重 复 上 面 方 
法 ,应 用 (B) 式 上 次, 可知 | 
/人 (三 + > + zat )<A 人 


2 
这 说 明 式 (C) 对 一 切 n =2* 丝 成 立 . 
2" [证 明 式 (C) 对 n= 训 +1 成 立时 , 必 对 n= 上 也 成 立 ] 记 


1 十 2 十 十 


A= ; 则 zi 十 ;十 … 十 ,二 有 4 ,所 以 ， 
_Zzit+z2t+.…+z.+A 
A= | 4 . 
因 式 (C) 对 n=k+1 成 立 , 故 
_ 1 十 Z2 十 十 了 十 有 
1(4)=/ 有 了 TI ) 
Hr) +t f(r) t+ f(z) + f(A) 
和 E+1 : 


不 等 式 两 边 同 乘 以 +1, 减 去 F(A) ,最 后 除 以 有 .注意 


_ ZX1t+ x+ +x 
A 天 ， 
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我 们 得 到 
二 (zi)+ f(r) t+ f(z) 
/f(t ta fe A -7 | 


此 式 表 示 式 (C) 对 n = 上 成立 .证 毕 . 
定理 2 若 f(z) 连 续 , 则 定义 1,2,3 等 价 . 


证 1 (定义 1> 定 义 2,3) 在 定义 1 中 令 X= 却 , 则 由 式 (A) 
得 
27)= /fart (1 zs) + (1 F(z,) 


EA La A (Vzi,z2E1). 


此 式 表明 (B) 式 成 立 .所 以 定义 1 蕴涵 定义 2. 而 定义 2、3 等 价 , 故 
定义 1 也 蕴涵 定义 3. | 

2" (定义 2,3 入 定义 1). 设 zi,x;€E1 为 任意 两 点 ,为 了 证 明 
式 (A) 对 于 任意 实数 ME (0,1) 成 立 .我 们 先 来 证 明 ; 式 (A) 当 4 为 


有 理 数 X4= 下 E (0,1)(m<n 为 自然 数 ) 时 成 立 .事实 上 : 


flari+ (1- 2)z2]=f| 2 + (1- 吾 ]zs] 
mzit+(n-— sg 


=/| 


zz 个 #- 邓 个 
= 
n 


m 个 nm 个 


人 ~ 
二 KZ 十 一 + f(r) + f(r) + + f(r,) 


n 


_ mf(z)+(n- m)f(z,) 


n 


=Af(z1)+(1—A)f(z,). 
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4 为 有 理 数 的 情况 获 证 ， 
”着 4€(0,1) 为 无 理 数 , 则 了 有 理 数 4, € (0,1)(n=1,2,…) 
使 得 ,一 1( 当 ”co 时 ) 从 而 由 f(x) 的 连续 性 ， 
flari+ (1—-A)zx,] = 了 ilim[Avri t+ (1—X,)zx,]i 
= limflazci + (1— A,)zr2]. 
对 于 有 理 数 %, € (0,1) ,上面 已 证 明 有 
flaszit (1 aA) zr EA fr) + (1 ~ 2,)f(z,). 
此 式 中 令 ”一 co 取 极 限 ,联系 上 式 , 有 
FL[aAzi+(L-A)z<axf(Gz)t+t(1-A)FCzs)， 
即 (A) 式 对 任意 无 理 数 4E (0,1) 也 成 立 .这 就 证 明了 定义 2.3 草 
涵 定 义 1. 
注 上 述 证 明 里 看 到 从 定义 1> 定 义 2.3 无 需 连 续 性 ,定义 
2 .3 定义 1 才 需 要 连续 性 .可 见 定义 1 强 于 定义 2.3. 
b. 凸 函数 的 等 价 描述 
定理 3 如 图 3.4.2, 设 f(z) 在 区 间 了 上 有 定义 , 则 以 下 条 件 
等 价 ( 其 中 各 不 等 式 要 求 对 任意 zl ,zz ,ziET,zi<z， < zs 保持 
成 立 ) : 


图 3.4.2 


i) fz) 在 1 上 为 凸 函 数 ; 
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EAS f(z ) f(T) f/x), 


2 Xi X3— Xi 


iii) f(z3)— f(x ) f(z)— f(z2), 


) 人 f(x1) 一 <f(r3) f(z2), 
2 一 Ti . 3 一 


v) 曲线 上 大 A(zi,f(z1)),B(z,, f(x,)), 
C(xz;,f(zx;)) 所 围 的 有 向 面积 
1 x: (zi) 
F311 xz: f(x2)|>0. 
1 xz; f(z;) 
(对 于 严格 凸 函 数 , 有 类 似 结论 ,只 要 将 “ 委 " 改 为 “< " 即 可 .) 
证 1 (证 明 i) 与 这 等 价 ). 对 工 中 任意 zl< zs ,根据 凸 函 数 
定义 ,条 件 i) 等 价 于 
flAari+ (1—A)zr3 Jer) + (1 -A)f(z,). (1) 
另 一 方面 ,将 条 件 ii) 中 的 不 等 式 乘 以 (zx, - zi) , 移 项 变形 ,可知 它 
等 价 于 


f(x)< f(z ) + f(z). (2) 
可 见 ， VY zsE (zi, x3), 令 4= 二 ra, 则 ， 
_ 一 YY3 TX2 加 Xi 站 3 一 泡 ) _ 
(1—2) zz st Da 


从 而 由 (1) 可 推 到 (2). 反 之 , VY AE (0,1), 若 令 
X23 = Arx3t+ (1~— A)zx, 
则 = 了 二， 
TXT3™ Xi 
从 而 可 由 (2) 推 得 (1). 故 i) 与 二 ) 等 价 . 
2 类似 可 证 证) ,iv) 与 i) 等 价 . 
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3" (证 明 ii) 与 v) 等 价 ) 将 ii) 中 的 不 等 式 乘 以 (zz 一 
zi)(zs -zi) 并 移 项 ,可 知 让 中 不 等 式 等 价 于 
(zs -xza)FCz)+(z 一 zs)Fz)+(z 一 Zr)FCzs) 之 0， 
此 即 
1 zi f(z1) 
1 za f(x;) 宇 0 
1 xz f(x;) 
推论 1 若 f(z) 在 区 间 了 上 为 凸 函数 , 则 I 上 任意 三 点 zx << 
Z2< Zi 有 
Fz) fz) fr) fr) f(r) Flr) 
” X22 XI X37 Xl TXT3 XTX2 
(清华 大 学 ) 
注 “对 曲线 y=.f(z) 上 任意 一 吾 AB ,车 用 ke 表示 芝 AB 的 
斜率 ,那么 此 不 等 式 的 几何 意义 即 为 (如 图 3.4.2) 
kp kac kpc. . 
推论 2 车 f(x) 为 区 间 I 上 的 凸 函 数 , 则 VY zoET, 过 zv 的 
， 续 的 斜率 


f(xz)- GOzo) 


k(x)= TT Xo 


是 z 的 增 函 数 ( 若 f 为 严格 唔 的 , 则 &(z) 严 二 ). 
推论 3 若 /(z) 是 区 间 工 上 的 凸 函数 , 则 工 上 任意 四 点 <:t 
<u<v 有 


f(z)— f(s) fF(v)-— f(u) 


ft—s 了 一 下 
(车 7 为 严格 凸 的 , 则 *“ 委 "可 改 为 “<<”). 
推论 4 若 FA(z) 是 区 间 工 上 的 上 四 函数 , 则 对 了 的 任 一 内 点 z， 
单 侧 导 数 广 (z), 广 (z) 缘 存在 ,和 皆 为 增 函 数 , 且 
ff- (x)ef (rz) (VzET'). 
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这 里 了 "表示 了 的 全 体内 点 组 成 之 集合 (车 广 为 严 格 凸 的 , 则 
(x) 与 f(x) 为 严格 递增 的 ). 

证 因为 内 点 , 故 3 x ,zs;E1, 使 得 zi 之 x 之 zx,. 从 而 ( 利 
用 推论 2) : 
fz) fr) fr) fz) 


X11 一 工 X21 一 工 
再 由 推论 2 所 述 , 当 z; 时， 
fr) 一 及 2) 了 
立 ] 一 并 
故 由 单调 有 界 原理 知 如 下 极限 存在 , 且 
三 (= lm EHDA A 


了 


1 


同 理 , 在 此 式 中 , 令 ON 可 知 记 (Zz) 存在 , 且 
fF (rf (zr). 

最 后 由 推论 3 中 的 不 等 式 里 取 相 应 的 极限 可 知 所 (z) 与 7 《z) 
敬 为 增 函 数 . 

推论 5 若 F(z) 在 区 间 工 上 为 凸 的 , 则 f 在 任 一 内 点 zET* 
上 连续 . 

事实 上 由 推论 4 知 f(z), f(z) 存 在 ， 所 以 在 z 处 左 、 右 
都 连续 . 

注 将 本 函数 在 区 间 端 点 的 值 收 成 较 大 的 值 时 仍 能 保持 其 
凸 性 .因此 推论 4、5 的 结论 对 于 区 间 的 端点 ,一般 不 成 立 . 

定理 4 设 函 数 f(z) 在 区 间 I 上 有 定义 , 则 了 ( 工 ) 为 同 函 数 
的 充 要 条 件 是 : Y xo ET, 3 实数 a, 使 得 YrE1I 有 

| f(x)a(x ~ zo) + f(ro). 
(必要 性 ,中 国 科 技 大 学 ) . 

证 1° (必要 性 ) 因 F(z) 为 凸 函数 ， 由 上 面 刚 得 的 推论 4， 
知 YV zxoET', 了 (zx) 存在, 且 
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f(r) fas) mr (zo ). 


rT Xo 
由 此 , 任 取 一 a 之/ (zo), 则 zxz<xo 时 有 
f(r)a(x ~ rx0) + f(xo). 
同 理 , 当 取 a 碌 f (zo) 时 , 则 xz> zo 时 有 
f(r)>a(r -ro) + f(ro). 
因 六 (zo) 委 (zi) ,所 以 对 任 一 a:f (zj 和 oo 委 广 (zo)， 
VxE1T, 恒 有 f(x) 守 a(x ~ ro) + f(ro). 
2° (充分 性 ) 设 zi< rz < zs 是 区 间 工 上 任意 三 点 ,由 已 知 条 
件 ,对 z; 存在 a ,使 得 
f(r)a(r- xi)+f(zs) (VrET). 
由 此 , 令 zx=xzl 和 w= zs 可 得 
fz) f(z) 7CzD flr) 
3 X22 TX1™ XK, 
据 定理 3, 可 知 f(z) 为 凸 的 . 
推论 1 设 了 f(z) 在 区 间 了 内 部 可 导 , 则 F(z) 在 了 上 为 凸 的 ， 
充 要 条 件 是 :Y xzbE1T 有 :- 
f(r) (ro)(z- ro)tf(zro) (VrET). 
由 此 可 见 , 着 FLz) 可 导 , 则 凸 函 数 的 定义 1.2.3\4 等 价 . 
推论 2 若 f(z) 在 区 间 工 上 为 西 的 , 则 VYzoE 了 ,在 曲线 y 
= /(z) 上 一 点 (ze,j(zo)) 可 作 一 条 直线 
L:y=&(z— zo)+ f(zxo), 
使 曲线 y= f(x) 位 于 直线 L 上方. 
车 /为 严 格 凸 函数 , 则 除 点 (zu , f(zxo)) 之 外 曲线 严格 地 在 直 
线 工 的 上 方 .这 是 著名 分 离 性 定理 .直线 工 称 为 y= f(z) 的 支撑 . 
六 定理 $ 设 f(z) 在 区 间 了 上 有 导数 , 则 F(z) 在 工 上 为 凸 
函数 的 完 桔 条 件 是 放 (z)AzeErT 时 ) (哈尔滨 工业 大 学 ) 
证 1 (充分 性 ) VYzi rz EIT( 不 妨 设 zx < x,) 及 AE€(0， 
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1), 记 XAxI 十 (1 A)z, 来 证 
f(x)=f[Ari t+ (I-A)zs JEAf(z) + (1- A) f(r,), 


或 fz)—Af(r1)—- (1~-A)f(zx)<0 (1) 
注意 f(r)=Af(r) + (1-A)f(z), 
(1) 式 等 价 于 


ALf(z)- fr) + -Lf(z)- f(x)1<0. (2) 
应 用 Lagrange 定理 , 36,7:zi<e<z<7<Xza, 使 得 
ALf(z) -fri)+ (1 -ALfF(zr)- f(x)] 
=AF (E(xz- ri)+(1-A)F(y)(z- zr ). 
但 
xz- xi=[Axrit(l-A)xl -z= (I-A)(zx,— x1), 
x- x= [Arit (1-A)zrl- zx,=A(r ~ Zr), 
故 (2) 式 左 强 
ALA(z)- Fr) + 1- MEF) fxs)] 
=Af (€)(1— DC AF (nA — Z2 ) 
=A(1- A rz) -FID (3) 
按 已 知 条 件 f(x) 用 ,得 知 广 (6 委 广 (7). 从 而 上 式 委 0,(2) 式 
2 《必要 性 ) 据 定理 3 的 推论 4, (xz) 在 了 内 为 递增 的 . 因 
六 (zz) 存在 , 故 了 (x)= 了, (zx) 亦 在 内 为 递增 的 .车 I 有 右 端 点 
6 , 按 已 知 条 件 f 在 6b 点 有 左 导 数 , YzET 易 知 


HA A 


同 理 ， 若 了 有 左 端点 a , 则 广 (a) 委 三 (z). 如 此 我 们 证 明生 太 (zx) 
在 了 为 递增 的 (不 论 为 有 限 无 限 , 开 或 闭 ， 或 半 开 半 半 和 人 
灾 推 论 车 F(z) 在 区 间 [上 有 二 阶 导 数 , 则 F(z) 在 re 
凸 函数 的 充 要 条 件 是 过 
f(z)>0. A 
jo, 
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cy 


数 
人 


E 


(充分 性 ,辽宁 师范 大 学 ) 

从 该 定理 上 述 证 明 过 程 中 可 以 看 出 , 若 F(z) 在 区 间 J 上 可 
导 , 则 FA(z) 在 工 上 为 严格 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 广 (z) 在 工 上 严格 
递增 .从 而 若 f(z) 在 工 上 有 二 阶 导 数 , 则 了 为 严格 是 的 充分 条 件 
是 /(xz)>0. 等 价 的 充 要 条 件 是 :了 (xz) 宇 0, 且 在 任何 子 区 间 上 
广 (z) 专 0( 即 曲线 y= f(x) 的 斜率 7, 且 不 含 直线 段 ). 

定理 6 若 f(z) 在 1 上 有 定义 , 则 以 下 三 条 件 等 价 : 

i) f(x) 在 TT 上 为 凸 函数 ; 

ii) V gq 之 0:gq1+qy+.+g,=1,Y zi,zx,, ,XT, ET 有 
fgqrt qrstet qr)Eg fr) t+ gq f(x) t+ gf(x,); 

ii) Y p; 之 0(i = 二 1,2,…,n) 不 全 为 零 ,V zi ,zx,,…,Xx, EI 有 
f(D Per )<2 et hfs) 

pit ps t+ p, Pit pt*t+p, 

证 i) 过 i) 只 要 令 n=2 即 得 . 

i)>ii) 用 数学 归纳 法 .iiii) 明 显 . 1 

以 上 全 部 结论 ,对 于 凹 函 数 都 有 对 偶 结 论 , 只 要 将 函数 值 的 不 
等 式 反 向 即 得 . 

c. 凸 函 数 的 性 质 及 应 用 

利用 凸 性 ,很 容易 获得 一 些 不 等 式 . 

克 例 3.4.8 设 z,>0 (i=1,2,…,n) 证 明 


十 十 并 


n xz 广 -一 -一 一 -一 Tt zy 
1 1 1 T1 天 一 -一 一， 
.十 -一 
净 


n 
Vi XK, 


其 中 等 号 当 且 仅 当 zx, 全 部 相等 时 成 立 . 
提示 ”将 不 等 式 各 部 分 同时 取 对 数 .这 时 左边 的 不 等 式 可 变 
为 ， 


从 而 由 函数 F(z)= -lnz 在 (0,+co) 上 的 (严格 ) 凸 性 可 得 ; 右 
边 的 不 等 式 可 直接 由 g(z)=lnz 在 (0,+co) 上 的 (严格 ) 凹 性 
可 得 . 

例 3.4.9 设 函 数 A(z) 在 区 间 为 西 函数 . 试 证 :f(xz) 在 I 
的 任 一 闭 子 区 间 上 有 界 . (华中 师范 大 学 ) 

证 设 [a ,5b]CI 为 任 一 闭 子 区 间 . 

1 (证 明 f(z) 在 [a,5] 上 有 上 界 ) VzxEla,65bjl, 取 4= 


z= A6+ (1-A)a. 因 f 为 凸 函 数 , 所 以 


fx)= fa + (1-A)al<Af(6)+ (1-4) f(a) 
AM+(1-~-A)M=M, 
其 中 M=max| f(a),f(5)|. 即 [a,5] 上 有 上 界 M. 


2 (证 明 f(z) 在 [a,5] 上 有 下 界 ) 记 c=4 
点 . 则 VY zxE[a,65] 有 关于 <。 的 对 称 点 x'. 因 f 为 是 函数 ,所 以 
f(OSLT SFE YT pr) + IM 


从 而 f(z)>2f(e) - ME m. 
即 mx 为 f(xz) 在 [a,5] 上 的 下 界 . 
例 3.4.10 设 /(z) 为 区 间 (a,65) 内 的 凸 函 数 . 试 证 : f(z) 在 
I 的 任 一 内 闭 区 间 [a,B8]C(a,5) 上 满足 Lipschitz 条 件 . 
证 要 证 明 f(z) 在 [a,B] 上 满足 Lipschitz 条 件 , 即 要 证 明 : 
33L>0, 使 得 VY x ,zx,E[a,B] 有 
[f(x1)- f(x) ISL|zx -zal. (1) 
因为 [a,B8]C(a,5), 故 可 取 有 >0 充分 小 ,使 得 
[a~-h,B+h]C(a,b). 
于 是 Y zi,z2ELa,B], 若 zi <<xy, 取 x3= z+ 有 hh. 根 据 的 西 
性 ， 
f(x)— f(x ) f(xs)— fx SM- m 


TXT2 Xl X32 
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(其 中 M ,nm 分 别 表示 f(x) 在 [a -hh,B+hj 上 的 上 、\ 下 界 ), 从 而 
f(r) fr ISM (2) 


若 zx;<<x1 ,可取 x; =x 一 ,由 了 的 同性 ,有 
fza) fr) fxr) 7 fz) 


X23 — Xs ZX1 一式 
从 而 
jza) Hr) fx) fx) M-m 
Ti 一 2 Ta Xs 人 
由 此 亦 可 推 得 (2) 式 成 立 . 


车 z,=z，, 则 (2) 式 明显 成 立 . 这 就 证 明了 (2) 式 对 一 切 zl， 
zcEfa,B] 篆 成立. 因此 ,(2) 式 当 zi 与 zz 交换 位 置 也 应 成 立 , 故 
有 
M-m 


| zz -zi |. 


| FFCz) 一 COzi) 魏 


盖世 , 则 (1) 式 获 证 ， 
注 由 本 例 可 知 : 若 f(z) 在 (a,5) 内 为 凸 的 , 则 f(z) 在 (a， 
5) 内 连续 .但 注意 端点 的 情况 不 一 样 : 即 令 在 [a ,5] 上 为 凸 的 ， 
不 能 保证 a,6 处 连续 . 因 端 点 处 /(4),/(5) 改 为 更 大 的 数 不 会 改 
变 凸 性 . 
例 3.4.11 设 /(0)=0,7(z) 在 [0, + oo) 上 为 非 负 的 严格 凹 
函数 ,F(z) = 全 (x >0 时 ). 试 证 :f(xz),F(z) 为 严格 递增 的 . 


证 因 f(z) 严 格 凸 ,f(0)=0, 所 以 
F(z) = {Cz) f(z) 1(0) 
rx 工 一 0 


令 工 = 


为 严格 递增 的 . 

因为 F(z) 非 负 ,所 以 WVz>0 有 f(z) 之 0= F(0). 若 某 点 并 

>0 使 得 f(z,)=0, 则 在 [0,z,] 上 有 f(x)==0, 与 F(z) 为 严格 凸 
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函数 矛盾 .所 以 , Vz>0, 有 f(z)>0. 最 后 设 zy > zi>0, 则 
A A AT A 


Za 一 1 Zi 一 0 


得 知 f(z ) 为 严格 递增 的 [ 当 E[0,+co) 时 ]. 
例 3.4.12 设 f(x) 在 [a,5] 上 二 次 可 微 . 对 [a， 5] 中 每 个 
z ,f(x) 与 (zx) 同 号 或 同时 为 零 ,又 F(z) 在 [as6] 的 任何 子 区 ， 
间 内 不 恒 为 零 . 试 证 : f(x) =0 在 (a,5) 内 如 果 有 根 , 则 必 唯 一 . 
(广西 师范 大 学 ) 
证 〈 反 证 法 ) 设 f/(x)=0 在 (a,5) 内 有 二 相 蜡 实 根 zi ,zs 
E (a,b)( 不 妨 设 zi< za ). 因 为 F(z) 在 [zi,z;] 上 连续 ,在 [zi，， 
Zz2] 上 有 最 大 、 最 小 值 ,而 F(zi)= (zz)=0, 所 以 最 大 .最 小 值 至 
少 有 一 个 在 内 部 达到 (否则 f(z) 二 0 与 已 知 条 件 矛 盾 ) .例如 在 有 
E (zi,zz) 处 有 最 大 值 f(&) >0. 根 据 连续 函数 局 部 保 号 性 , 必 存 
在 & 的 某 个 邻 域 U=(& -ee,&€1+e), 使 得 在 U 上 恒 有 f(x)>0 
(从 而 按 已 知 条 件 , U 上 广 (z) >0,y 为 凸 函 数 ) ,又 因 f(x1)= 
(za)=0, 邻 域 U 可 取得 足够 大 ,以 致 在 U 上 f(z) 专 f(&), 于 
是 3 &1€ TU 使 得 | 
0<f(&)</f(é). 
记 & 关于 的 对 称 点 为 &,, 则 6,€ (8-e,&+e), 有 
0<f(é,)<f(é), 
从 而 
je) 


与 西 性 矛盾 ， 
对 于 (zi,zz) 内 部 达到 负 的 最 小 值 , 可 以 类 似 证 明 . 
例 3.4.13 设 F(z) 在 区 间 (e ,25) 内 为 凸 函数 ,并 且 有 界 . 试 
证 极限 im f(x) 与 lim f(z) 存 在. 
证 设 zEla. 中 时 f(r)EM,r>zri>xo 为 (a ,5) 内 任意 
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三 点 .根据 f(z) 的 号 性 , 当 z-A 时 
f(x)— f(zo) 古 


TX- Xo 


又 因为 fz) fr) M- Ls (vz > zi> zo), 
TT Xo Xi 
据 单 调 有 界 原理 ,有 极限 
ji {0 fn) A 


Tro 


zxz>b 


从 而 
,): f(x)-— fo) 


TXo 


lim f(zx)= lim | (二 一 工 


z=b zh 


=A(b—- zo)+ f(x) 
亦 存 在 . 类 似 可 证 lim f(z ) 存 在 . 


关于 囊 丽 数 的 也 旺 见 本 节 习 题 3.4.19 至 3 4 23 关于 下 
数 的 积分 性 质 , 见 下 章 例 4.3.26 至 例 4.3.30 以 及 习题 4.3.26 至 
习题 4.3.28. 


+ f(xo) 


4 练 习 3.4 


3.4.1 1) 设 5656>a>e, 证 明 :a* > ;( 数 学 一 ) 
2) 比较 x 与 e" 的 大 小 . (复旦 大 学 ) 
提示 (1) (sx) TT 


4 < 一 


nF 


华中 理工 大 学 等 ) 


3.4.3 证 明 :2 之 114 V2 了 (n 池 1 为 自然 数 ) (北京 邮电 大 学 ) 

提示 只 要 证 f(z)=2 -1 分 >0 ( 当 zx 之 1) .而 /(1)=0,f(x) 

>0. 
3.4.4 设 f(z) 定 义 在 [0,c] 上 , 广 (z) 存 在 且 单 调 下 降 , F(0) =0, 请 用 
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拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 :对 于 0 和 < 委 2 委 ca +5 魏 c, 恒 有 f(a+ b)< f(a) 十 
f(5).( 复 旦 大 学 ) 


flat+b)— f(b6) f(a)- £0) 
提示 原 式 等 价 于 (aFb)-b - 委 a20 


3.4.5 试 证 : 当 z>0 时 ,(z 一 1)ln x 之 (x 一 1)*. (数学 一 ) 

提示 x1NH,(z -1)lnz-(rz-1)= (zr-1). 
| cz +1) De- nl -1|>0 (于 1>1). i 

3.4.6. 设 在 [0， 1] 上 f(z)>0, 则 了 (0),fF (1),f(1)-— (0) 或 f(0)— - 
f(1) 的 大 小 顺序 是 ( | ) (数学 一 ) 《B》 

(A) f(1)>f (0)>7(1) - £00) 

(B) fF (1)>f(1)- 7(0)>f (0) 

(C) f(1)-— f(0)>f (1)>Ff (0) 

(D) f (1)>70) ~ f(1)>7 (0) 


一 | <f(1), 
提示 =>f(1) - f(0)= 0<ég<1 
示 fFA=>f(1)-f(0)=f(é) > (0) (0< ¢<1). 


3.4.7 已 知 在 x> -1 里 定义 的 可 微 函 数 F(z) 满 是 PR 
zr f(a)dt=0 和 fC0)=1. 


1) 求 F(z); 2) 证 明 :f(z) 在 z 之 0 满足 e* 志 f(x) 和 1. 


(大 连理 工大 学 ) 《(- 1》 
提示 将 原 式 水 叶 并 与 原 式 联 立 可 得 出 关于 y= 六 (z) 的 微分 方程 
十 袜 十 2 -0 
Bd ziI> 
=0, 当 z=0, 
2 边 不 F(z)= 一 e 
) 左边 不 等 式 可 考虑 F(z)=f(z)-e | 二 是 _ 


3.4.8 已 知 zx<0， 求证 :一 + RE 二 <1 (中 国 地 质 大 学 ) 
提示 宜 令 z= -it， 原价 于 /Can0l + t)+In(1+#)-s>0, 
而 f(0)= f (0)=0,F(1)=—1 >0. 


工 十 上 


3.4.9 证 明 :和 二 es < 人 3 (a 65).( 国 外 赛 题 ) 
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(zx-a)<0, 而 f(a) 


提示 设 a<6, 只 需 证 明 f(z)=e -一 
=f(a)=0,f(z)<0( 当 zx>a 时 ). 
六 3.4.10 ”证明 :对 自然 数 ,有 
0<—— -1<-. 
i 
nn 
提示 左 不 等 式 由 (1+ 十) 7e 自 明 . 
In(1+z)+zin(1+ 专 + )-z>0, 而 f(0)=f/(0)=0,f(z)>0( 当 z>0 


2 
时 ). 
3.4.11 xz>1,r>1, 证 明 ; 


1+ 工 )+ In(1+ 去 ) -二 >0. 只 要 证 f(z)= 


右 不 等 式 等 价 于 In Fn 


x “>1t+r(z-D+ 二 rr-D(E 1 


提示 ”对 函数 f(z) 三 zx" = (1+ (x 一 1))" 用 Taylor 公式 至 1 次 项 ,并 用 
Lagrange 余 项 . 


再 提示 x” =1+r(z-D+ 诗 r(r 了 各 代 -了 <e<a) 
六 3.4.12 设 g(z) 在 [a,5] 内 过 续 , 在 (ao,5) 内 二 阶 可 导 , 且 1g"(z)1 
宇 m>>0(m 为 常数 ), 又 g(a)=g(5)=0. 证 明 : max ig(z) | 之 多 (B-a). 


(北京 师范 大 学 ) 
提示 ”可 以 看 出 最 大 值 必 在 内 部 某 点 达到 , 记 此 点 为 ze ,对 f(5)( 或 
fla)) 在 z= zx。 处 应 用 Taylor 公式 .注意 |g(zo)| = max |g(z) |. 


再 提示 g(z)=g(zo) +8 (zo)(z- zo)+ D8’(e)(r- zx)’, 


令 z=a 或 5 得 。 0=g(zo)+ 方 8"(5)(z -zo). 


取 离 x。 较 远 的 端点 知 1g(zo)|>> 斑 18 (81( 2 
证 之 式 . 
x*x3.4.13 证 明 {( 名 荆 ) >eos x (o<1zl< 屯 ). 
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) > 受 (e- s?. 兹 即 欲 


(国外 赛 题 ) 
提示 ” 宜 将 za 单独 作 一 项 ,如 改 形 为 : f(x) 二 sin? x'(cos zx) ! 一 x 之 0 


(可 设 0<+< 亏 , 因 只 需 证 明 xz>0 的 情况 ). 


然后 证 f(0)= 了 (0)= 了 (0)= 了 (0)=0,/% (x)>0. 
注意 ”此 题 计算 虽 很 繁 ,但 很 典型 .更 能 体现 Taylor 公式 的 意义 . 
小 结 ”以 上 各 题 主要 练习 用 单调 性 、 中 值 定理 ,Taylor 公式 证 明 不 等 式 . 


家 3.4.14 设 0<x<y<1 或 1<z<y, 则 六 > 苇 .( 中 国 科学 院 ) 


提示 原 式 侣 > y 人 9 认 > 下 .因此 只 要 证 Hz)= 五 
了 ,或 f(r)>0. 
再 提示 (xz)= 了 一 《x1 内需 证 g(x)=zxlnx- (xz-1)>0. 


ln zx 


<0， 当 zx<1，, - 、 
但 “| 0， 当 xz=1, 故 g(x) 之 min g(x)=g(1)=0. 
>0， 当 zx>1. 
六 3.4.15 若 p>1, 则 对 于 [0,1] 内 任 一 zx 有 


+ (1- xz)? 之 3-T.( 南 京 邮电 大 学 ) 
提示 利用 极 值 法 . f(z) 寺 x? + (1 一 x)?, 问 f=? 


<0， zx< 赴 
一 _ 1 >” 1 1 
再 提示 f(x)4 =0，x= 方 , fn=f( 序 )=: 
>0，xz> 工 
多 TT 二 


究 3.4.16 设 )” 为 自然 数 0<z<1, 证 明 : 
六 (1-z)< 世 (江西 师范 大 学 ) 


6 


提示 Hz) 一 mL-z)<maxf= 丰 (- 了 1 ) 二 


n+1 
(1+ 1 ) >es> 1 i+T < 1 、 
n € 


1 
(1+1) 
六 3.4.17 设 0<xz<1, 试 证 ， 
< 0 - x) 二 过。 (中 国 科学 院 ) 
提示 “可 求 通 项 的 最 大 值 . 
青 提示 f(x) 二 zi (1-zx) i, 令 f(r)=ir 1- 一 3z)=0， 


得 (0,1) 内 唯一 可 疑点 z= 二 ./( 计 )>/(0)=/(1)=0, 邦 


1 
max fi(z)=£( 计 )- 
六 3.4.18 求 出 使 得 下 列 不 等 式 对 所 有 自然 数 ”都 成 立 的 最 大 的 数 w 
及 最 小 的 数 8: 


(+ 过) <e<(1+i) 


(中 国 科学 院 , 北 京师 范 大 学 ) 
提示 见 例 3.4.7. 
小 结 ” 以 上 五 题 主要 练习 用 极 值 方法 证 明 不 等 式 , 以 及 用 单调 极限 方法 
获得 不 等 式 . 
凸 函 数 
3.4.19 证 明 ;1) 二 凸 函数 之 和 仍 为 凸 函 数 ; 
2) 二 递增 非 负 凸 函数 之 积 仍 为 凸 函 数 . 
提示 ”直接 用 定义 1 可 得 . 
2) 欲 证 ( 疡 g)[ari+(1-A)z] 和 (sg)(z)+(-A)CFg)(za)， 
(1) 
而 (1) 之 在 = f(Ax1 + (1 一 A)zxz)-:g(Ari + (1—A)zx,) 
委 [LAf(z)+(L-A)FGz)] [Ag lr) + (1 ~ A) g(x,))] 
=A f(r)g(zr)+(1-A) f(r) g(x) 


AG DU) elr) +t fr)elz)) (St) (2) 


再 提示 (1) 之 右 - (2) 之 右 =1(1-))[F(z)- f(x,)] 
fsg(zi) -eg(zs)] 之 0. 
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六 3.4.20 设 0<a<1,zx,y 之 0, 证 明 : 
zol “ar+(1 -a)y.( 华 中 理工 大 学 ) 
提示 z=0 或 y=0 时 结论 自明 ,xz、y>0 时 : 
原 式 人 入 aln z+ (1 -a)ln ylIn[ar + (1 -a)y] 人 SO 
ln x 为 思 函 数 . 因 (ln x)”= - 六 <0, 利 用 定理 5 推论 之 对 偶 结 论 ,结果 自 


明 . 
3.4.21 设 F(z) 在 [ec,8] 上 连续 , 且 Vz zcE[fa,5],0 委 1 魏 1, 有 
[Aczi+(1-aA)z]ZAMFz+(L-A)FCz), 试 证 :对 任何 TE(0,p 一 a) 

必 存 在 zoE (a,5), 使 zo。+ TE[a,6b]， 
ze DT fro) - /6) = fla) 


(1) 
即 在 [a,5] 上 曲线 re 
(广西 大 学 ) 
提示 /为止 函数 ,利用 定理 3 的 (ii)、 (ii) 之 对 偶 结 论 ( 注 意 凸 函数 改 为 
四 函数 时 ,不 等 号 反 向 ) 可 知 函 数 
)= 妈 zt T)- f(x) 大 2) 一 aa) 
TT 


一 并 b-a 


之 0， 当时， 
<0， 当 z=b- 人 时 . 
故 由 连续 的 介 值 性 可 得 : 3 x。€ (a ,65) 满 足 (1) 式 . 
六 3.4.22 设 f(z) 在 [a,5] 上 满足 了 (x)>0, 试 证 :对 于 [a,5] 上 任意 
两 个 不 同 的 点 x, ,zz 有 


g(x 


六 [f(z) + fz)]>f7( 3 ). (1) 


(陕西 师范 大 学 ,天 津 大 学 等 ) _ - 
提示 (xz)>0 二 f(z) 严 凸 二 (1) 式 成 立 . 


、 、 T1 十 Ta 
或 不 妨 设 zl < z; , 记 zo = 1 ;hh=x,— rxo= xo 1， 


则 天 ri)= fr) +t fr Dh+f (Eh (i=1,2), 
二 式 相 加 可 得 (1). 
3.4.23 设 F(z) 是 区 间 工 上 的 严格 凹 函数 , 即 
FMzo+(1-A)zi)>AFGzo)+(1-A)F(zi) 
Vzro,r1ET, VAE(O,1) 
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试 证 ,车 了 有 极 大 值 Frzo), 则 8fzo) 必 为 了 在 工 上 的 严格 最 大 值 , 即 YzE 
1 ,有 f(z)<< 了 f(z。). 因 而 的 极 大 值 车 有 必 唯 一 . | 

提示 ”可 用 反 证 法 . 

再 提示 若 3x1€E1I 使 f(x1) 之 f(xzo), 则 VAE(0,1) 有 

fArot (1—A)r)>AF(ro) tt (1-4) f(x) f(r), 
于 是 在 ze 的 任意 8 邻 域 U(xo,8) 里 (0<6<|zxi 一 zxo1), 只 要 令 4:1-4< 
仁 后, 取 z= azo+(1-h)zi, 则 xzEU(zo,6) 但 
fz)= Aro+(1-A)z)>FOzo) 

与 F(Czo ) 为 极 大 值 矛 盾 ， | 


次 § 3.5 ”导数 的 综合 应 用 


一 、 极 值 问题 


要 点 ”函数 F(z) 在 某 点 zxe 有 极 大 (小 ) 值 , 意 指 在 x 的 某 
邻 域 里 恒 有 f(x) 宇 f(zo) (f(zo) 夺 f(x)).[ 将 宇 ( 志 ) 改 为 > 
(< ) , 则 称 为 严格 极 值 ]. 

求 极 值 的 方法 步骤 : 

1) 求 可 疑点 .可 疑点 包括 :i) 稳定 点 ( 亦 称 为 驻 点 或 逗留 
点 ,和 缘 指 一 阶 导 数 等 于 零 的 点 ) ;ii) 导数 不 存在 的 点 ;ii) 区 间 端 
点 . 

2) 对 可 疑点 进行 判断 .基本 方法 是 : 

i) 直接 利用 定义 判断 ; 

ii) 利用 实际 背景 来 判断 ; 

证 ) 查看 一 阶 导数 的 符号 , 当 xz 从 左 向 右 穿越 可 疑点 r, ,车 
广 (z) 的 符号 

由 “ 正 ” 变 为 “ 负 ”, 则 ze ) 为 严格 极 大 值 ， 

由 “ 负 ” 变 为 “ 正 ”, 则 f(z。) 为 严格 极 小 值 ; 
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了 (xz) 不 变 号 , 则 (zu) 不 是 极 值 . 
/>0， 则 f(zo) 为 严格 极 小 值 ， 
iv) 若 太 (oo0-o7teod 70 则 /zs ) 为 严格 极 大 值 
v) FoO(rzo)=0 (k=1,2,,n 71),f" (zr) 0, 
若 ”为 偶数 , 则 f(z ) 为 报信 :| "(zo) >0 为 严格 极 小 值 ， 
: " "L(xzo)<0 为 严格 极 大 值 . 

车 ”为 奇数 , 则 F(zo) 不 是 极 值 . 

所 谓 最 值 , 指 最 大 最 小 值 . 它 要 求 极 值 定义 里 的 不 等 式 在 束 
个 定义 域 里 统统 成 立 .也 可 以 说 最 值 是 整体 极 值 .相对 而 言 ,前 面 
讲 的 极 值 是 局 部 极 值 . 显然 内 部 最 值 必 为 极 值 ,反之 未 必 . 求 最 什 
时 ,有 时 为 了 省 事 , 在 求 出 可 疑点 之 后 ,不 判断 极 大 、 极 小 ,可 将 所 
有 可 疑点 的 值 都 拿 来 比较 ,其 中 最 大 、 最 小 者 就 是 整体 最 大 、 最 小 
值 . 

例 3.5.1 讨论 在 指定 点 处 函数 f(z) 的 极 值 ; 


1) 若 lm /2 -1, 在 点 z=a 处 ;( 数 学 一 ) 


2) 车 /(0)=0,f(z) 在 x0 的 某 邻 域内 连续 ,lim 人 
=2, 在 z=0 处 ;( 数 学 一 ) 

3) 设 f(z) 有 二 阶 连续 导数 , 且 /(0) =0,lim 人 和 和 一 1 在 
z=0 处 .( 数 学 一 ) 


提示 利用 极限 之 保 号 性 及 极 值 的 定义 ， 知 1) 中 f(a) 为 极 
大 值 ,2) 中 f(0) 为 极 小 值 . 


3) 38>0y 在 U,(0， 3) 内 人 和 >0， 从 而 (x)>0, f(x) 
严 A. 而 了 (0)=0， 放 = 从 左 向 右 穿 过 0 点 时 , 广 (z) 由 负 变 正 ， 
(0) 为 f 的 极 小 值 . 

例 3.5.2 求 函 数 f(x)=|z(z? -1)| 的 极 值 以 及 [ -2,2] 
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上 的 最 大 、 最 小 值 . 
解 f(x)=[sgn(zx(x’ _)1 (zz -1)), 
f(z)=[sgn(zx(x ~1))](3z -1) (xz*0,+1 时 ). 


令 六 (x)=0, 得 z= +t. 


f(G)=Lsen(z(e -DD)]| = -23<0. 


故 /在 党 处 取 极 大 值 . 


因 /为 偶 函 数 ,在 到 处 亦 为 极 大 值 


当 z=0,+1 时 ,f(0)= 了 (1)=f(~1)=0 人 f(z)(Vzx), 故 
为 最 小 值 ,自然 也 是 极 小 值 . 
f(2)=f(-2)=6 之 f(x) (YzE[-2,2]), 故 7FCz) 在 
[ -2,2] 上 最 大 值 为 6, 最 小 值 为 0. 
例 3.5.3 设 F(z) 是 二 阶 连 续 可 导 的 偶 画 数 , 且 (0) 二 0; 
问 z=0 是 否 是 极 值 点 ?为 什么 ? (吉林 大 学 ) 
解 因 f(x) 为 偶 聘 数 ,f(z) 必 为 奇 函 数 ， 
由 广 (0)= 一 了 (0), 知 了 (0)=0. 
于 是 f(z)=f(0)+ 闻 让 (6)z* (在 0 与 z 之 间 ).、 (1) 
又 (0) 0, 据 极限 保 号 性 ,在 x =0 的 充分 小 的 邻 域 里 产 (z) 
(从 而 了 (8)) 保 持 跟 (0) 同 号 , 故 
Fa)|> AGO) ,7(0) 为 极 小 值 ( 当 (0) >0 时 )， 
< f(0),f(0) 为 极 大 值 ( 当 (0)<0 时 ). 
注 1 类 似 可 证 :车 f(z) 有 连续 的 n 阶 导数 ， 
f° (x0)=0{8=1,2,. ,271), FY (rz) 0, 
i) 当 n 为 偶数 时 ,f 有 极 值 : Fo (zu)>0 时 了 (xo) 为 极 小 
值 ; f(zx0)<0 时 ,f(zo) 为 极 大 值 . 
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ii) 当 ” 为 奇数 时 ,x = ze 处 无 极 值 . 

x※2" 该 例 中 ,车 将 “f(z) 有 二 阶 连续 导数 "的 条 件 放 松 为 
“f(z) 在 x=0 的 某 个 邻 域 里 可 导 ,zx=0 点 有 二 阶 导 数 ”, 其 余 条 
件 不 变 ,结论 仍然 成 立 .因为 上 面 式 (1) 是 带 Lagrange 余 项 的 Tay- 
lor 公式 , 若 改 用 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 : 


f(x)=f(0) +FF(0) zx? +o(z’) 


=f(0) + Ff (0) + o(D)]z’, 


其 中 o(1) 为 无 穷 小 量 ( 当 zx 一 0 时). 可 见 [ 了 (0) +o(1)] 的 符号 完 
全 由 了 (0o) 决 定 ( 当 xz 与 o 充分 接近 时 ). 从 而 后 面 的 推理 保持 有 
效 . 

同 理 注 1' 中 “有 连续 的 n 阶 导 数 ”的 条 件 可 以 放松 为 <f 在 xz。 
的 某 邻 域 里 有 n 一 1 阶 导 数 ,在 zx。 点 有 n 阶 导 数 ”, 其 余 条 件 不 
变 , 结 论 仍然 成 立 . 

3" 注意 上 面 1'、2°* 所 述 极 值 存在 的 条 件 都 只 是 充分 的 ,不 是 必 
要 的 ! 例如 函数 


ee Ck 当 z0 时， 
0,， 当 z=0 时 
在 z=0 处 各 阶 导数 皆 为 0( 见 例 3.1.13), 在 x=0 处 并 不 满足 上 
述 条 件 ,但 f(z) 却 明 显 在 x =0 处 有 极 小 值 而 且 是 最 小 值 . 
广 例 3.5.4 证 明 : 函 数 
f(z)= (El)nz-In2+tin(l+ 2) 


在 (0,1) 内 只 有 一 个 零点 . (北京 大 学 ) 


“291 : 


由 f(z)i1=0， 当 z= 地 -1， 知 z= 于 -1 既是 极 小 值 点 


|A 


<0， 当 0<z< 互 -1 
也 是 (0,1) 内 最 小 值 点 , 故 


/到 -1j<7G-0=0， 7(z) 在 (9 于 -1 内 有 只 
(EL1)E rez)>oy 严 了 


一 零点 ,| 到 -1,1) 无 夫 
f(0’)=+%>0, 


点 . 故 f(z) 在 (0,1) 只 有 
(至 -1)E f(z)<0,f PN. 一 个 零点 . 
站 例 3.5.5 设 f(z)=1-z+ 生 -二 + …+(- 9 到 ,证 


明 :方程 f(x)=0 当 ”为 奇数 时 , 恰 有 一 实 根 ， 当 x 为 偶数 时 无 
实 根 . (昆明 理工 大 学 ) 


证 f(zx)= > ye 1, 


四 —1+(~ 1)"zx’" 
f(z) = D-DD = i 当 z# 1, 

人 一 22， 当 z = 一 上 

1 当 %n=2k+1 时 ， : : 
f(z)<0,f gy, 

Xf(-%)=+%, om sn 

f(+%)=.~-%0 

2” 当 n=2k 时， 


>0， 当 zxz>1 

rae 当 xz=1, 故 f(1)= minf(zx). 
<0， 当 z<1l. " 
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1 


x=1 


f(z)=1+ 之 (- ]1) 开 
= (1 -1D+ ( 翅 - 到 上 (5 到 + 交 >0 
故 Y rzER,f(x) 之 f(1)>0.f 无 实 根 . 
六 例 3.5.6 已 知 小 球 半径 为 +, 求 其 外 切 圆 锥 的 最 小 体积 . 
(华中 师范 大 学 ) 
解 I 如 图 3.5.1, 记 圆锥 底 圆 半径 为 R ,圆锥 高 为 ,圆锥 
中 轴线 与 母线 夹 角 为 9, 则 


R_iang-_ mr -nr Rrh 
VRh-r)r V2rh hh-2r 
_1 2 。 _Tr h? 
故 圆锥 体积 V=3"k A= 琳 - 页 一 77， 


jh YY hh(h-4r) 
全 二 汪 一 
(大 (下 二 27) 0, 得 有 0， 


2 
4r.0 不 合 题 意 , 故 关 =4r.V = 区 . 


和 人 好 在 47 邻 域 里 从 左 到 右 由 负 变 
为 正 , 故 
Vy -xm Bar’ 图 3.5.1 
mn 3 h-—2r hh=4r 3 
_r _1+sing 
解 了 sing sing 
R=h':tanO 
V = (htang)? eh 
1 (sin 0+1)” Ssing=sz 1 3 (1+zx) 
3 sin bcosz0 3 zy) 
全 (过 妆 外 _1 El , 


小 值 ,只 有 一 个 可 疑点 . 故 
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Te。 一 rr (这 时 sin 0= 配 ). 


注 ” 求 实际 问题 之 极 值 (1) 要 明确 目标 函数 ;(2) 必须 选择 
恰当 的 自 变量 ,使 之 能 最 简捷 地 表达 中标 函数 . 


二 、 导数 在 几何 中 的 应 用 (举例 ) 


例 3.5.7 求 曲线 厂 ;y= x -1(z>0) 上 的 点 PP， 作 工 的 急 
线 , 与 坐标 轴 交 于 M,N( 如 图 3.5.2)， 
试 求 P 点 坐标 使 人 OMAN 的 面积 最 小 . 
(同济 大 学 ) 

解 P(xz,y) 处 切线 为 [(xz? 一 1)” 
=2z] 

Y=2zx(Z—- zx)+y. 

令 Z=0 和 Y=0 可 得 


N=(0,y-2z"),M= (zx- 访 ,0}. 
2 并 


从 OMN 之 面积 S = 于 (2 二 2z 十 


图 3.5.2 


1 
令 S.=0 得 z= V5( 负 什 被 全 去)， 实际 背景 知 存在 最 小 值 , 又 
只 一 个 可 疑点 , 故 


So = 可 /3. (此 时 


六 例 3.5.8 求 昌 线 = Try =2 处 的 切线 


1+t 
方程 与 法 线 方程 .( 中 北大 学 ) 
提示 “切线 方程 为 


>= (区) (z-z(2))+y(2), 得 4z+3y-12a=0， 
t 7 tf=2 
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法 线 方程 为 


> ( 且 ) (=-z(2))+y(2) ,得 3z 一 4y+6a=0. 


例 3.5.9， 求 对 数 螺 线 p= e 在 点 (p,0)= (上 ,于 处 切线 的 
直角 坐标 方程 (数学 一 ) 
X=ecos0 
提示 可 先 改 写 为 参数 式 -| 


加 ， 
y=e sin0 


”于 是 9= 也 处 切线 为 


交 ， 

例 3.5.10 设 f(z) 有 连续 二 阶 导 数 .已 知 曲 线 c:y= f(z) 
-在 点 M(xz,f(z)) 处 之 曲率 圆 

(zxz-a) +(y-6)=R’ (1) 

跟 曲 线 c 在 M 点 相 切 (圆心 落 于 四 向 的 一 侧 ) ,在 M 点 该 圆 与 曲 
线 c 有 相等 的 一 、 二 阶 导 数 . 试 求 a ,5b,R 的 表达 式 . 

解 将 > 看 成 是 (1) 式 所 确定 的 z 的 函数 .在 (1) 式 两 端 同 时 
对 < 求 导 , 得 


[二 aaa 


,_a-—z 
> yy-6’ (2) 
(2) 式 再 对 工 求 导 , 得 1+y”+(y-6b)y =0， 
mw 1 +y 由 (2) (y-6)+(z-a) 
出 > y-—5b (yb) 。 (3) 


简 记 Z=z-a,y=y-pb, 注 意 到 上 面 y ,y 是 曲率 圆 的 导数 , 它 
们 应 跟 曲 线 c 的 导数 ,了 相等 . 
由 (2) 式 得 Z=-YF(z)， 


由 (3) 式 得 Bs aawazr 
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-人 5=y+ 1 广 ? 


工 十 2 3 
R2=-Z2+YV2= 人 办 二 让 ) 


例 3.5.11 求 曲线 y= tanz 在 点 [ 持 ， 1 ) 处 的 曲率 加 方程 


(山东 工业 大 学 ) 
提示 ”应 用 上 例 的 结果 ， 算出 a,b,R 代入 (1) 可 得 


站 
三 、 导 数 的 实际 应 用 (举例 ) 


例 3.5.12 某 船 从 B 点 出 发 以 均 速 v 向 东航 行 ,观察 者 在 B 
点 正 南 距离 为 * 的 A 点 进行 观察 , 问 视 线 跟随 偏转 到 分 别 为 多 少 


度 时 ,感觉 船 速 是 B 处 船 速 的 本 ， 方 ， 于 ? 


图 3.5.3 


解 观察 者 的 感觉 船 速 是 视线 的 偏转 速度 .用 0 表示 视线 偏 
转角 度 ,+ 表示 时 间 , 则 0 是 时 间 的 函数 . 


Stang 一 站 
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求 导 知 0 = cos 0. 


感觉 船 速 是 起 始 时 速度 的 了 , 即 卫 coeg= 于 0 (0)= 开 卫 cos0，， 


即 08 0=3.,c080 = 好,0=30". 


类 似 可 得 当 9 - 45* 和 60" 时 ,感觉 船 速 分 别 是 起 始 时 速度 的 元 和 
工 
4 1 
六 例 3.5.13 将 长 度 为 /的 均匀 细 棒 放 入 内 空 半径 为 a 的 
半球 面 的 杯 中 ,已 知 2ae< 72<4a ,如 不 计 摩 擦 力 , 问 什么 状况 才 是 
平衡 位 置 ? 

解 ”根据 物理 知识 ,均匀 细 棒 的 重心 在 中 点 ,平衡 位 置 重心 最 
低 . 

如 图 3.5.4, AB 表示 细 棒 , MM 为 其 中 心 ( 即 重心 ). CD 为 杯 
口 直 径 . CBD =9%0"，ME 1 上 CD. 

设 棒 在 杯 内 的 部 分 CB 之 长 度 为 
z. 于 是 问题 化 为 : 当 z 为 多 少时 , 棒 的 
重心 最 低 , 即 EM 长 上 度 最 大 ? 记 h = 
EM 之 长 度 ,9= DCB . 则 


D E CA 


h _., Via 图 3.5.4 
六 Sn 4= Fa 
过 一 上 
2 
j= 寺 工艺 V4a -x 
2a 2 - 
4a’ 一 2z2 十 a 3 
ji = 一 一 一 一 一 -- .i 0 
， 2a V4@ -zx 地 < 人 
令 扩 =0, 在 疡 >0 范围 只 有 唯一 解 二 
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i L 
T=+ 可 +22 


因 平衡 点 是 客观 存在 . 故 可 断言 杯 内 长 度 为 此 数 时 重心 最 低 ， 是 平 
衡 位 置 . 


- 四、 导数 在 求 极 限 中 的 应 用 
见 $1.3. 六 例 1.3.12 一 13) 


pA 练 习 3.5 
3.5.1 试 确定 a.bc 使 y= ?+azi+6z+c 在 z=1 处 有 损 点 ,在 4 
=0 处 有 极 大 值 1.( 无 锡 轻工业 学 院 ) 《a= -3,b=0,c=1) 
提示 令 y 0 | -07| =1， 
联 立 求解 . 


3.5.2 设 F(z)= | ee zdt ， 
试 求 _F(z) 在 [0,x] 上 的 极 大 值 与 极 小 值 . (北方 交通 大 学 ) 


-到 
kz- 到 处 取 极 大 值 (至 )= 5+，z=0,x = 处 取 极 小 值 F(0) =0， 


F(x)=e 过 
交 3.5.3 作 函 数 f(x)=1x+2|e-+ 图 .( 清 华 大 学 ) 


解 F(-coo)=+o,z<-2 时 ,Fr(z)= - (z+2)e-?, 


_1,, 
f(z) = -和 23<0,F(z) 严 六 (Cr)>0 四 向 上 ,Yzs0， 
有 (z)>0= 7(-2), 故 z= -2 取 最 小 值 0. 


六 (一 -2) = lim 二 


x-2 


ff.(~ 2 lim, (ete 0 et . 


故 z= -2 处 导数 不 存在 .曲线 在 此 点 与 x 轴 相 交 ,但 不 相 切 . 
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当 z> 一 2 时 f(z)=(x+2)e-*(x*0), 这 时 


_1,, 
f(z)= (+e+2 >0, 


f 严 7. 了 (x)=-S(2-3z),z< 委 时 f(z)>0, 四 向 上 ,z> 子 时 (x) 
<0, 曲 线 思 向 下 ,= 子 处 有 拐点 ， 


x=0 处 ,f( 一 0)= lim (z+2)e*= +oco. 以 上 表明 曲线 在 [ - 2,0) 从 
零 单调 上 升 ( 凹 向 上 ) 趋 向 + co ,以 y 轴 为 垂直 渐 近 线 . 
f(+0)= lim (x+2)e =0 ,F(+oo)= +oo， 


0 


or 


(13) 


工 
I 


lim [f(z) -x]= lim [ (x +2)e-* -x+]= lm 一 一 一 一 一 一 


并 一 二 oo 


令 1= 二 1 


jm +a)e “Hospital 


0 


因此 曲线 在 (0, + c ) 内 从 0 单调 上 升 ( 止 向 上 ) 至 z = 证 拐 为 四 向 下 ,继续 
上 升 趋向 + %, 并 以 y= x +1 作为 斜 浙 近 线 .总 之 该 曲线 的 图 像 如 图 3.5.5. 


lim [2e —(1+2zt)e ‘]=1, 
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注 ”该 题 几乎 概括 了 用 导数 作 图 的 全 部 内 容 , 还 连带 考查 了 极限 .综合 
性 很 强 , 值 得 关注 . 

如 果 函 数 还 有 奇偶 性 或 周期 性 ,应 充分 利用 ,以 减少 工作 量 . 

3.5.4 写 出 下 列 函 数 的 渐 近 线 ; 


1) 曲线 y= zsin 虐 (z>0).( 数 学 一 ) 


2) 曲线 y= +e” . (数学 一 ) 


1-e* 


提示 。1) 为 偶 函 数 ,其 图 形 关于 y 轴 对 称 , 只 有 水 平 浙 近 线 y= 1 


区 


2) 为 偶 函 数 ,其 图 形 关于 y 轴 对 称 , 有 一 水 平 渐 近 线 y= 1 和 一 竖 直 渐 


2 2 
-ze eo 
二 -0 | lim 1 =1,lim! © -| 
、 x+ 1 


7 ” —e” 01—e” 
3.5.5 已 知 一 直线 切 曲线 y=0.1zx? 于 x=2, 且 交 此 曲线 于 另 一 点 , 求 
此 点 坐标 . (上 海 科技 大 学 ) 《(—4,—6.4)) 
示 。” 切 和 =1. 一 0.8， 
和 [204.76.4). 
y=0.1zx 


六 3.5.6 试 在 一 半径 为 R 的 半圆 内 作 一 面积 最 大 的 矩形 . (山东 大 学 ) 
提示 设 半圆 x?+y=R (y 之 0),S=2x VRi-z, 令 S'=0>x 


1 1 
=——R; = 一 R,， 
2 > 全 
FE) 一 工 2 sj 今 S = 二 工 -1 -1 
或 S 2 R sin20, 令 Ss = 0 一 b 下 ，z FR'? 方 R- 最 大 面积 答 
形 ABCD 为 
(Gn,Gr).s( -Een).c(-Gn.0).n (eo) 
A 


3.5.7 函数 f(z) 在 (~ co ,+ co) 内 连续 ,其 导 函 数 /(x) 的 图 像 如 图 
3.5.6 所 示 , 问 函数 AF(z) 有 几 个 极 大 、 极 小 值 点 . (数学 一 ) 

提示 如 图 3.5.6,5,c 两 点 ,导数 左 负 、 右 正 为 极 小 值 点 ,a,O 两 点 导 
数 左 正 , 右 负 为 极 大 值 点 . 
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图 3.5.6 


3.5.8 设 F(z) 是 (- co,+ co) 上 定义 的 严格 递增 函数 ,g(z) 是 某 区 间 
1 上 的 函数 ,zo。€ 了 为 内 点 ( 即 了 3>0, 使 得 U(zo,S)CT), 试 证 : 

1) z=xzo 为 g8(z) 的 极 大 ( 极 小 ) 值 点 会 F(g(z)) 亦 以 zx= zo 为 极 大 
( 极 小 ) 值 点 . 

2) 函数 g(z) 无 极 值 全 Cg(z)) 亦 无 极 值 .和 在 R 上 严 愉 有 类 似 结论 . 

提示 因 / 严 了 ,sg(z) 与 FLg(z)) 同 增 \ 同 减 用 定义 易 证 . 

3.5.9 设 g(z),A(z) 是 某 区 间 工 上 的 两 函数 ,g(z)SA(z), 且 户 失 0， 

证 ;只 有 如 下 两 种 可 能 性 ; 


1) 拓 台 无 极 值 避 EE) 寺 和 (2) 亦 无 极 值 ， 


x)+h 


) ETI 与 区 ( 工 ) ~ h(z) 、 

2) 夭 二 与 经 2 二 ATC2 有 相同 的 极 大 \ 极 小 值 点 . 
二 ; -zx-1 一 2 

提示 设 7(z) = 二 frT, 则 三 (z) -fnz>0A(z) 严 刀 且 


E53 二 夭 下 =/( 儿 下 ). 然 后 利用 上 题 


g(xX)+h(zx 
_(z-1)(x+2) 
3.5.10 ”证明 :; :函数 f(z )= TIC 在 (1， 2) 内 无 极 值 . 


提示 宜 用 对 数 导数 方法 求 导 ; 对 1<z<2,(nlF(z)l) = 二 + 


1 _ 1 1 
z+13 z+It2-z>0f(7)<0, 


故 f(x)= 后 f(z)= (nlF(z)1) PCz)<0. 
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所 以 f 在 (1,2) 内 无 极 值 . 

3.5,11 设 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 连续 , 且 在 1 上 无 信 等 于 常数 的 子 区 
间 , 若 f(x) 在 I 上 既 有 极 大 值 又 有 极 小 值 , 试 证 ;其 极 大 、 极 小 值 只 可 能 交错 
地 出 现 , 并 且 每 个 极 大 值 必 比 与 之 相 邻 的 极 小 值 大 . 

提示 ”可 用 反 证 法 . | 

设 x1 < zz 为 相 邻 二 极 值 点 ,由 三 的 连续 性 在 [zi ,zz] 上 必 有 最 大 、 最 小 
值 . 如 最 大 或 最 小 值 在 (zi ,zz ) 内 部 达到 , 则 得 
出 矛盾 . 

交 3.5.12 一 个 圆锥 面 如 果 沿 某 一 母线 剪 
开 , 展 平 , 就 会 得 到 一 个 扇形 如 图 3.5.7 所 示 . 反 
之 ,每 个 扇形 可 卷 成 圆锥 面 . 问 半径 为 R 的 扇形 
中 心 角 多 大 时 , 卷 成 的 圆锥 面容 积 最 大 ? 


《3 了/V6m) 
提示 2rr= Ra， 
容积 = 本 mr V 民 一 产 ， 
V’=0, 
得 -VER， 
3 
_2 
a= 3V6n. 


女 3.5.13 求 椭 加 x? + 六 = 1 在 第 一 象限 部 分 的 切线 ,使 它 被 坐标 轴 


截 下 的 线段 最 短 . . 
提示 ” 椭 贺 上 点 (zx,y) 处 切线 方程 为 


从 + 魏 =1 ((Z,Y) 为 切线 上 的 流动 点 ). 


令 Z=0( 和 令 了 =0) ,可 得 切线 在 y 轴 ( 和 xz 轴 ) 上 的 截 距 . 
再 提示 ” 截 下 的 线段 长 为 


1= 三 + 站 (其 中 党 =4(1-- xz))， 
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到 7(z)= 妃 = 二 + 7 全 本 作 为 目标 函数 , 令 广 (z) = 0, 得 工 - 瑟 V3,7 


\/ 了- 所 求 切线 之 方程 为 
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第 四 章 “一 元 国 数 积分 学 


导读 $4.2 节 针对 数学 院 系 学 生 , 其 余 四 节 适 合 本 书 各 类 

本 章 讨论 如 下 几 方 面 内 容 : 积 分 与 极限 ,可 积 性 ,积分 值 的 估 
计 、 积 分 不 等 式 与 定 积分 的 若干 综合 性 问题 , 若 于 著名 的 不 等 式 ， 
反常 积分 . 


§ 4.1 积分 与 极限 


一 、 利 用 积分 求 极限 


要 点 ” 定 积分 是 积分 和 的 极限 ,因此 求 某 个 表达 式 的 极限 , 若 
能 将 表达 式 写成 某 可 积 函 数 的 积分 和 (或 Darboux 和 ) ,那么 极限 
就 等 于 此 函数 的 积分 . 


> ps [1*+3°+.+ (2n+1)° 8 
例 4.1.1 求 lim An) (a, PE 
-1). 
解 


(1° +3°+.…+ (2n+1)")et! 
(2 + 4 ++ (2n))" 


ve +) | 


| 


B+1 


n 
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' tat 


Ce) 


>2° Bh 


这 里 把 > (2 三 】 二 与 > (下 ) 全 分 别 看 成 (= 
与 8( 引 = 如 在 [0,2] 上 的 积分 和 ,其 分 划 是 将 [0,2]7 等 分 ,& 分 
别 取 小 区 间 的 中 点 与 右 端点 . 

按 定 积分 的 定义 ,不 一 定 要 将 区 间 n 等 分 ， 只 要 最 长 的 小 区 
间 长 度 趋 于 零 即 可 .下 面 看 一 个 非 ” 等 分 的 例子 . 

x 例 4.1.2 求 极限 


lim(6* —1) 3 sinb (b>1). 
上 经 
原 式 = lim 3) (sin bm ) (6 - b* ). 
这 里 的 和 式 ;, 五 下 成 本 sin x 让 [1， 6] 上 按 分 划 


1=6*<6*<b .<b 
所 作 的 积分 和 .其 中 


Axi=6 -好 为 小 区 间 [5 六 ,5 ] 的 长 度 .最 大 区 间 长 度 
4:0<X = max Mz <b(b" -1) 0. 
,= EE [5 ,6 守 ] 为 小 区 间 二 端点 的 比例 中 项 .因此 
原 极限 = sin zdz=cos 1-cos 6 
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x* 例 4.1.3 证 明 im]] (2+cosiE) =V3. 


提示 ”人 先 取 对 数 . 积分 可 用 分 部 积分 法 及 变量 替换 rn- x=t 
求解 . 


二 、 积分 的 极限 


要 点 ” 当 极 限 的 表达 式 里 含有 定 积分 时 ,我 们 把 这 种 极限 称 
为 积分 的 极限 .对 这 种 极限 ,以 前 讨论 的 各 种 方法 原则 上 都 是 适用 
的 ,所 不 同 的 ,这 里 需要 充分 运用 积分 的 各 种 特性 和 运算 法 则 ,有 
时 也 可 转化 为 某 函 数 的 积分 和 或 Darboux 和 的 极限 ,从 而 转化 为 
新 的 定 积 分 . 

交 例 4.1.4 求 极 限 


1) im sin"zdzi( 兰 州 大 学 ) 


2) lim| Ed 
解 1) Ve > 0 (不妨 设 0 < e < FE 


x x 3 bb 
互 ， TZ. Z ， 

0 <| sin"zdx = | sin"xzdxz 十 sin"rdx 
0 0 亚 - 部 


因 0 < 国 二)j< i - (3 一 )=0 ( 当 


从 而 
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上 式 < 方 1+ 方 ~. 原 极限 为 0. 
1 


2) 因 0< | 
所 以 


<|, Xx" dx = 


Ea 


tm| 15 1+ i 
注 该 例 十 分 典型 ,特别 第 1) 小 题 ,将 区 间 分 为 两 段 :一 段 上 
函数 有 界 ,可 将 区 间 长 度 取 得 任意 小 ,然后 固定 分 点 , 另 一 段 区 间 
长 度 有 限 ,函数 一 致 趋向 零 ， 因而 两 段 上 的 积分 都 任意 小 ， 整个 积 
分 趋向 零 . 
练习 求证 : 


=0. 


1) lim (1 一 sin zx)"dz =0, 其 中 a€(0,1). 


2) lim | (1- sm z)"dz=0.( 北 京 航空 航天 大 学 ) 
3) im| e” dz=1.( 武 汉 大 学 ) 

提示 3) 也 可 看 成 求证 :lm| (e” -Ddz=0. 

六 例 4.1.5 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 , 试 证 : 

lim | js f(z)dz = 有 1(0). 


h=0* 
证 I 
[ raydz = “7(z) ! Rf(z) 
0 二 | 各 dz | 4 dz 
= +t+1,, 
其 中 


1 


nf 
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= f(é)arctan 元 | 


= f(é)arctan 二 (0<e<h) 
ht 
一 >f(0) ( 当 h->0' 时 ). 


| I,1 = I f(r)de |< Ms dz 
CCz)ISM) 
1 


= = M (arctan 三 — arctan 直 )>0( 当 A >~0 时 ). 


证 ( 拟 全 法 ) 因 lm | dr = 下 , 故 极限 值 可 改写 为 


于 /0)= tim sf(0)dz. 
间 题 归结 为 证 明 : 
lr oe 
但 
| 二 [7(z) - (0)jdz = (| +| ja fe) — f(0)Jdz, 


因 f(x) 在 x=0 处 连续 .所 以 Ve>0, 当 56>0 充分 小 时 ,在 [0,56] 
上 ,1f(z)-f(0)| < 三 .从 而 


下 jr f(z) ~ GO)]dz| 
二 shlflzr) = £0) 11 


6 
h 
rz 之 ©， 
天 十 并 Tx | mdz 


EE 6 e , _E€ 
一 cnmn ?< 互 二 本 
再 将 8 固定 ,这 时 第 二 个 积分 
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| re f(z) -oaz| 


<h | DLCz) -100) dz=h Mo 


Yi [3 
于 是 当 0<h 5 
| 二 和 [7Ca)- AGO)]dz| < 号 + 二 =。 证 毕 . 


:ARAF(z) h(f(zx) — fF(0)) 
解 下 | dr -| dx 


I 
+/(0) | 5 cr Lt+h. 


然后 证 明 五 一 0 ,7 一 亏 7(0). 
练习 设 /为 连续 函数 ,证明 : 
tim 之 2 | f(zx)dzx=/(0).( 武 汉 大 学 ;复旦 大 学 
on 2 十 1 


no TT 
下 两 例 使 用 两 边 夹 法 则 及 其 推广 形式 . 
例 4.1.6 设 f(z) 严 ,在 [0,1] 上 连续 ,f(0)=1,f(1)=0. 
斌 证明; V 6E (0,1) 有 
| (f(x))"dz 


1) 1 lm 一 一 一 一 一 = 0 
“| 2)) dz 


[a) "dz 
2) lim 1 
L002) dz 


证 1) (利用 两 边 夹 法 则 ) 因 /(z) ,0< (6)<f( 卫 )， 


f(5) 
p /(3) 0( 当 ?一 co 时 ). 故 对 任意 固定 的 6€ (0,1) 有 
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ce dz oe dz 


eee fre 


, [60)) dz 


f(3) 
下 人 

7(3) 互 
2) [利用 两 边 夹 法 则 的 推广 形式 (参看 例 1.3. 11)] 因 f(z) 严 


Nf(0)=1,f(1)=0; 知 0<f(zx)<1 当 x€(0， 1) 时 . 据 连 续 性 ， 
Ve>0,36.:0<6<6 使 得 


f(x)>1-e (VzxE[o, 0]). 


.5) 


于 是 
,Ly dz foe gz 


Gy dz fy dz 
| (f(z)) "gr 上 (f(z)) "dz 
Gray dz | [ca)) dz 


(f(zx))"dzr 


之 (1-e) 可 T 
| (f(x)) "dx + (f(z)) "dz 
= (1-e) 1 据 (1) Te) 
| (CFCz))"dz 


1+ + 一 一 一 一 
上 (CF(z))*dz 


( 当 n 一 co 时 ). 
. 310 ， 


由 e>0 的 任意 性 知 


| Ua) az 


lim = 1. 


| CC)"dz 

六 例 4.1.7 设 F(z)>0,g(Cz)>0, 二 困 数 在 [ac ,5] 上 连续 ， 
求证 : 

im (| Cz)) "alr)ar) = max f(r). 

(南京 大 学 ) 

解 因 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,所 以 在 [a,5] 上 达到 最 大 值 . 
即 存 在 zx。 ELa ,5], 使 得 

f(z0) = max f(x)——M. 

于 是 


1 
n 


(EY < (mst)az) 
= m (J ac)az)’ 一 RM ( 当 n 一 % 时). 


男 一 方面 ,由 于 f 在 zx。 处 连续 ,VY se >0,3 [a,B]CIa,6b], 使 得 


f(z)>M-e ( 当 zE[a,8] 时 )， 
改 ， 


(ceoecoaz) >( CCz))"g(z)dz] 


工 
加 


p i , 
>(M-e) (| se(z)dz] 一 (M-e) ( 当 n- 一 wo 时 ). 
由 e >0 的 任意 性 , 知 


tm (f Ua)rat)as) = M = maxf(zx). 


2b 
下 两 例 将 问题 转化 为 积分 和 的 极限 . 
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x* 例 4.1.8 设 F(z) 在 [a,5 上 可 导 , 广 (z) 在 [a,5]j 上 可 
积 ,Yn € N, 记 A, = > (aries) [f(z)az. 试 
926) f(a)]. : 
解 I (转化 为 广 (z) 的 积分 和 ) 


| 
nn 


证 :limnA， = 


1 令 zx,=at+i 
e 六 一 人 i 
nA, = db -一 一 > /x)dr | 
2 (fz) = f(x))dz 
-2 Fr -zidz (Ex,z)). 
(1) 
2° 因 (z, - 开 ) 不 变 号 , 导 函 数 有 介 值 性 质 ,因此 应 用 积分 第 一 
中 值 定理 ,不 难 知道 ; 9 &, ET[zx,_1 ,zi] 使 得 


| f(r-z)dz=f (8) | (z — x)dx. 
于 是 (1) 式 成 为 


"As =n DFE)| (x-z)dzr 


= 也 > f (E(x -zn) 


如" Dy fF (€) (x; ~ zi-1) 


QD 第 一 积分 中 值 定理 的 证 明 , 实 际 上 只 用 到 被 积 函数 的 可 积 性 与 介 值 性 . 此 处 
三 已 具备 这 两 个 条 件 , 故 可 使 用 该 定理 . 
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> | fC)dz 


=232(f(6)-f(a)) ( 当 m>oo 时 ). 


证 下 (利用 两 边 夹 法 则 及 了 的 Darboux 和 lim > miAz'= 


lim > MIAzi; = [f(r)dz) 
邻 =a+i2=4 将 [a,5]n 等 分 作 分 划 .如 上 有 式 (1). 记 


n 


7 ; 一 inf_ f(z),M,= Sup_ f(z) (i=1,2,. ,7). 
则 mz xz) SF n(x-r)<M (zr -7), 
m; | (zi — x)dz <| f (nn)(x 一 z)dz | 


<M, | (zi 一)dz， 
、 Tl 本 
i i ’ Ad， 
Fs) FO dr a) 
Ti-1 


注意 zx; zi-1 一 ,上 式 代入 式 (1) 得 


n 


1 b-a. b-a ~ b~a 
五 (42) 2 mi <nA,< 5 和 MM ， 


其 中 > mo 二， > ML， ?2 为 广 (z) 的 Darboux 和 令 n> oo 
取 极限 , 知 
lmnA, = 13 | f(z)dr= e366) -f(a)]. 
x* 例 4.1.9 设 F(z) 在 La,5] 上 可 积 ,g(z) 疡 0,g 是 以 T> 
0 为 周期 的 函数 ,在 [0, 了] 上 可 积 , 试 证 


lim| f(z)g(nz)dz = | g(r)dz 人 fC)az. 
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证 因 s(z) 以 了 为 周期 ,因此 g(nz) 以 过 为 周期 , 当 a 充 


分 大 时 ,[a ,0 含有 g(xz) 的 多 个 周期 .为 了 把 区 间 变 成 二 的 整 信 


数 , 取 足够 大 的 正 整数 m ,使 得 [A,B]==[ - mT,mT] 刁 [a,6]. 
这 时 [A ,B] 相 当 g(nz) 的 2mn 个 周期 . 


令 


(x), 当 zE[Lla,b] 
. ， 当 zE[4,B]\[a,5]. 
于 是 F(z) 在 [A,B] 上 可 积 , 且 


L= | f(z)g(nr)dr= [ F(x)g(nzr)dz. 
将 [A,B]2mn 等 分 , 作 分 划 A= zo< zi<…< zwm = 也 .每 个 小 
区 间 恰 是 g( nz) 的 一 个 周期 ,长 = 二 .于 是 


F(z)= 中 


B 2mn pr . 
,=| F(x)g(nz)dzr = > F(x)g(nz)dr. 
A i=1 v Xi-l 
(注意 到 g(x ) 之 0, 应 用 第 一 积分 中 值 定理 ) 
T= > 6 | g(nzr)dr, 
i=1 五 ~ 
其 中 c;;m, 三 inf_ F(z)<c,M,= sap_ F(zx). 
因 [z,-1,z;] 是 g(nz) 的 一 个 周期 , 令 nz ==z, 则 
T 
I 襄 2 1 T 
了 g(nr)dzr= | s(nz)dz = 去 | g(t)dt. 
代 人 上 式 ，， . 
_1r 四 本 
了 = 地 上 || g(x)dzr: 之 Gi 
注意 
nn - 2mn 2mn 
Dimi<S cc 工 < > MT. 
1= i=1 n i=1 nn 


“314 ， 


其 左 、 右 为 F(z) 在 [A,B] 上 的 Darboux 和 . 故 
lim1, = g(x)de: | F(z)dz 


= 二 | g(x)dz: 「 madz 


x 例 4.1.10 证 明 Riemann 引 理 :车 F(z) 在 [ae,b] 上 可 积 ， 


lm[ rz)s(nz)daz= 于 | g(x)dz [f(z)dz. 


注 与 上 例 不 同 之 处 在 于 去 掉 了 g(x) 之 0 条 件 ,不 能 用 上 例 
的 方法 直接 证 明 本 例 .但 欲 证 的 极限 式 ,关于 g 有 可 加 性 ,利用 这 
一 点 ,我 们 可 以 通过 取 函 数 正 部 、 负 部 的 方法 化 为 非 负 的 情况 . 
证 定义 

g(x), 当 g(x)20, 
0，.， 当 g(xz)<0; 
= | - g(z), g(x)<0, 

0， 当 g(z)>0. 
8'(z),g (zx) 分 别称 为 g(z) 的 正 部 、 负 部 .g(z) 以 T 为 周期 ， 
在 [0,T] 上 可 积 , 故 g*(z),g- (z) 也 如 此 , 且 g(z)=g+(z) 一 
8 (z). 因 而 | 


lim| f(z)g (nr)dz 


g' (xz)= | 


= 加 | f(r)[g’ (nz)-g (nz)jJdz 
= lim| f(z)8° (nz)dz — lim| f(z)g (az)dz 
( 因 g (z)>0,g (zx) 之 0, 可 利用 上 例 结果 ) 
| g (x)dzx | madz- 了 人 g (zx) [f(z)dz 


， [g’ (z) -eg (z)]dz' | f(z)dz 


-人 
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= 于 | g(x)dr: | fz)az. 


前 面 我 们 利用 积分 和 来 求 极限 .不 仅 如 此 ,有 了 时 我 们 还 可 借助 
于 可 积 的 充 要 条 件 来 求 极限 . 

x* x 例 4.1.11 设 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 ,在 [a， 6b] 外 保持 有 
界 . 试 证 :函数 f(z) 上 共有 积分 连续 性 . 即 


站 | |f(z+h)- rz)ldz=0. 
分 析 ”问题 在 于 证 明 : Ye >0,38>0, 当 |h|1<5 时 ,有 
[ f(z ++h) - f(z)| dzx<e. 为 了 利用 可 积 性 ,将 [a,65] 作 一 分 划 ， 


例如 令 x =a +i 将 其 等 分 .这 时 小 区 间 长 度 为 2 一 2， 
人 f(z+h) -f(r)ldz= > [f(x+h)- fr) |dz. 


车 令 |h| < 二 4 时 ， 则 点 (z+ 要么 位 于 所 在 的 (第 ， 个) 


区 间 上 ， 从 而 [f(z+h) f(a) < (w,; 为 第 i 个 小 区 间 上 ff 的 
振幅 ). 要么 z+ 天 在 相 邻 的 一 个 区 间 上 ,例如 h>0 有 
[f(z+h)- fr) EI f(r th) fr) | + 1x) f(x)) 


Sw 十 cui 
疡 及 0 时 有 
[LAGz+Pp)-Fz)ISIFCz+h) -f(x il 十 |f(zx-1)— f(z)| 
委 w it+ow， 


有 I fst) fr) leo 1 十 wit oil .对 第 1,n 两 个 小 区 
间 只 要 将 ou ， 人 ,看 成 2M 2 一 4 4 即 可 [M 表示 的 界 : |f(z)|< 
AM(Yz)]. 于 是 

二 | [f(z+h)- f(z)|dz 
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<3 DA +2M2 (An = 所 ?4 
由 于 /在 [a， 5] 上 可 积 ， Ve>0, 的 4 要 把 n 取得 足够 大 ,使 得 
2 


i=1 


各 35 <3 时 .全 


0<{ 1/(z+h) -f(r) dr > 


在 求 积 分 的 极限 时 ,也 经 皮带 用 到 Hospital 法 则 . 如 

交 例 4.1.12 设 f(z) 在 [A,B] 上 连续 ,A<a<6b<B. 
试 证 : 
im ET Eg = f(b) f(a) 


lim 


lim | 在 于 全 二 人) Ha) 


h—-0 


= lim., 天 Tf f(x+h)dzr~ 『 f(z)dz | 


=lim [六 f(z)dz — 「 f(z)dz|. 
应 用 人 型 L Hospital 法 则 


上 式 =lim[ f(b + 及) 一 f(a+h)]= f(5)- f(a). 
下 例 中 的 序列 1z, | 是 通过 积分 等 式 定义 的 ,我 们 来 求 它 的 家 


* 例 4.1.13 设 /(z) 在 [a,b] 上 非 负 、 连 续 、 严 客 漳 增 .由 
积分 中 值 定理 , V wn EN, 习 zx, E [a ,6], 使 得 人 
fz) -sl | f(s)dz. 机 
求 极限 lim zr, (注意 ,这 里 万 是 / 的 "次 等) (人. 
"317.  , 


了 
| 


分 析 首先 ,通过 变换 可 把 [a ,0] 上 的 问题 化 为 [0,1] 上 类 似 
的 问题. 令 z=ati(b-a),z,=att,(b-a)F(t)= flat 
ti(8-a)], 则 Fi) 疡 0 严 miE[0,1], 且 

PC)= [F(adr. 
只 要 求 出 了 lim zt , 则 limz, =a+ (5b 一 a)limt. 
为 了 玺 测 极限 lim t, 的 值 ,考虑 F(z)=: 的 情况 .此 时 


1 


1 
F(t,)= 1 = | : dt = pr 


1 
因此 ,我 们 希望 能 证 明 ,在 一 般 情 况 下 , 仍 有 lim 1, =1. 由 于 +, € 
[0,1], 为 此 只 要 证 明 : Ve >0, 当 n 充分 大 时 ,有 1-e<z.. 注 意 
F(z) 之 0 严 有 7. 这 等 价 于 
FO- < PF (= | Fd. (1) 


此 式 解 不 出 x ,我们 设法 将 (1) 式 右 端 进行 化 简 和 缩小 , 只 要 使 缩 
小 后 的 量 大 于 (1) 式 左 端的 F" (1 -。e), 则 (1) 式 自然 成 立 . 任 取 & 
€ (0,1), 则 


| Podz >| F(a 宇 FF(£€). (1 - £). 


故 要 (1) 式 成 立 ,只 要 使 
Fe (1-6)>F(1-e), (2) 
亦 妈 (a) <1-¢ (3) 


因 0 委 F(z) 严 二 , 取 6=1- 斑 >1-e, 则 


FLL-e) ， (FI-e) 
0 pe Shin (TH) -0 


故 ”充分 大 时 (3) 式 成 立 . 更 有 式 (1) ,等 价 地 有 1- s<z 去 1 这 
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就 证 明 lim *， =1, 从 而 lim zz， =b. 


pA 练 习 4.1 


次 4.1.1 设 /(x) 在 [0,1] 上 连续 ， 且 f(x) > 0， 求 极限 


mT ) 


n n 


inf(x)dx 


7r(2 JPGD. (上海 科技 大 学 )Mep 


4.1.2 考虑 积分 | (1 - =)"dz ,证 明 


1 1 1 (一 1)” 有 1 
Ct + n+1 CG = FI 
六 4.1.3 设 f(x) 在 [9,1] 上 可 微 ,而 且 对 任何 xE€(0,1) 有 |1f (zx)| 志 
M .求证 :对 任何 正 整数 有 || 7(z)dz - 士 /( 广 ) < 将, 其 中 MM 是 


一 个 与 z 无 关 的 常数 .( 南 开 大 学 ) 
提示 [0 1" 等 分 ,每 区 上 应 用 积分 中 人 定理 


1 < 微分 中 值 定理 
元 们 AS) /A( 二 )| 


(8 -去 )|< 帮 


*4,1.4 车 f(x) 在 [a,5j 上 可 积 ,g(x) 是 以 全 为 周期 的 函数 , 且 在 
[0, 个 J 上 可 积 . 试 证 : 


lim | f(z)8 (ar)dz = 于 | eCz)dz[ f(z)dz 。 


提示 ”参看 例 4.1.9 和 例 4.1.10. 


*4.1.5 设 s(z)=4[z]-2[2z]+1 其 中 [z] 代 表 数 z 的 整数 部 分 
( 即 不 超过 z 的 整数 之 最 大 值 ). 2 代表 自然 数 , f(z) 在 [0,1] 上 可 积 .证 明 


lim| f(z)s(nz)dr = 0. 
(兰州 大 学 ) 
提示 sz) 周期 为 1. 且 | s(x)4z 一 0. 参 看 例 4.1.9 和 例 4.1.10. 
* x*4.1.6 设 fo(z) 在 [0,1] 上 可 积 ,f(x)>0. 


fz) = fr)dr,n = 1,2,° 
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试 求 lim/,(z) (xE10,1]). 
六 4.1.7 设 /(x),g(x) 在 [a,65b5] 上 连续 ， 人 > SCz)>0. 求 . 
im (fF (2)ae )7 


提示 ”参看 例 4.1.7. 
*4.1.8 设 f(x) 在 [a,5] 上 二 次 可 微 , 且 了 (xz) 在 [a,5] 上 可 积 , 记 


B, MO ee < ) . 


试 证 :; 
mm 有 ,= 他 LF 0) f(a)]. 
x x4.1.9 设 
_1 1 1 
一 让 Wz 
_ 2 2 
B nTI' + “和 = 
试 证 lmn(ln2— A,)= 7 


lmme (mn2- B,)= 方 . 


*4.1.10 设 f(z) 在 [a,6b] 上 可 积 , 记 /=f(a+ 19- 
等 式 


4 ) . 试 利用 不 


1n(1+z) 一 六 272 ( 当 Izl< 二 时 ) 
证 明 lim (1+ /1, 和 < (+ 大生) 
= ei 一 
六 4.1.11 设 f(x) 是 在 [1,1] 上 可 积 在 x =0 处 连续 的 函数 , 记 


(1 -zx)",0<zr<1, 
e™, 一 1 委 z 委 0. 


i+ 志气 


pz)=| 


证 明 ;jm 芝 | f(x)p,(z)dz= Fo)， 


(浙江 大 学 ) 
' 320 ， 


提示 参看 例 4.1.5. 
2 ， . 
六 4.1.12 设 /(z)=| (1+ 去 ) sin dt(z > 0) 求 im F(n)sin 二 ， 
(福建 师范 大 学 ) 


提示 “可 用 Hospital 法 则 . 


之 8S4.2 定 积分 的 可 积 性 


导读 该 节 内 容 是 数学 系 的 难点 ,难度 较 大 ,所 看 到 的 考研 题 
相对 较 少 .数学 一 考生 可 从 赂 .数学 系 学 生 可 以 正文 为 主 ,习题 作 
为 机 动 . 

本 节 主要 讨论 如 何 证 明 一 个 函数 在 给 定 区 间 上 是 否 可 积 的 问 
题 .因为 关于 这 一 部 分 的 知识 各 书 上 写法 不 尽 相 同 ,为 了 与 读者 取 
得 共同 语言 ,首先 我 们 对 基本 内 容 作 一 概述 . 

函数 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 是 指 : 当 区 间 [a ,5] 的 分 旭 无 限 分 
细 时 ,积分 和 A 有 确定 的 极限 . 详细 地 说 : 若 对 [a ,5] 


的 任 一 分 划 

T:a=zxo<r<<zr,=b 
及 任意 &E[z za](i=1,2,sa) 作 积分 和 AS)Azi， 
当 和 = max Azi = max (zi 一 Zi-1) 一 0 时 ,极限 


1=lim 3 f(&)Az, WW 
存在 , 则 称 f(z) 在 [4d,5] 上 可 积 :其 中 (A) 式 用 'e - 8 表述, 即 
Ye>0,35>0, 当 XA<65 时 ,有 
7- Dis)ar |<e. (B) 


由 于 直接 应 用 定义 判断 可 积 性 ,要 克服 两 重 困 难 ,一 是 分 划 
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T 的 任意 性 ,二 是 6E [zi-: zi] 选取 的 任意 性 ,为 了 使 问题 简化 ， 


引 人 Darboux 和 的 概念 . 记 | 
nf fz), Mi= sup f(z), 


i 
zr, XAT 


i 


mj; 二 


则 5=5(T)= SMAx, SS= S(T)= D>)mAr = 
分 别称 为 f 的 Darboux 上 和 与 Darboux 下 和 中 . 


关于 Darboux 和 有 如 下 五 条 重要 性 质 . 
(1) 对 于 任意 分 划 工 及 & 的 任意 选 法 , 恒 有 


S(T)< FSA <S(T). 
(2) 当 分 划 加 细 ( 即 增加 分 点 ) 时 ,Darboux 下 和 不 会 减 小 ， 
Darboux 上 和 不 会 增 大 . 即 
S(T) 有 了 7,S(T) ( 当 细 分 时 ). 
(3) 对 任意 二 分 划 于 与 T', 恒 有 
S(T)<S(T’). 
(4) 了 二 ig 人 S(T) 称 为 f(z) 在 [a ,8] 的 上 积分 .和 一 sypS(T) 
称 为 (xz) 在 [a ,51 的 下 积分 .上 、 下 积分 与 Darboux 和 有 关系 : 
S<I,<I'<S. 
(5) limS(T)= 1 ,limS(T)=7. 
在 此 基础 上 ,我 们 获得 如 下 可 积 充 要 条 件 . 
定理 1 f(x) 在 [a,6] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 


lim 2 oAx 一 0， (C) 


其 中 Ww; = M, mm; 为 f(z) 在 [zx-1,zi] 上 的 振幅 .(C) 式 用 e-6 
表述 , 即 


Ve>0,38>0, 当 4<5 时 


@ 或 称 上 Darboux 和 与 下 Darboux 和 . 
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0 和 2ZwiAzi<e. 
1,=71". 

下 面 讨 论 如 何 证 明 可 积 性 问题 . 
一 、 直 接 用 定义 证 明 可 积 性 
要 点 (1) 直接 应 用 式 (B) 找 8;(2) 反 证 法 :用 (B) 式 的 反面 
形式 , 找 矛 盾 . 

例 4.2.1 设 f(x),F(z) 在 [a,b] 上 连续 , 且 a<x<b 时 
F'(z) = f(z). 试 用 定义 直接 证 明 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 且 


[f(z)dz = PFC) - F(a). 
证 Ye>0, 要 (B) 式 成 立 , 即 要 
Pa (pb) F(a) |<e. (1) 


对 任意 分 划 工 ; Q=Zo<2Zi<ZT Lz, 三 0， 
将 F(65) 一 下 (a) 改 写 为 


F(b) ~ F(a) = PF,) 一 F(zi-1)) (应 用 微分 中 值 定理 ) 
三 PFC — Zi-1) 


一 Darn € [xii, xi]. 
于 是 


(1) 式 右 端 = | YC7(&) - fm))Az | 
ET 
< PNA) AAs (Gn € [zn)). 


因此 ,问题 只 要 
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P18) = fm) IA < se， (2) 
但 由 于 f 在 La， 5] 上 连续 ， 所 以 一 致 连续 : Ve>0, 习 8>0 当 z， 
zx Ela,bjlzx -x1<68 时 ,有 |f(x)- f(x 1<e18 一 a. 
因此 , 当 4<6 时 ,有 
1 SAnSA< 


故 Pfs) -olans a 


问题 获 证 . 
例 4.2.2 证 明 :f(z) 在 [a,b] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 :对 于 任 


何 一 个 使 得 % 一 0 的 分 划 序 列 {T 1 ,所 作 的 积分 和 2 AS)Az， 


其 极限 lm >) /(&)Az, 便 存在 并 且 相同 (不 妨 记 为 1). 


证 必要 性 明显 ,只 证 充分 性 . 
车 TE je >0, 


vi>0, 3 分 划 ,及 ELz,_1 ,x ] 虽 然 对 应 的 < 二 ,但 
上- DF(E®)Az |> eo. 

如 此 ,我 们 得 到 一 个 分 划 序 列 {T| ,虽然 A 一 0 但 lim >) (69 ) 

Ax 了 ,与 已 知 条 件 矛 盾 . 


二 、 利用 定理 证 明 可 积 性 


a。 利用 定理 2 证 明 可 积 性 
要 点 ”要 证 明 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 , 按 定理 2, 只 要 诈 明 
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f(z) 在 [a,5bj] 的 上 \ 下 积分 相等 , 即 1, = 了. 
例 4.2.3 (定理 1) f(z) 在 [a,5] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 : 
Ve >0, 习 分 划 工 ,使 得 


Do < Ee. 


证 根据 定理 1， 必要 性 明显 ， 只 要 证 明 充 分 性 .已 知 Ye>0， 

3 分 划 工 ,使 得 
0< SCT) -SCT) = Dl hz <e. 
由 Darboux 和 性 质 ( S)， 
S(T)<L EISES(T), 

故 0<1- 了 <5(T)-S(T)<e, 由 。e>0 的 任意 性 , 知 [= 
了 ,所 以 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 . 

b. 利用 定理 1 与 定理 1'( 例 4.2.3) 证 明 可 积 性 


要 点 ”利用 定理 1 与 定理 1' 证 明 可 积 性 ,关键 在 于 证 明 当 4 
充分 小 时 之 mAz; 能 小 于 任意 事先 指定 的 正 数 e: Dw,Ax; <e. 


方法 A: 若 > w 有 界 , 可 以 利用 


2owiAz AD ow,. 
(例如 证 明 单调 函数 的 可 积 性 ) 
方法 B: 证 明 w,<e(i=1,2,…,n)， 
从 而 2wAr<e TAr<e(b -a). 
(例如 连续 函数 的 可 积 性 ). 
方法 C: 利 用 忆 wiAz, = 乙 wjiAz; + Dw Ax,, 
2 中 ,w<e/lb-a; 
二 中 ,二 Ar<el/0， 
其 中 0= spp, f(r) inf, f(z) 


是 f 的 全 振幅 . 
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方法 D: 利 用 w! 志 wf (其 中 wf! 与 wt 分 别 表示 函数 了 与 g 在 
第 i 个 小 区 间 上 的 振幅 ) 从 g 的 可 积 性 ,推出 的 可 积 性 (例如 : 
f(z) 在 [a,5j 上 可 积 ,用 此 法 可 证 | F(z)i 在 [ae ,oj 上 亦 可 积 .) 
下 面 是 应 用 这 些 方 法 的 例题 : 
例 4.2.4 设 f(x) 是 [a， 5] 上 的 有 办 变 差 函数 ( 意 指 f(z) 
在 [a ,8] 上 的 全 变 差 ) 
M = syp| DYN/(z) - f(z) 1)<+ oo. 
试 证 f(z ) 在 [a ,5] 上 可 积 . 
提示 “证 明 对 任意 分 划 了 而 言 ,有 > w < M ,从 而 应 用 广 
法 A. . 
例 4.2.5 设 JFz) 在 [ca,6] 的 每 一 点 处 的 极限 存在 并 皆 为 
零 , 试 证 :/(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 且 | f(z)dz =0. 
证 设 zo。€1a,5bj 为 任意 一 点 . 因 lim f(x)=0, Ve>0，, 
36., >0, 当 xE(zxo- 6. ,zo+6。 ) 时 ,有 
[f(zx)l<e, (zszo). (1) 
如 此 和 (zo 6, ,zot+ 8 );xo€E[a,b]| 组 成 了 [a,5] 区 间 的 一 个 
开 覆 盖 . 由 有 限 覆 盖 定 理 , 其 中 存在 有 限 子 覆盖 |(z, - G。，zi 十 
3. )1i1. 至 此 ,我 们 证 明了 : 除 有 限 个 点 和 zx, ,… ,zxz, | 之 外 , 恒 有 
|f(z)|l<e, (x r,t). (2) 
至 此 容易 用 方法 C 及 定理 1 证明 f 在 [a,5] 上 可 积 .事实 上 ,Ve 
>0, 令 si 和 5 一 5, 如 上 有 式 (2) 成 立 . 取 RM >maxlF(zl)，…， 
f(x), el, 作 一 分 划 下 使 含 zz ,zi 的 各 小 区 间 之 总 长 
2°Azx, <j 订 , 则 
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DwAr; =2ZroiArzi + Dw Ar<2M 和 7T+2e (0 一 4)= 


(其 中 立 ' 表 示 含 zx ,…，z, 各 小 区 间 对 应 项 之 和 ; 可" 是 其 余 各 项 
之 和 . ) 太 可 积 性 获 证 . 既然 可 积 , 点 & 不 论 怎样 , 选 积分 和 的 极限 
相同 .如 上 ,每 次 只 要 6 选 得 与 式 (2) 中 的 x ,… ,zx 不 同 , 易 证 积 
分 和 的 极限 为 零 . 

另外 ,利用 “每 个 e >0, 最 多 只 有 有 限 个 点 使 得 | /(z) | 不 小 


于 e" 我 们 也 可 直接 证 明 lm YA(5)Az = 0. 


下 面 是 方法 DD 的 例子 . 
例 4.2.6 设 f(z) 在 [a,5] 上 可 微 , 试 证 (zx) 在 [a,b] 上 
可 积 的 充 要 条 件 是 :存在 可 积 函 数 g(x) 使 得 


f(z) = f(a) +|s (z)dz (1) 


证 必要 性 只 要 令 g(x)= (xz) 即 可 得 到 . 这 里 只 证 充分 . 
和 (我 人 征明 ,对 全 一 分 划 而 言 ,在 小 区 间 上 了 f(z) 的 振幅 小 于 或 
等 于 g 的 振幅 ;w/w ) 

设 T:e=zo<zi<…<zr = 是 [a,5] 的 任 一 分 划 . 记 


ms 站 inf _ &(7), M: = sgp ,8(7), 


则 wt = Me ms. 
设 ELzi- 1 学; ] 为 任意 一 点 ,z+AzE[z yz], 则 由 (1)， 


Af 了 +Az 
注意 到 < ;所 以 
shf 
mA <M 


令 Az~>0 取 极 限 ,得 
mf (zr)EM, YrELz, ,zx]. 
因此 f(z) 在 [x,_, ,x;] 上 的 振幅 
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ay = sup f(r)-— if f(r)<M - 705 一 


z, 1 ze Zi Sze, 


故 
0 委 盖 of Ar Dw! Arx,. 
因 g 在 [a,5] 上 可 积 , lim wfAz, =0, 故 知 lim wf Ax; =0, 
(zz) 在 [a,5] 上 可 积 . 
注 关于 充分 性 ,下 面 的 证 法 是 错误 的 ;将 式 (1) 对 z 求 导 ， 
得 (zx)= g(xz). 由 g(xz) 可 积 知 了 (xz) 可 积 .错误 是 g(z) 未 必 
连续 ,从 而 (| sodz] =g(z) 未 必 成 立 . 


上 述 方法 以 方法 C 应 用 最 广 . 下 面 我 们 用 它 来 证 Riemann 函 
数 的 可 积 性 及 定理 3. 
例 4.2.7 证 明 Riemann 函数 R(xz) 在 [0,1] 上 可 积 . 
Rey- 
0, 工 为 无 理 数 时 . 
证 Ve>0,[0,1] 上 使 得 > 的 点 ,最 多 只 有 有 限 


个 .事实 上 ,要 一 >el/2, 即 要 - q<2 ,因此 R(z) > 与 的 点 r= 
(0<p<4< | 名册 有 有 限 人 .为 和 个. 作 分 划 之 后 , 令 


ZiAzi = DuiAzi+ >oiAzr ， 
其 中 "表示 含有 上 述 那 种 例外 点 的 小 区 间 对 应 项 的 和 , 5”w,Azx， 


是 其 余 各 项 的 和 . ,Ax， 中 每 项 w < 地 .因此 


ww Arz， <F7Ar SF:1 = 
在 2 中, 因 这 种 项 最 多 只 有 2& 个 , 故 
27wAz; 人 2 Ar, <2kA. 


要 2 俯 < 志 ,只 要 取 65= 在 ; 则 < 时 ， 


上 
7 
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之 wiAzi 一 5)wAz, 十 忆 wAzri< 记 + 误 = E . 


例 4.2.8 (定理 3)f(z) 在 [a,5b] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 Ye 
>0, Vo>0, 习 分 划 工 ,使 得 振幅 w; 之 e 的 那些 小 区 间 [ z;- ,zi] 
的 长 度 之 和 

之 Ar < vc. 


(通俗 地 说 ， 即 是 振幅 不 能 任意 小 的 那些 小 区 间 之 总 长 可 以 任意 
小 .) 
证 1° 必 要 性 .目的 在 于 证 明 : Ye >0, Yo,>0, 有 分 划 了 ,使 


得 >)Az; < o. 因为 . Ea 
we 
eA: 过 DwiAr 二 PE 
WE YE i 


可 见 , 只 要 > Az, < es, 那么 与 上 式 联 立 ， 即 得 之 )Az， < ec， 


we 


从 而 有 > ,Ar < 0. 
因为 已 知 f(x) 在 [a， 65] 上 可 积 ,所 以 , Ye >0, Ve>0,3T 


(分 划 )， 使 得 > Ax; < so. 这样 问 题 必要 性 获 证 . 


2° 充 分 性 . 要 证 f(z) 在 [a,65] 上 可 积 , 即 : Ye >0, 要 找 分 划 
,使 得 
| ， Deh <e. (1) 
但 已 知 :Y el >0, Vo>0,3 械 使 得 
Dy Az < 0o. 


1 


从 而 
Doar, 二 >) ciAZzi + 2 CiAzi 
i=]1 el wi < el 


CAD Ar +el > Arzi 
at wi<e 
NA.ote(b -a), (2) 
其 中 R=M-m= sup f(T)- an (x) 为 f(z) 在 [a,b5j 上 的 
全 振幅 (因此 w <a). 可 见 要 (1) 式 成 立 ， 只 要 事先 取 si = 


E _E€ 
15,0 ; 则 (2) 式 表明 


Posr<n “oo+e(b—-a)< Ee. 


故 这 时 的 工 ， 即 为 所 求 . 

ec. 利用 定理 3( 例 4.2.8) 证 明 可 积 性 

要 点 ”要 证 一 函数 f(z ) 在 [a,5] 上 可 积 , 此 法 的 关键 在 于 ， 
对 任意 的 e>0 和 cc>0, 找 一 分 划 下, 使 得 


DJAz < 5. 


we 


例 4.2.9 设 y=/f(w) 在 [A,B] 上 连续 ,w= p(xz) 在 [a,65] 
上 可 积 . 当 zE[a,p] 时 ,4 委 8p(z) 委 日 . 试 证 F(x) 三 f[ p(x)1 
在 [a ,5] 上 可 积 . 

证 因为 A(x) 在 [4 ,B] 上 连续 ,所 以 在 [4 ,B] 上 一 致 连续 : 
Ve>0,35>0, 当 w,u €[A,B],lu -xu |<65 时 ,有 


1f(w)- fw )1<5. (1) 
因此 作 分 划 以 后 ,在 [zx;_; ,zx;] 上 ,车 g(x) 的 振幅 w?<6, 则 F(x) 
三 f( p(xz)) 的 振幅 w <e.[ 事 实 上 ,这 时 VY x zcfz ivz]( 记 


u = pz),u = p(x )) 则 
lu ~u 1- lg(2) -g(a) I<or < 


从 而 IF(z) -F(z)1=1f(u) ~ f(u")1<， 


故 f= sap |F(z)-F(r)l<§<e.] 


, Sr ,ET 
-1 
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由 此 可 见 ,在 [zi ,zx;] 上 若 wi 之 e, 必 有 w? 之 5. 
故 Dj Ax; < 委 DJ Az. (2) 


o> 


如 此 ,Ve>>0,YVo>0, 首 先 按 式 (1) 找 出 8>0. 再 由 p(xz) 在 
[a ,5] 上 可 积 ,利用 定理 3 的 必要 性 对 3>0 与 c>0, 存 在 分 划 
,使 得 
>JAz < ao. 


wf >8 


于 是 由 式 (2) 知 
Dj Az < 委 DAz, < 0. 


根据 定理 3 的 充分 性 ,这 便 证 明了 F(z) 在 [a,b] 上 可 积 . 
最 后 ,我 们 讨论 可 积 性 与 连续 的 关系 . 
例 4.2.10 若 f(z) 在 [a,5] 上 的 不 连续 点 可 以 用 有 限 个 总 
长 任意 小 的 有 限 个 区 间 所 覆盖 , 则 f(z) 在 [a ,5] 上 可 积 . 
提示 “利用 定理 3, 或 定理 工 (方法 C) 容 易 证 明 . 
例 4.2.11 车 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 则 f(z) 的 连续 点 在 
[a,5] 上 处 处 稠密 . 
证 问题 归于 证 明 f(xz) 在 [a ,5] 内 至 少 有 一 个 连续 点 .事实 
上 ,车 能 如 此 , 则 VY[a,B]C[a,65], 因 为 f(z) 在 [a,8] 上 可 积 , 故 
f(z) 在 [a,B] 内 有 连续 点 .这 就 证 明了 连续 点 处 处 稠密 . 
为 了 证 明 f(z) 在 [a ,0] 内 至 少 有 一 个 连续 点 ,我们 采用 区 间 
_ 套 的 办 法 . 
因为 F(z) 在 [a ,6] 上 可 积 ,所 以 lm 已 wiAzri =0, 对 el = 十， 


2 
分 划 T, ,使 得 
Zw,Ar, <el(b -a). 、 (1) 
如 此 ,至 少 存在 一 个 小 区 间 [ x,_,, x;], 使 得 其 上 了 f(z) 的 振幅 
w; < 61. 因为 不 然 的 话 避 了 w,Axz; 之 el A 之 e, (5 一 4a) 与 (1) 式 忒 
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盾 .将 此 小 区 间 适 当 收缩 ,总 可 以 使 得 它 的 长 度 zx; 一 z-1< 序 (5 
-4) ,使 它 的 二 端点 在 (a,5) 内 , 记 缩 小 后 的 区 间 为 [a1,51]. 则 a 
<al<b,<b,b,- a1< 去 (2 -a), f(z) 在 [a, ,5b;] 上 的 振幅 


of[a 5]<ei = 过， 


将 [al,b1] 取 代 上 面 的 [a ,5j], 作 同样 的 推理 ,可 知 对 e, = 
在 [as,bs]Clar,b],ar<a<b< bb -ar<(b, 
于 (8- a),A(z) 在 [as ,bs] 上 的 振幅 

w [a,,62]< ez= 


如 此 无 限 做 下 去 ,我们 可 得 一 区 间 套 ， 
[a,blDLa,bi Dea, ,bl1D.…DLa, ,b, DO. 


立 . 


0< -wu< 元 (4- o 一 0( 当 n>o00) 
且 4a,<a f(z) 在 [@， ,0 ] 上 的 振幅 


our[a ,<e， = 地 
根据 区 间 套 定理 , 3 e€[a,,6,] (n=1,2,.…). 
因为 ao, 严 AE,b, 严 \6, 所 以 


as<é<b, (n=1,2,…). 


立 , 存 


一 ai)<< 


现在 容易 看 出 f(z) 在 点 连续 .事实 上 ,Ye>0, 可 取 ， 使 
得 去 <e. 从 而 令 8 = minj 有 -88 四则 1z -6 < 8 时 ， 


Zz€[a, ,b,j], 从 而 
Le -AI<wr[a bl<<e. 
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即 表明 f(x) 在 & 处 连续 . 
家 例 4.2.12 证 明 : 若 f(z) 这 0 在 [a,5] 上 定义 并 且 可 积 ， 
则 等 式 
[WE = 0 


成 立 的 充 要 条 件 是 F(z) 在 连续 点 上 恒 为 零 . 
提示 ”必要 性 若 zoE[a,5] 为 了 的 连续 点 ,F(zo)>0. 则 


Ey 


3 8>0 使 得 人 readz > | 


工 


ot6 
f(r)dr >0. 
-8 


0 


充分 性 ”可 利用 积分 定义 与 上 例 结果 得 到 . 
pA 练 习 4.2 


4.2.1 设 函数 f(w) 在 区 间 [A,B] 上 连续 ,g(xz) 在 [a,5] 上 可 积 , 当 
xzE[a,5] 时 ,A 魏 g(z) 魏 昌 . 试 用 各 种 不 同 的 方法 证 明 f[g(x)] 在 [a,6] 上 
可 积 . 

4.2.2 试用 多 种 方法 证 明 f(x) 在 [0,1] 上 可 积 , 设 


1) f(z)=segn (sin £); 


1 1 
2) ro [二 | 当 z 车 0 时 ， 
有 当 z=0 时 . 


4.2.3 车 f(xz),g(xz) 在 [a,5] 上 可 积 , 试 证 max| f(z),g (xz) 及 
min| f(z),g(x)| 在 [a,5] 上 亦 可 积 . 

4.2.4 试用 定理 3 重新 证 明 Riemann 函数 在 [0,1] 上 可 积 . 

4.2.5 设 f(x) 在 [a,5b5] 上 可 积 ,[ f(x)] 表 示 对 f(z) 的 值 取 整 数 部 分 . 
试 间 [ f(z) 在 [a ,5b] 上 是 否 一 定 可 积 . 

4.2.6 设 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 试 证 :对 于 [a,5] 上 任 一 可 积 函 数 


g(z) ,和 有 | reg(z)az = 0 , 则 函数 F(z) 在 连续 点 上 便 为 零 


4.2.7 设 在 [ -1,1 上 的 连续 函数 /(xz) 满 足 如 下 条 件 :对 [ - 1,1] 上 的 
任意 的 偶 连续 函数 g(z) ,积分 
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[masg(zyaz =0. 
试 证 : f(z) 是 [ - 1,1] 上 的 奇 函数 . (武汉 大 学 ) 
提示 只 需 证 明 | [f(z) + /(- zx) 了 dz - 0, 并 注意 到 g(x) 一 
f(z) + f(x) 是 偶 函 数 . 


§ 4.3 ”积分 值 估计 积分 不 等 式 及 综合 性 问题 


一 、 积 分 值 估计 


有 些 函 数 虽 然 可 积 , 但 原 项 数 不 能 用 初等 项 数 的 有 限 形式 表 
达 . 或 说 这 种 函数 的 积分 “ 积 不 出 ”, 无 法 应 用 Newton 一 Leibniz 公 
式 计算 ,只 能 用 其 他 方法 对 积分 值 进行 估计 ,或 近似 计算 . 另 一 种 
情况 是 ,被 积 函数 没有 明确 给 出 ,只 知道 它 的 结构 或 某 些 性 质 , 希 
望 对 积分 值 给 出 某 种 估计 . 

x a, 利用 Darboux 和 估计 积分 值 


要 点 若 S = > miAzx; ,S= p> M.Az., 表示 积分 
1= [WE 的 下 、 上 Darboux 和 ,那么 积分 存在 时 ,有 估计 
S< [f(z)dz <S. 


* 例 4.3.1 求 A,B, 使 得 A<| VirTzidr<B, 要 求 B- 


A 二 0.1.( 首 都 师范 大 学 ) 

注 ”de6pImes 定理 告诉 我 们 , 二 项 微分 式 的 不 定 积分 
| (+ z)7dz 除 以 下 三 种 情况 可 以 积分 出 来 之 外 ,其 余 情况 积 
不 出 : 

(GD y= 整数 ;(i) y * 整 数 ,但 = 整数 ;i) 7 s 整数 ， 
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“整数 ， 但 "有 + 7 整数 .现在 a =0,8=4,Y= 让 ,不 属于 


这 三 种 情况 ,因此 该 积分 积 不 出 .但 v 1+ x“ 连续, 积分 有 意义 .下 
面 我 们 用 Darboux 和 对 积分 进行 估计 . 

解 . 将 区 间 [0,1]n 等 分 ,利用 VY 1+ x” 的 单调 性 ， 每 个 小 区 
间 上 ,端点 到 达 上 ,下 确 界 因此 


i 1+ ( 一 <| /I+ zdz 


这 时 a 
要 使 S, - S, <0.1, 只 要 取 n=5, 于 是 


| i 
A=4>1+ | 3 ) = 1.053， 
1 < i \ 
3§2V1+ (3) = 1.135. 


x 例 4.3.2 车 f(xz) 在 [a,51]1 上 可 积 , f(x)>0, 试 证 : 
[EEE > 0. 
(该 结论 很 重要 ,经 常用 到 ). 


证 I f(zx)>0， 2 f(&)Ax; >0, 因 而 由 可 积 性 知 


B 


上 


[rmaz = lm Df)Az, 之 0. 
〈 现 用 反 证 法 ,证 明 这 里 的 等 号 不 可 能 发 生 ) 
设 | f(z)qz =0, 则 对 于 f(x) 的 上 Darboux 和 有 
lim >) MAz, =0. 
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从 而 V el >0, 3 分 划 工 ,使 得 > M.Az; <ei(b 一 a). 由 此 至 少 存 


在 一 个 M < ,因为 否则 每 个 M, 之 ei ,应 有 2 MiAzi 之 el FAx; = 
e1(5 一 a) 与 上 式 矛 盾 . 
将 M; < ei 的 这 个 小 区 间 记 为 [ai ,651]. 于 是 f(z) 在 [ai,61] 
上 可 积 ,把 [a; ,51] 取 作 上 面 的 [a ,6b] ,重复 上 述 推理 ,可 得 到 [a,， 
5;]CLai ,6b1], 使 得 
sup f(x)<e,. 


2, reb, 


如 此 无 限 进行 下 去 ,可 以 得 到 一 串 区 间 
[a ,0 二 [al 5] 也 [ap] 卫 … 了 了 [ap DLa,, ,2,1 
使 每 个 [a, ,5 ] 上 
supf (xz)<e, (n=1,2,…), 
根据 区 间 套 定理 ,3 &€[a, ,5,] (n=1,2,…), 从 而 
Of(E)<e, (n=1,2,.…). 
令 e, 一 0, 可 知 F(E) =0. 与 已 知 条 件 J(z)>0 了 矛盾 . 
证 下 (利用 例 4.2.11 的 结论 即 得 ) 
b. 利用 变形 求 估计 及 积分 估计 的 应 用 
要 点 若 /(xz) 在 [a,5] 上 可 积 ,一 般 来 说 我 们 可 以 通过 各 种 
变形 来 对 积分 | A(z)dz 之 值 进行 估计 . 例如 用 变量 车 换 、 分 部 积 


分 、 中 值 公式 、Taylor 公式 等 ,使 积分 变 成 易于 估计 的 形式 .另外 被 
积 函 数 放大 、 缩 小 ,区 间 放 大 和 缩小 也 是 获得 估计 的 重要 方法 . 
利用 变量 替换 进行 变形 


VIA 
例 4.3.3 证 明 | sinzzdz > 0. (国外 赛 题 ) 
证 令 x?=y 作 变换 
I = | snzzdz = 到 | dy = 到 (| 十 | ) 呈 > 
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= +1,. 
在 I, 中 作 变 换 z= y 一 x， 


siny sin 
a 2 下 


i sy 
2Jo Vytx | 

= 二 站 (加 - Sin y js 
于 是 I 于 | 万 了 /dy 


-Te 
在 (0,7) 内 ,被 积 西数 
ny (站 ->0 
个 别 点 不 影响 积分 值 .由 例 4.3.2. 知 1>0. 
利用 分 部 积分 进行 变形 
车 /(z),g(z) 在 [a,6] 上 有 连续 导数 ,f(z)g(z)| =0, 则 


[fa = Ra)g(z)| -| f(r) (x)dz 


=- | f(x)8 (x)dz. 

车 f(z),g (xz) 在 [a,5] 上 有 2n 阶 连续 导数 , 且 /个 (a)= 
f(b)=g (a)=g (5b)=0 (i=0,1,2,…,n 一 1), 则 反复 利 
用 分 部 积分 法 可 得 . 
[F(z)8(r)dr 一 f(a) (dz. | (A) 


此 式 给 出 了 一 个 重要 的 变形 . Se 


例 4.3.4 设 f(z) 在 [La,6] 上 有 2n 阶 连 续 时 数 ， 


| Fn(z)I 和 MAO(a)= f° (6)=0(i=0,1,2,: … 试 
证 : ao 
.337 ‘EY 


局 


(2 1)2 AM 2n+1 
fnar|< Mi a 


证 令 g(z)=(x-a)"(6-z)", 则 g? (a)=g® (5)=0 
(=0,1,2,…,2 -1), 且 ge2"(z)=(-1)"(22)1. 因 此 利用 上 面 
刚 介绍 的 公式 (A)， 

「 ra)dz = 和 让 | ra 1)”。，(272)1dz 


一 Gi fa)" (zdz 
一 1)” “fan (x) » g(r)dz, 


_( 
~ Gn)T, 
所 以 
raz|< by el a) or 


M , n n 
< wl) -a)"(b— x)"dz. 


令 z=a+i(b -a), 
& 1 
| (z-a)"(O-z)rdz= (8 -az £1" (1 ~ 1)"di, 
a 0 
令 1= sin’0， _ 
1 到 
| 1" (1-1)"dt = 2| sin’"*! Goos’"*! dg 
0 0 
(利用 Wall’s 公式 ) 
(2n)1! (2n)11 


= [502zfTJTTT 


2 721 .2".71 (n1)? 


2 2 1 ~ Gat 


(或 | Ga — £)"dt Blntl,ntl)= tL 
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总 之 ? 


ar |< 一 Q)2 
利用 缩放 被 积 函 数 或 积分 区 间 进 行 变 形 
交 例 4.3.5 F(z) 在 [0,1] 上 有 连续 二 阶 导 数 ,F(0) = f(1) 
=0,F(z)s0( 当 zE(0,1) 时 ), 试 证 : 


FB ar > 4 (1) 


j,I7 
(四 川 大 学 ) 

证 因 (0,1) 内 f(z)#0, 故 f(z) 在 (0,1) 内 恒 正 或 恒 负 [ 否 
则 由 介 值 性 , 必 有 零点 在 (0,1) 内 ,与 F(z)s0 了 矛盾 ]. 不 妨 设 
f(z)>0(<0 的 情况 类 似 可 证 ). 因 F(z) 在 [0,1] 上 连续 , 故 存在 
cEL0,1j, 使 得 f(c)= 时 十 人 于 是 Ya,5b5:0<a<b<1l1, 有 


| 
flz 


Ha = 区 Fyh lf “(a) lar 


> |f “(zx)ldr>F 1 |] “aaa| 
= FLAG -Fa)1， (2) 


(下 面 我 们 来 恰当 地 选取 a ,5 ,使 得 到 所 需 的 估计 .) 注 意 到 (0) 
= (1)=0, 应 用 Lagrange 公式 ， 


3sE (0,c), 使 得 了 (6)= 人 0A， 


人 

3 wE(c,1), 使 得 广 (7)= AD-AO- £0. 
在 (2) 式 中 令 a= 6,b= .用 (3) 代 人 ,注意 到 
Voto -1 


(3) 


得 


,| 4 
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(1) 获 证 . 
利用 微分 中 值 公式 或 Taylor 公式 对 被 积 函 数 进行 变形 


六 例 4.3.6 设 F(z) 在 [a ,6] 上 二 次 连续 可 徽 ,2 
0 , 试 证 : 


2)- 


fr)az|< MG -ap124， 
其 中 M= sup,1f《(z)|.( 中 山大 学 ) 
证 将 f(z) 在 z=43< 处 用 Taylor 公式 展开 ,注意 到 


/号 2)=0, 有 
rr 人 -re 人 -人 
右 端 第 一 项 在 [a ,5] 上 的 积分 为 零 . 故 
eaz|s 直 “elfz- 


2 
2 ) dz 


2 


例 4.3.7 设 f(z) 在 [a,5b] 上 连续 可 微 ,和 且 f(a)= f/f(65)= 
0, 则 


一 人 


-Mi ,yy 
=¥ a). 


max, |f (x)|>75 


4 二 『 Fr(z)ldz。 


提示 | |FCz)1dqz = Per lf(z)ldr+ 于 | f(z) laz. 


右 端 两 项 分 别 在 a,5 点 应 用 微分 中 值 公式 . 
以 上 各 例 为 已 知 函 数 的 性 质 , 要 对 积分 进行 估计 .下 面 看 一 个 
反问 题 :已 知 一 个 估计 ,看 是 否 正确 . 
交 例 4.3.8 在 [0,2] 上 是 否 存 在 这 样 的 函数 ,连续 可 微 , 并 且 
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f(0)= Ar2)=11FCzI<SL， IACz)az | 过 19( 扬 州 师范 大 学 ) 
证 ( 据 已 知 条 件 重新 对 积分 | 7(z)dz 进行 估计 ) 


| f(z)dz = | f(z)az 十 | rz)dz 


右 端 第 一 项 , 按 z =0 处 展开 ,注意 F(0) =1 及 | 了 f(z)| 志 1 条件， 
f(x)=f(0)+f(é)xr (0<é<z) 
=1+f(é€)zx21-x (VYzE[0,1]). (1) 
从 而 


[A(z)az >['a - z)dz = 示 - 


类 似 , 第 二 项 有 


所 以 | f(z)dz >| a ~ rx)dzr + [(z 一 1)dz = 十 
( 现 证 这 种 /不 存在 ) 假 设 这 种 存在 , 则 由 
js)az|< 1 有 | f(z)dr >1 


1 _ 
亏 = 1 


知 [f(z)az =1= fa -xz)dz + | (z -1)dr, (3) 


1- z, 当 0O<z<l 时 ， 
. Zz-1, 当 1<z 委 2 时 . 
式 (1)、(2)、(3) 表 明 二 连续 函数 f(x) 宇 g(x), 且 积分 值 相等 . 
此 我 们 有 f(z) 二 g(z) 在 [0,2] 上 .但 此 与 广 的 可 徽 性 矛盾 .所 以 
f 不 存在 . 

以 上 ,我 们 主要 讨论 积分 估计 的 基本 方法 ;下 面 我 们 来 看 积分 
估计 的 某 些 应 用 . 

关于 函数 值 的 估计 


六 例 4.3.9 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , f(z)dz =0, 
*。 341 :* 


记 g(xX)= 


| zzzmdz = 0 fz) de = 0， 


fraoaz=1 (n> 

求证 :在 [0,1] 的 某 一 部 分 上 | f(z)| 之 2"(n +1). 
(吉林 工业 大 学 ) 

证 “由 已 知 条 件 , 对 任意 a, 恒 有 

| -artz)daz = 1 (1) 

(用 反 证 法 ) 假设 [0,1] 处 处 都 有 | f(z) 1 <2" (n+1). 若 能 
选取 恰当 的 。 ,由 此 得 出 人 计 || (z - s)"7(z)dz | < 二 便 找到 
了 矛盾 .事实 上 ,这 时 有 
| 一 ar7(z)dz|<2 On 十 | 


1 . 1 
i1z—al| dz( 取 a 一 二 | 


0 


下 二 例 通过 积分 值 的 估计 ,解决 零点 存在 性 问题 ， 
. 例 4.3.10 设 /(z) 在 |0, 子 | 上 连续 ， 
f(x)sin. zdz = | fa)oos xdx = 0. 
试 证 : /(z) 在 (0, 子 内 至 少 有 两 个 零 ( 值 ) 点 . 


证 二 车 f(x) 在 (0, 子 ) 无 零点 , 因 f(x) 连续, 了 (z) 在 
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( ,到 ) 重 保持 同 号 ,例如 (x) >0( 或 <0) 则 得 估计 
freean rdz > 0( 或 < 9， 
与 已 知 条 件 矛盾 .可 见 { 9, 至) 中 至 少 有 一 个 零点 z,€ 0, 了) 
2 车 /(z) 除 x 外 在 (0, 至 内 再 无 零点 , 则 /(z) 在 (0,z。) 


与 (z。, 子 ) 内 分 别 保持 不 变 号 .车 /在 此 二 区 间 符 号 相 异 , 则 
f(x)sin(x 一 zz) 人 恒 正 (或 恒 负 )， 


|, fz)sin(z - zo)dx > 0( 或 < .0); 
但 由 已 知 条 件 


| fx)sin(z — Xo)dx = cos zo f(z)sin xdz 


一 sin zu| f(z)eos Zdz = 0， 


矛盾 . 若 f 在 二 区 间 上 符号 相同 , 则 f(z)cos(x 一 xo) 恒 正 (或 恒 
负 ) ,同样 可 推出 矛盾 . 
x 次 例 4.3.11 证 明 方 程 


| = ‘(1+¥ 五 + 页 + “十 jd = 50 
在 开 区 间 (50,100) 内 有 根 a. (国外 赛 题 ) 
证 作为 上 限 z 的 函数 ， 


F(x) =|.= (+ 二 + 看 十 + de 
连续 .只 要 证 明了 F(50)<50,F(100)> 50， 则 由 连续 函数 介 值 定 
理 , 知 3a€E(50,100) 使 得 Fla)=50. 因 
£2 i 


_ t 2 100 
e (1+ 二 + 训 + + 击 0T7)<1 
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故 下 (50)<50 明显 . 剩 下 的 只 要 证 明 估计 式 :F(100) >30. 
反复 使 用 分 部 积分 法 : 
F(100) = [WE (1 + 二 十 … 十 for) 


100 i t der-: 
=-|， (1+ 寺 +…+ 二 1 


_ -100 100 ，.. ,100™ 
-1l-e (++ + 100T 


+[ el + 在 + 0. + jd 


/100 100” woo") 
=17e (+ “+99T 1 1007 


_ wm {1 + 100 100” 
+1 1+ + “+ 991 ) 


_ .100,102/1 ,100 , ... , 100™ 
。 | TO ) 


100 100 100'% 100 
QD 这 是 因为 1<TT<- -< “< 了 00T' 为 了 下 面 写法 简单 , 记 ai 王 -了 -, 划 在 
如 下 方 阵 里 


a0 a ”Qi 4i0l 
do al “* Ui00 410l 
20 CI ”” 410 411 


a0 a ”Qtioo Qi0l 


左上 方 三 角形 内 的 元 素 之 和 ,小 于 其 下 方 三 角形 内 元 素 之 和 ， 从 而 小 于 整个 方 阵 全 体 
元 素 之 和 之 半 。 方 阵 全 体 元 素 之 和 为 


102(1+ 如 + + ) ( 杜 乃 林 ) 
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>101-51= 50. 证 毕 . 

交 二 、 积分 不 等 式 

我 们 把 联系 两 个 以 上 的 定 积分 的 不 等 式 , 称 为 积分 不 等 式 . 关 
于 积分 不 等 式 , 有 不 少 著名 的 结果 ,我 们 将 在 下 节 里 讨论 .这 里 只 
介绍 证 明 积 分 不 等 式 的 若干 基本 方法 . 

a. 用 微分 学 的 方法 证 明 积分 不 等 式 

站 例 4.3.12 设 f(z) 在 [0,1] 上 可 微 , 旦 当 zE(0,1) 时 ,0 
< F(Cz)<1,F(0)=0. 试 证 : 

(| rodz) > | Paar: 

(上 海 交 通 大 学 ) 

证 I 问题 在 于 证 明 . 

(rar) - [flz)dz > 0. 


令 F(x) = (rod) -| flar. 
因 ”F(0)=0, 故 只 要 证 明 在 (0,1) 内 有 F(z) >0. 事 实 上 ， 
F'(z) = 27(z)| fC) - f(z) 


= Az) Fa -Piz)] 0) 
已 知 f(0)=0,0<f(z)<1( 当 xE(0,1)) 帮 xE(0,1) 时 f(x) 
>0.( 以 下 证 (1) 中 另 一 因子 大 于 零 . ) 记 ECz)=2| Fi)dt- 
f(x), 则 g(0)=0， 
g (7z)=2F(z)-2F0z) f(z)=2f(z)[1-f 了 (xz)]>0, 于 是 
g(x) = 2| f(a -f(z)>0 


( 当 zE(0,1)).F (xz)>0 获 证 . 
证 了 问题 在 于 证 明 
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(aar) ~ 
| f(z)dr | 


令 F(x) - (ra), G(z) = f(a, 
则 (2) 左 端 (利用 Cauchy 中 值 定理 ) 


(2) 


(1ar) F(1) - F(0) _ F'(¢) 27(0)| fa 


中 f(z)dz 
pte (< é<1) 


2 fdr -中 f(z)dz 2 p05) 


FG -FO0) = 37 70) 


-P21 (0<y<e<1D 


b. 利用 被 积 函 数 的 不 等 式 证 明 积分 不 等 式 
交 例 4.3.13 试 证 


cos zx 1 sin _Ssinz 


1 
> 
ovV1l-zr’ oT 


(国外 赛 题 ) 
分 析 令 上 三 arcsin xz， 
1 cos 之 
于 QZ = cos(sin 1 )dz. 
"Y 工 一 区 
1 x 
令 f=arccos zx ， sd = 人 sin(cos 1 )di. 


欲 证 的 不 等 式 化 为 | cos(sin t)dt > [sin(eos ti)di. 
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f° (8) 


(1) 


(2) 


为 此 只 要 证 明 ， 
cos(sin 1) > sin(cos 1) [ 当 £1E€ (0, 于 时 ]. (3) 


但 已 知 (0, 子 ] 上 有 sin =<zveos z 严 N 故 
sin(cos 1) 之 cos 上 <cos(sin i) .证 毕 . . 
例 4.3.14 函数 f(z) 在 闭 区 间 [0,1] 上 有 连续 的 一 阶 导数 ， 
证 明 
[fendar < max(f F(z)1az, | raz|)， 
(国外 赛 题 ) 

证 1 若 raz|= fl) lds 问题 自明 . 

2 车 rear|< 站 rz)ldz , 则 f(z) 在 [0,1] 上 变 
号 ,由 f 连续 性 , 知 3xo€(0,1) 使 f(xo)=0, 于 是 
[C2)1= 1f(z) -f(z0)1= [fas <|. If (x)ldz 


<| If (zx) ldx. 


取 积 分 知 | HGzlaz< 1FP(z)ldz. 


原 不 等 式 获 证 . 
六 例 4.3.15 函数 f(z) 在 [0,1] 上 单调 不 增 ,证 明 : 对 于 任 
何 cE(0， 1)， 


| Acz)dz > a fz)dx. (1) 


(国外 赛 题 , 华 中 理工 大 学 ) 
证 (1) 即 


| f(z)dz > a| fz)dz + al f(z)dz, 
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亦 即 G-o)|， F(z)dz a f(z)dz, 


或 1[ f(r)dz > 1 
但 FCz) SN, 故 
1 pdr > Fa > 0a| car: 
例 4.3.16 设 a,b>0,f(z) 之 0, 且 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 ， 
[f(z)dz = 0. 试 证 : 


-| flr)dr. 


[2 f(z)dz < 雪 a 7(z)dz. 
提示 ， 
[ [(xz+a)(b -xz)jf(xr)dr 守 0. 


例 4.3.17 设 f(z) 与 g(x) 为 似 序 的 [ 即 :Y zi ,zz 有 
(f(z1)- f(x)) (g(x) - g(x,))>0. (1) 
试 证 : 
[WC g(x)dz 魏 (6 ~ a)| f(z)g(z)dz. (2) 


提示 在 (1) 式 里 先 对 x, 于 [a,5] 上 取 积 分 ,然后 对 x, 在 
[a,5] 上 取 积 分 . 

注 若 将 (1) 式 里 的 不 等 号 反 向 , 则 /、g 称 为 反 序 的 . 若 f、g 
反 序 , 则 (2) 式 不 等 号 反 向 . 

例 4.3.18 设 了 (xz) 在 [a,b] 上 连续 . 试 证 


max (a) | < [ss] fC)de|+ f(a) de. 
提示 “36,zoE [4,6] 使 得 


1701 = |sta) roaz|， 
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max f(z)| = | (zol = | 人 7Coae+rAe)|， 


ec 在 不 等 式 两 端 取 变 限 积分 证 明 新 的 不 等 式 . 
六 例 4.3.19 证 明 :z>0 时 ， 
r’ > 元 3 元 
rz- <sin -<rx- 和 H+: 


吉林 大 学 ) 
证 已 知 cos zx 和 1 (z>0, 只 有 工 = 2nx 时 等 号 才 成 立 ). 
在 此 式 两 端 同时 取 [0,z]j 上 的 积分 ,得 
sin z<Zz (zr>0). 
再 次 取 [0,zj 上 的 积分 ,得 


- 1- cos z< 瑟 (xz>0). 
第 三 次 取 [0,z] 上 的 积分 ,得 
z -sin z< 瑟 (xz>0).- 


即 z -三 <sinz ( 工 >0). 
继续 在 [0,z] 上 积分 两 次 ,可 得 

sin Z<r~- + 二 证 毕 . 

注 上面 是 用 积分 法 证 明 ,对 偶 地 还 可 用 微分 法 证 明 ， 如 用 全 

3.4.3 中 的 方法 . 


三 、 综合 性 问题 


以 上 我 们 讨论 了 关于 定 积分 的 几 类 较 典型 的 问题 .但 是 问题 
是 多 种 多 样 ,错综复杂 的 ,不 是 几 种 类 型 所 能 概括 的 .本 段 主要 讨 
论 一 些 灵 活 多 变 、 带 综合 性 的 一 些 问题 ,以 作 上 述 内 容 的 补充 . 
例 4.3.20 设 函 数 A(x) 二 次 可 微 ， 证 明 在 (a， 5) 内 存在 一 

点 &, 使 得 : 
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广 (8) = mm) (fC) - /2 二) jdz: (1) 


证 记 z= 将 被 积 函 数 在 z= xu 处 按 Taylor 公式 展 


(zx— 2 


fr)- fro)= (rr)f (rtf (7 )， (2) 


其 中 7 在 z 与 zx 之 间 .在 区 间 [a.6] 上 取 积 分 ,注意 (2 右边 第 一 
项 的 积分 为 零 .因此 . 


[ (f(x) - f(zo)) dr = 去 六 (xz zo)? faz. (3) 


此 式 右 端 中 (wy) 虽然 不 一 定 连续 ,但 导数 具有 介 值 性 质 ( 例 
3.2.24) ,因而 积分 第 一 中 值 定理 仍然 成 立 . 故 3 &€ (a ,5) ,使 得 


[a fd = /Of (za 
代入 (3) 即 得 欲 证 式 (1). 

例 4.3.21 设 f(z) 在 (0, + co) 中 单调 不 减 , 且 VA>0， 
f(z) 在 [0,A] 上 可 积 . 试 证 lim 上 f(r)dt=C 的 充 要 条 件 是 
im f(z) = C( 其 中 C 为 有 限 数 或 + oo). (武汉 大 学 ) 


证 1"( 充 分 性 ) 由 条 件 f(z) 77C( 当 +z 这 + oo) 知 : VA>0 
当 z 之 A 时 有 f(A)< 了 (xz) 二 C;: 从 而 | 


f(2)di f(t)dt 
Pu + f(A) 三 = 全 A 

f(A4) < lim 二 f(Dd < Wm | fdsEC.. 
伶 4 一 +eo， 则 f(A) 一 C， * 下 极限 相等 = C. 
故 . | :im = 一 fl)dz = = C. 


{z+% 


2"( 必 要 性 ) 已 知 FA ,所 以 
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lim f(z)= sop fo)—M, 0) 
这 里 M 可 能 是 有 限 数 或 + co .任务 在 于 证 明 M= C. 
车 M 为 有 限 数 , 则 VYz>0, 有 f(z) 达 M ,从 而 


二 | fa < ha = M， 
TJo TJo0 


故 C= lim 过 | f(a < M. (2) 

可 见 C= + co 时 ,M 只 可 能 为 + %. 剩 下 只 要 证 明 .C 为 有 限 数 的 
按 上 确 界 定义 ,由 (1),VM<M,3jz' >0 使 得 f(x’)> 

M .但 f(z), 故 Yz>x 有 f(z) 宇 f(x’)>M’. 于 是 : 


二 | fat = || at + | rodz| 


> 引 mod + 1M'(z -az 


令 z 一 + % 取 极限 ,得 C 之 M4' .由 M’<M 的 任意 性 ， 知 C 为 有 限 
数 时 

MC. (3) 
但 M 为 有 限 数 时 ,有 (2) 成 立 . (2)、 (3) 联 立 可 知 M=C. 证 毕 


| * 例 4.3.22 设 F(z) 为 也 次 多 项 式 ， 县 
| af)dz =0 = 1) 


试 证 :1) f(0) = (n+ D?| f(z)az, 


2) [|F (z)dz = (o * fee) . 


2) ,东北 师范 大 学 ) : 
证 既然 f(z) 为 nn 次 多 项 式 ， 不 妨 设 
f(z)Faotarrt+ar". (2) 


于 是 f(0) = au. 《3) 


利用 已 知 条 件 式 (1) 
| Padz = [Re + axt' +t az ) f(r)dzr 


= ao| f(z)dz. (4) 
可 见 , 只 要 证 明了 
go = (n+ ?| rz)dz， (5) 


代入 式 (3) 4) , 即 得 结论 1) 与 2) .下 面 我 们 来 证 明 式 (5). 
由 式 (2) 
a 


1 
上 一 0 Qn 
J sf)dr T+ 


( 通 分 后 ) -DD (0 
其 中 Q(k) 是 关于 上 的 n 次 多 项 式 .根据 式 (1),(6) 知 
Q(E)=0 (k=1,2,.…,n). 
Q 以 1,2,…,n 为 根 ,因此 . 
QE)=c(k-I)(k-2)..(k—n) (7) 


(其 中 c 为 某 一 常数 ). 
将 (7) 代 人 (6) 的 后 一 等 式 . 同 乘 以 上 +1, 并 令 有 = ~1, 则 得 
ao=(—1)"(n+t+1)c; (8) 
将 (7) 代 入 (6) ,并 令 &=0, 可 得 
在 (8) (9) 中 消去 c, 即 得 oo = (n +17] f(z)dz. 证 毕 . 
下 例 用 积分 的 方法 求解 函数 方程. 
例 4.3.23 设 f(z) 在 任意 有 限 区 间 上 可 积 且 满足 方程 
f(rz+y)= f(r)+ f(y). (1) 


试 证 : f(x)=az, 其 中 a = f(1). 
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证 要 证 /(z) = az, 当 zs0 时 即 要 证 刀 二 常数 .或 
yx0 Ka)_ACn)， 
x y ， 
亦 即 f(z)y= zxf(y). (2) 


为 此 在 已 知 方程 f(z + y) = f(1) + f(y) 两 边 对 上 取 积 分 
| A + y)dt = Jf + f(y) :x. - (3) 
但 


rryar = /udu = | mod- Frar, 


故 zf(y) = | fa -| fd 一 | far. 


此 式 右 端 ,z、y 以 对 称 的 形式 出 现 .z、y 互 换 知 
zf(y)= yf (x), 

从 而 .f(z)=ax ( 当 x*0 时 ). (4) 
在 (1) 中 令 z=0,y=1, 得 /(0)=0. 可 见 (4) 式 对 于 z= 0 时 也 成 
立 .最 后 .(4) 中 令 x=1, 可 得 a = f(1). 证 毕 . 

函数 线性 相关 的 充 要 条 件 . 

定义 设 用 (xz),f,(x),…,f,(z) 在 [a,b] 上 有 定义 ,那么 ， 
当 且 仅 当 存在 不 全 为 零 的 常数 c, ,c，…c, ,使 得 


Daf(z)=0 (VxrEl[La,b]) 


成 立时 ,函数 广 (z)， 所 (zx),…,f,(z) 称 为 在 [a ,6b] 上 线性 相关 
的 ,否则 称 为 线性 无 关 的 .， 
兴 x* 例 4.3.24 设 (rz), 所 (x),…,f,(zx) 在 [a,5] 上 连 
续 , 记 | 
Qi = [AGA (i,7 = 1,2,.…,n), 
试 证 :函数 f(z),f,(z),…,f,(z) 在 [a,b] 上 线性 相关 的 充 要 
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条 件 是 行列 式 


Ul Qi2 Ql 

CQ21 QQ22 242 
Det(a; ) = . =0. 

Qt Gn2 ”Qn 


证 著 记 (z), 户 (z)，…, 刻 (z) 线 性 相关 , 则 按 定义 ， a 
cy,… ,cn (不 全 为 零 ) ,使 得 


sg(z)= Deof(z)=0 (VrElab). (1) 
由 此 ， 
fa) f(z)dr = | 六 (z)J(z)dz 
-Sa (7 = 1,2,.…,n), 
(2) 
即 关于 c,(i=1,2,…,n) 的 方程 组 (2) ,有 非 零 解 . 故 系数 行列 式 
Det(a; ) =0. | (3) 


反之 ,车 (3) 成 立 , 则 了 C19C29 Cn (不 全 为 零 ) 使 得 (2) 式 成 
立 , 从 而 


[rE 一 [DAGEE 
= DEAE = 0. 


由 练习 4.2.6 知 sg(z)= Daf'(z)=0 (VxzE€[a,b]). 因 


些 f(z),f(z),…, 扣 (xz) 在 [a ,5] 上 线性 相关 . 
利用 特征 函数 的 积分 表示 区 间 的 长 度 . . 
. x x 例 4.3.25 设 [a,,B](i=1,2,…,n) 为 [0,1] 中 个 区 
间 , 且 [0,1j 中 每 个 点 至 少 属于 这 些 区 间 里 的 gq 个 .证 明 这 些 区 间 
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里 ,至 少 有 一 个 ,其 长 度 之 了 ， 
证 用 广 (z) 表 示 第 ;个 区 间 [w ,有 ] 的 特征 函数 . 即 : 


| ,= 人 te 
f(z) 0 zr¢ Ea,p]. 


则 [f(z)dr= Ba (为 第 ;个 区 间 的 长 ). 且 函数 F(z) 三 


SP(z) = 有 ( 当 z 属 于 [w,B](G =1,2,…,n) 中 的 个 时 ), 于 


是 已 知 条 件 可 表达 为 | 
f(x)= ka. (1) 
此 外 ， 


[f(z)dz = [DA = PEE 
= Da = DR-e) (2) 
为 区 间 |[a ,局 ]1” ,的 总 长 .由 式 (1) 知 总 长 
2 — ai) = | f(z)dz > 4 (3) 
假 车 每 个 区 间 的 长 度 B - a, < 也, 则 这 些 区 间 的 总 长 
DR- a)<n: =， 


与 (3) 式 矛盾 .因此 ， 3 [a;,8,1, 使 及 一 ww 疡 全 

下 面 讨 论 凸 函数 的 积分 性 质 . 

例 4.3.26 (Hadamard 定理 ) 设 F(z) 是 [a ,5] 上 连续 的 凸 函 
数 . 试 证 :VzizE[a,5],zi<z ,有 


X27 Xi 


| fd < 
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(长 沙 铁道 学 院 ) 
证 令 ti=zi+h(z -zi),E(0,1), 则 
1 


同 理 , 令 1= zx, 一 A4(x; 一 zx1), 亦 有 
一 [We 一 A(x2 一 xz1) lda. 


”Fi)dz = [ta + (zs -zi)]dh. 


从 而 


= 二 | fd 


元 2 


一 到 | Ez 十 A(Zxs 一 x1)] 十 flzx, 一 A(za 一 zi1)])dh， 


(1) 


(2) 


注意 zi + 1(z; 一 z1) 与 z: - )(z - zi) 关 于 中 点 于 了 王 对 称 . 


由 于 f(z) 是 凸 函 数 ， 


到 Un +M(z + A) >f (Ee) 


故 由 (2) 得 


1 了 Z1 十 Ta 

一 二 | fd > /3) 
另外 ,由 (1), 应 用 f(z) 的 凸 性 ， 

1 az) fd = | flazs + (1 ~ 4)z11d 


< lz,) + (1 — A) f(x) da 


= (za 全 | + - 03] ! 


0 


= A + Az) 


例 4. 3.27 设 f(z) 是 [0， oo) 上 的 本 交角 求证 
,356 . 


F(z) = Z| f(a (1) 


为 (0, + co) 上 的 凸 函数 . 
证 f(z) 为 [0,+ co) 上 的 凸 函 数 ,因此 它 在 (0, + co ) 内 连续 
(8$83.4 定 理 3 的 推论 5), f(z) 在 [0,x] 上 有 界 ( 当 z 之 0 时 )( 例 


3.4.9) .由 此 知 积分 (1) 有 意义 .注意 到 :Vx>0, 令 = 工时 ， 
F(x) = | f(t)d = Jr(z . ELE 


一 [WE (2) 


则 YAE(0,1),Yziz>0 恒 有 
FEF[hz + (1 — A)z,] 


= | filae + (1 — 2)z2Juldu [ 因 (2)] 
= [slazu + (1 — A)z2uldu 


<[ aflzu) + (1 一 4A4)f(zzu)jdu( 因 f 的 凸 性 ) 


=AF(z1)+(1-A)F(z,), 
所 以 下 是 (0,+ ce) 上 的 西 函 数 .… 
例 4.3.28 设 函 数 g(xz) 右 [a,5b5] 上 递增 , 试 证 :Yc El(a， 
5) ,函数 


f(z) = | g(x)dz 


为 凸 函 数 . 
证 因 g(xz) 递 增 ， 积分 有 意义 . 且 Yzxi<r,< zr, wh 


f(z2) - flz1) 1 i 
人 全 


< 去 | re 
X27, 


TXT3— TX3 一 TX» “ 他 


bE 


由 $3.4 定 理 3, 知 F(z) 为 凸 函 数 . 
例 4.3.29 设 F(z) 为 [a ,gj 上 的 凸 函 数 , 试 证 :Yc、zE(a， 
0) 有 


f(z)- f(c) = If (1)dt = | (+)dt. (1) 

证 因 /(z) 为 名 函数 ,由 $3.4. 定 理 3 推论 4, f(z)， 

广 (4) 存 在 且 /7( 当 +E (a,65)). 故 (1) 式 中 的 积分 有 意义 .对 [c， 
zj] 任 作 一 分 划 Cc=Xo<r<Tr "<x, = 7, 

有 LD 


但 参看 §3.4. 定 理 4( 用 该 定理 的 证 法 ) ,我 们 有 
fx) zi) 之 六 (zi)(z -Ti)， 
FUz)- zi) 魏 广 Cr) (eT 1 ). 
于 是 由 (1) 式 知 


> (zi1) (x; 一 Zi-1) SS f(r) — flc) 


< Pr (xi) (zi — Zi) 
将 分 划 无 限 分 细 , 令 A= max(zi 一 zi-1) 一 0, 取 极限 可 知 
| 产 Cedz = f(z) - Fo 


同 理 有 [f(z)dz = A(z) - Fe) ,证 毕 . 

例 4.3.30 设 /(z),p(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 , p(x) 之 0， 
[a(z)dz>0, 且 mw<f(z)<M. p(x) 在 [m,M] 上 有 定义 ,并 
有 二 阶 导数 ,yg (x)>0. 试 证 : 
[pCa) f(r)dz 

| Cz)dz 


Jeedeeyar 
[ p(x)dz 
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(北京 理工 大 学 ) 
证 I (利用 积分 和 ) 将 [a ,5jn 等 分 , 记 


zi=at (ba), p= p(x), 
f=f(r) (i=1,2,…,n). 
因为 go”“(z)>0,p(z) 为 凸 函 数 , 由 $3.4 定理 6. 知 


(2 be) ‘+ pp(f.) 
prt pt"*+p, 轧 十 加 十 … 十 加 ， 


即 
Splz, 


令 n 一 + % 取 极限 , 便 得 欲 证 的 不 等 式 . .| 
证 古 (利用 Taylor 公式 ,参考 例 3.3.3 之 证 法 ) | 
记 
人 akz)7(z)dz 


Xo 二 一 一 7 一 ， (1) 
| p(x)az 


则 p(y)- g(r)= 9 (ro)(y- zo)+ 59 (8)(y zo) 注意 


9g (&)>0, 所 以 
p(y)— Pr 0 ) 


“pa) 
[pz)dz 
再 在 [a， 5] 上 取 积分 ， 并 注意 式 (1) ,得 . . 
[pCz)9Lf(z) dz [Cz)dz 
| p(x)dz ?i | acz)az 


?Le) - zo]dz 


"9 (zxo) 二 0， 
[Cz)dz 


[pz)9Lf(z)]dz 


所 以 p(xo) < 5 
CE 


_ lee 
| Cz)dz 


各 种 技巧 的 灵活 应 用 

单调 性 的 妙用 

认 例 4.3.31 设 函 数 f(z) 实 0, 在 [0,1] 上 连续 V, 试 证 :0<< 
a<p8<1 有 


a a 8 从 而 w 有 
f(s)ar > yea) rz)dz >§| f(x)dz. 
证 [0,a] 上 f(z) 宇 f(a) 故 
1f If A 1 fr a fe | 
za), fed > 二 | fdr = fle) > /dr > §| zz. 


利用 对 称 性 
次 例 4.3.32 设 F(z) 为 [a,5] 上 的 连续 递增 函数 , 则 成 立 
不 等 式 : 


| arGz)az > 2 二 2 rz)dz.( 上 海 交通 大 学 ) (1) 


这 里 zo 


证 (1) 式 等 价 于 「e -eraaz>o， (2) 


其 中 c= 为 [4,65] 中 点 ,注意 g(z)= xz-。 关 于 z =。 有 点 


对 称 性 , 记 h = 了 了 4, 令 z-c=4, 则 
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(2) 式 = for + t)dt = I + je +z)dt (3) 


其 中 
[ sf(e + td fc -fc -rd(-z)= -| -rc -rdr 
将 * 仍 记 作 ， 


一 [fle 一 上 )dz 


于 是 (3) 式 = | rd +1)- Fe]drz0 


( 因 f 有 7 ,二 对 称 点 上 [ff(c+z1)-f(c-t)] 守 0.) 
求 导 变 成 微分 方程 
去 例 4.3.33 设 F(z) 在 [0,+co) 上 可 微 , 且 满足  ;。 


| ADde = 于 | fC)qz,zx > 0, 求 f(z).( 北 京 大 学 
解 ” 原 式 表明 当 > 0,z#3 时 | f(t)dt = 0, 因 | f(s)di 


- 对 于 x 连续 - 故 [0, + oo) 上 | f(a 三 0. 若 f 不 变 号 由 此 即 知 


f(x) 三 0. 
将 原 式 两 边 同 时 求 导 可 得 
(3—- 7x)f (x)=2f(zx). 


分 离 变 量 积分 得 “f(xz)= 53 一 jz(< 为 任意 常数 ). 可 见 F(z) 不 


变 号 , 故 。- 作 0. f(z)=0. 
巧 用 极 值 原理 
六 例 4.3.34 设 f(z) 在 R 上 连续 ,又 


p(x) = f(z)| fd 单调 递减 ,证 明 : f(z) 二 0,zE R. (上海 
交通 大 学 ) 
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证 已 知 p(z) = f(z)| f(t)dt = [( 引 road ] ~ 


且 pg(0) = 0， 故 函数 F(z) = ( 亏 | f(t)dt] 的 导数 
宇 0, 当 zz< 之 0 时 ， ， 
ro 0, 当 z =0 时 ， 由 此 E(z) 在 Zz=0 处 取 极 大 也 是 最 
之 0, 当 z > 0 时. | 
大 . 
0R<F(z)<F(0)=0 (VzER). 
因此 | f(a 三 0. 因 /(z) 连续 f(x) = (rodnj = 


0(VYVzER). 
被 积 函 数 零点 问题 


坟 例 4.3.35 设 f(z) 在 [a,6] 上 连续 , 且 | /(z)dz = 0， 


[f(z)dz = 0. 证 明 : 至 少 存在 两 点 x1,x，E (a,65), 使 得 
f(zxi) = f(x,) 二 0.( 湖 北大 学 ) 
证 ”1*( 利 用 Rolle 定 理 ) 记 F(x) = [Aa)qr, 则 有 F(a) = 


F(5) = 0, 因此 3x1€E(a,6b), 使 得 f(zx1)= F(zx)=0. 

2” 假若 zsxsz 时 和 z)>0, 则 FI(z)>0, 下 严 二 ,0= 
F(a)<F(z)<F(O)=0, 矛 盾 . 类 似 可 证 f(z) 恒 <0 不 可 能 
(当天 六 zi 时 ). 

3” 有 2 的 结论 ,就 可 断言 f(z) 必 有 第 二 个 零点 ,因为 ,不 然 
的 话 f(z) 在 (a ,zy) 内 (和 (zi,8) 内 ) 不 能 变 号 , 且 zx, 的 两 侧 只 
能 异 号 ,从 而 (z- zc)f(z) 在 zi 两 侧 保 持 同 号 ,于 是 


os | Cz zi) f(x)dzr = | f(z)dz - | rz)dz = 0 矛盾 . 


对 数 导数 的 妙用 ”用 积分 解决 微分 学 的 问题 
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次 例 4.3.36 已 知 f(z) 在 (2, + co) 土 可 导 ,F(z)》>0, 且 
和 (zf(z))< - 好 (z) ,为 常数 , 试 证 在 此 区 间 上 f(x) 过 


Az ez ,其 中 A 为 与 x 无 关 的 常数 . (兰州 大 学 ) 


即 有 (In 六 "= -< _(k+D(n zy) 


[2,z] 上 积 , 知 son- 六 二 


F(z) 和 AhAz *Y? (A= 2) 2 和 ). 
交 例 4.3.37 设 F(z) 在 (0, + co) 上 连续 可 微 , 且 
f(0)=1,z 之 0 时 f(z)>|f(z)|, 证 明 :xz>0 时 ,e”>f(z). 
(中 国 科学 院 ) 


证 已 知 z>0 时 (lnf(z)) =- 抽 呈 <1， 又 由 于 7(0) = 1， 


知 lnF(z)= | day(z))rdz < xz. 因此 f(x) < er. 


用 Tayior 公式 推 得 积分 值 的 估计 
交 例 4.3.38 设 f(z) 在 [a,5] 上 二 次 连续 可 微 ， 


f(23*)=0. 
证 明 : | 人 rpaz|< 全 人 ,其 中 M = max | f(z)i. 
(中 山大 学 ,华中 师范 大 学 ) 
提示 记 [a ,6] 的 中 点 为 = 2, 将 f(z) 在 z=。 处 按 


Taylor 公式 展开 到 一 次 项 ,采用 1 余 项 . 零 次 项 F(c) = 
一 次 项 积分 为 零 [(z ~ c) 相 对 c 而 言 是 奇 函 数 ,[ wa， j 是 对 区 区 
间 ]. 


fz)az|= 站 了 rodz - ozdz|< 


~ 委 荔 (4 一 a)’. 
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上 .下 极限 的 应 用 
六 例 4.3.39 ” 设 函 数 f(x) 在 任何 有 限 区 间 上 可 积 ,上 且 


lim_F(z)= 7, 求证 ， 
lm 上 | f(z)dt = 2.( 武 汉 大 学 ) 
证 “问题 只 要 证 明 
lim | (f(z) -Daz = 0. (1) 
Ve>0,3j3A>0. 当 x>A 时 |f(z)-/|<e. 又 
| = 1 人 1 人 
0< | 二 0a < Aridzt Ae) td 
(2) 
e (3) 


rr-A 


< 1 f(z) -Lldrt+ 
(2) 左 边 不 等 式 两 端 令 z- + oo 同时 取 下 极限 ,不等式 (3) 
两 端 同时 取 上 极限 ,可 得 ”0 区 im | 二 | (f(z) _ Ddz| = 
lim | Cz) - Ddz| < e. 


由 se>0 的 任意 性 ,极限 (1) 获 证 . 
. 注 请 检查 本 例 与 例 4.3.21 的 异同 . 


pa 习 4.3 


4.3.1 证 明 : 


1 
DYiet < | es” dz <Y2; 


n I sinzx x 
2)0< 了 | dz < Fa: 


认 4.3.2 证 明 :0<x 祥 本 时 sin zx 一 于 


提示 “参看 例 4. 3. 19, 可 利用 已 知 不 等 式 : 当 0 之 x 之 也 时 有 之 zx 之 
sin zx. 


六 4.3.3 求证 ; f(x) = | Ge= i)sinztdz(z 为 正 整数 ) 在 x 之 0 上 的 


1 
最 大 值 不 超过 攻 二 了 7)07 了 3) 西北 大 学 ) 
提示 


>0， 当 0<x<1l 

ro 当 zx=1， 之 f(x)Emaxf (x+)= 太 1) 
<0 当 x>1. 

交 4.3.4 把 满足 下 述 条 件 1) 和 2) 的 实 函 数 f 的 全 体 记 作 下 : 

”1) f(z) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,并 且 非 负 ; 

2) f(0)=0,7(1)=1, 


试 证 明 : inf| readz = 0, 但 不 存在 pg € ,使 | p(z)dz = 0. (厦门 大 学 ) 


提示 YAEF 有 [f(z)dr 之 0, 又 3f,EF 如 f(x)=z， 
使 im| x*dz = 0( 用 例 4.1.4 的 1) 的 方法 明显 成 立 ) ,区 inf| f(z)dz =0. 


但 Yg E 下 ,由 连续 非 负 , Al1) = 1, 易 证 | p(z)dz > 0. 
六 4.3.5 车 广 (z) 在 [0,2x] 上 连续 ,是 (zx) 之 0, 则 对 任意 正 整 数 ，， 


有 
| /Csin nrdr | 过 AC A 
(东北 师范 大 学 ) 
"el 
提示 » fA)sin nrdzr | = 于 | f(x)dcos nr 


1 1 ar 
二 Lf(2n) — f(0)] + 元 | 请 (x)cos nrdx | | 委 右 . 


4.3.6 f(z) 在 [a,6] 上 可 导 , 了 (zx),|f (x)| 之 m>0, 试 证 
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| me f(x)dr | 二 二 . 


4.3.7 f(x) 志 0, 在 [a,5] 上 可 微 ,f(a)= F(6)=0, 证 明 至 少 存在 点 
cE€[a,b], 使 


4 6 
1 fF (ec) > rr| | f(x) 1 dz ， 
4.3.8 将 条 件 f(z)0 换 为 F(x)<0, 重 新 证 明 例 4.3.5. 


、 3 /sin zt 4 nn 
4.3.9 证 明 | 区 一 一 上 di < . 
0 Sin 上 4 


4.3.10 对 自然 数 z 关 2, 证 明 


1 全 
到 | 
4.3.11 函数 F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,并 且 对 于 任何 区 间 [c,8](e 委 cc< 
B 太 25) ,不等式 
[rwar|< m 18-a1 (M6 是正 常数) 


成 立 . 证 明 : 在 [a ,bl 上 ,f(zx) 二 0.( 国 外 赛 题 ) 
交 4.3.12 证 明 : 若 f(x) 为 [0,1] 上 的 连续 函数 , 且 对 一 切 x € [0,1] 


有 | f(u)au > f(x) 三 0, 则 F(z) 三 0.( 上 海 师范 大 学 ) 


sin(2n + 1)¢ 
sin 上 


a < 2 


提示 “方法 I 记 F(z) 三 [rod 由 


用 例 3.2.18 


0 委 FCz)= 7z) 委 FF(z) 一 一 一 F(z)= 王 0, 又 因 了 连续 , 非 负 一 F(z) 
0 (于 10,1 上 ). 
方法 卫 3 M>0 使 |f(z)l<M([0,1] 上 ).Y zx€[0,1) 


有 0< f(x) < /du 


= f(&,)x,0 声 & 安 工 , 反 复 利 用 此 结果 
fC rE Ef ) Eb rt, 
0 
和 Mr" 一 0. 故 [0,1) 上 f(x) 二 0. 
由 连续 性 知 F(1) =0. 
4.3.13 证 明 : 如 果 在 (- co,+co) 上 的 连续 冰 数 F(z) 满 足 
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三 rod =0, 


那么 /(z) 是 周期 函数 
交 4.3.14。 设 /(z) 处 处 连续 ,F(z) = 可 | .7(z+ 5dz, 其 中 为 任何 


正 数 .证 明 : 

1) F(z) 对 任何 x 有 连续 导数 ; 

2) 在 任意 闭 区 间 [a,5j 上 , 当 6 足够 小 时 ,可 使 F(x) 与 f(x) 一 致 通 近 
(〈 即 任 给 s>0, 对 一 切 zxE[a,6b] 均 有 |F(zx) 一 f(x)|<e).( 华 东 师 范 大 学 ) 


提示 1) 令 w=zx+t 知 F(z)= 志 | f(u)du, 又 因 f 连续 


故 ”F'(zx)= [f(z + 6) 一 f(x -6)] 也 连续 . 


2) 连续 知 [a ,5] 上 一 致 连续 . 故 Ye>0,3]35>0, 当 |&|<5 时 ,VxE€ 
[a,b] 有 |f(x+£)- f(x)|<e. 


因此 | F(x) ~ f(x)| -135 flz + td — f(z) | 


i f(x)1< e. 
六 4.3.15 [a,b] 上 的 连续 函数 序列 pl,p，,…p，… 满足 


b 
| gC)dr = 1. 


证 明 :存在 自然 数 N 及 定数 ,ccv 使 2 = 1， max | Dag(z)| > 
100. (扬州 师范 学 院 ) 
提示 可 对 [Iga) tr)ldr = N 应 用 积分 中 值 定理 . 


再 提示 因 3&€ [a,6]， 2 - 5 一- 取 N >100(5-a), 令 
c = ep ;= 1， aa 


4.3.16 按 牛 顿 一 项 式 展开 及 代 换 x =sin ! 两 种 方法 计算 积分 fa - 
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x )"dz(n 为 正 整数 ) .并 由 此 说 明 : 


CC CC (-1) (1) (2n)1!! 
F313 Tt aT tnri” TIT 


4.3.17 设 在 (0, 子 ) 内 连续 函数 f(x)>0, 上 且 满 足 


1 


2 _ * tanft 
Plz) | 7 放生 : 


求 ALz) 的 初等 函数 表达 式 .( 复 且 大 学 ) 
提示 ”两 端 同时 对 x 求 导 


yr 1 “ zx 1 ae 
女 4.3.18 设 lim | 41, 试 来 正常 数 4 与 4 


(华中 师范 大 学 ). 《a=4、b=4》 
提示 可 用 站 型 Hospital 法 则 . 


一 Hos. AQ 二 
再 提示 1 = 原 极限 lim 六 
x—0 COS x 


=0,( 当 5sxl 时 ), 了 矛盾 ， 


2 


2 
= lim ~ 了 一天 = 二 (6=1 时 )， 
人 二 va 


故 Va=2,a=4,6=1. 

太 4.3.19 求 lim :Gin 卫 )J(4)de, 其 中 f(x) 可 微 , 且 已 知 
lim f(2) = 1 (中 国 科技 大 学 ) 

提示 “可 用 积分 中 值 定理 . 

原 式 = lim ésin 二.7(6) 2=6 

(z<E<z+2, 当 z+oo 时 ,6>+oo). 

4.3.20 设 a>0, 函 数 F(z) 在 [0,aj 上 连续 可 微 ,证明 : 

1 f(0) I< 三 | 1 f(x) | dr+| 1 了 (zx) 1 dzx.( 华 中 师范 大 学 ) 


提示 | fr)dr = f(€) - f(0) + f(0) 


a 
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= Treoaz + /(0) 


a € 

1 f(0) < ear + ff)ar|< 

太 4.3.21 设 f(x) 的 一 阶 导数 在 [0,11 上 连续 , 且 f(0) = f(1) = 0， 
求证 : | | 7(z)dz| 太 于 ax 1 了 (<) 1.( 清 华 大 学 ) 


提示 “可 先 通过 平移 x - 地 = ,再 分 部 积分 放大 . 


rcaz| = IN + 广 )dt 


1 1 
加 -| tf (t+ 1 qr 
站 

zz 


ore + 二) 


<M| ,itldi- 学 (M = max | f(x)1). 
- 工 . 0<zEl 
次 4.3.22 设 fEC([0,1])( 即 了 在 [0,1] 上 连续 ), 生 在 (0,1) 上 可 微 ， 


车 有 s|, f(z)dzr = f(0) ,证 明 : 存 在 £E(0,1), 使 得 六 (8)=0. (北京 大 学 ) 
5 
提示 可 先 用 积分 中 值 定 理 再 用 Rolle 定理 
原 式 =87(7)(1- 癌 )= /CO)=A(7)= 0) 一 36: 太 (6=0. 其 中 0<# 
< 7 和 1. 
4.3.23 “” 设 函 数 /(z) 在 [a,6] 上 连续 ,f(x) > 0, 又 F(z) = [fd 
十 [ Fd . 试 证 : 
1) F’ (x)>2; 
2) F(x)=0 在 [a,b] 中 有 仅 有 一 个 实 根 .( 华 中 师范 大 学 ) 
示 1 IT 
提示 1) (平均 不 等 式 )7(z)+ FJ>2NM 7Cz)TCET= 2， 
2) 下 在 端点 异 号 , 且 已 >0, 下 严 也 . 
x*4.3.24 设 F(z) = 三 sin 过 di ,求证 :之 > 0 时 , | f(z) |< 过.( 北 
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“ 京 工 业 大 学 ) 


(z+1)? 


_ _ 1 
提示 St=Vr,f(z) -| sint 元 产生 


4 


1 | 
到 [> ”天 ad(- eon ) 分 部 积分 ,注意 | cos 1<1. 可 得 > 0 时 ， 
z T 


(z+1D2 
IFz)1< 去 + 区 DT+ | ridr= 二 . 
※4.3.25 设 f(z) 在 (a,5) 内 连续 ， 
四 十 | [rz + u) + f(x- 1) -2f(7r)]du 


二 0(zx € [a,b)), 
试 证 A(z ) 为 线性 函数 . 
提示 “利用 练习 3.2.34. 
※4.3.26 设 F(z) 是 [ -r,x] 上 的 凸 函数 , 广 z) 有 界 .求证 : 


as, = | f(z)oos 2nzdr 之 0; 


G2nti = 去 | PCz)eos (2n + 1)zdz 委 0. 
洲 4.3.27 设 f(z) 是 [0,2x] 上 的 凸 函数 , 广 (z) 有 界 .求证 
a = 二 | rz)eas nzdz 之 10. 
兴 4.3.28 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 . 试 证 : F(z) 为 凸 的 充分 必要 条 件 是 
f(r) 去 | f(z + t)di 


对 Ylz-h,x+hhjCrla,b] 时 成 立 . 


§4.4 几 个 著名 的 不 等 式 


本 节 讨 论 几 个 著名 的 不 等 式 . 这些 不 等 式 不 仅 本 身 是 重要 的 ， 
而 且 证 明 这 些 不 等 式 的 方法 ,也 十 分 典型 .因此 ,本 节 较 系统 地 介 
绍 这 些 不 等 式 ,并 着 重 讨论 它们 的 证 明 、 变 形 与 应 用 . 
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一 、Cauchy 不 等 式 及 Schwarz 不 等 式 


a. Cauchy 不 等 式 
定理 1 设 a, ,2， 为 任意 实数 (i=1,2,…,n) 


则 (Det) < Da : p31 (1) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 a; 与 5; 成 比例 时 成 立 .(1) 式 称 为 Cauchy 不 等 
式 .( 注 意 此 定理 以 后 应 用 很 广泛 .) 

证 I (判别 式 法 ) 


0< Dlart hy = ( oj 
+2(Dyarb, )z + (35) 
关于 > 的 二 次 三 项 式 保持 非 负 ， 故 判 别 式 
(Dt) 一 Da 。 3 二 0. 
证 工 (配方 法 ) 因 
pi a (Pab ) 
= > 。 3 一 2 和 
= =- De ?65? 一 > eta 
= = 去 (ob — ab:) > 0, 


故 (1) 式 获 证 . 等 号 当 且 仅 当 ab = ajb:(i,j 二 1,2,…,n) 时 成 立 . 
证 下 (利用 二 次 型 ) 


0< D(a + by)” 
ii 
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= (Da) +2(Dap ey + (DB)y, 
i=1 i=1 i=1 


即 关 于 z、y 的 二 次 型 非 负 定 ,因此 


n 

2 
> ai 
2 


Sa 
i=1 


六 ob 六 局 
i=1 i=1 


此 即 式 (1). 


注 用 方法 正 , 易 将 结果 进行 推广 . 因 


n 
0< Zauzi t azz2 + + amrn) 
1 


n m 
从 
一 > 1 > ) QQG TL 
i=1k,7=1 


m 


&,j=1 


n 
一 2 (Dyasas )zriz, » 
i=1 


此 式 右边 为 z ,x;，,… ,zx 的 二 次 型 ,此 式 表明 该 二 次 型 非 负 定 ， 


因此 系数 行列 式 
Da 3 
Det( > wa ) 一 2 Gil 


n 
> dimQn 
i ~ : 


等 号 当 且 仅 当 (an 人 21 9， 


na n 
> ,ai Qi2 > a Gim 
i=1 iE1 


= 2 eon SS . 
和 和 | oo) 


QimCi2 
r= - 


0a1) (ai Ap, 


nn 


2 
im 


i=1 


;Qn2), "(al,, 


22 ，…am ) 线 性 相关 [ 即 : 3 不 全 为 零 的 常数 xz ，"" ,Tm 使 得 


Qi Ti+ a rs t+» + axn =0 


时 成 立 . 
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(i=1,2,.…,n)] 


(2) 式 是 Cauchy 不 等 式 的 推广 形式 . 

b. Schwarz 不 等 式 

Cauchy 不 等 式 的 积分 形式 称 为 Schwarz 不 等 式 . 它 可 以 通过 
积分 定义 ,直接 由 Cauchy 不 等 式 推 得 .也 可 仿照 Cauchy 不 等 式 的 
证 法 类 似 证 明 . : 

次 定理 2 若 f(z) .ag(z) 在 [a,6] 上 可 积 , 则 


(a)ae) < fr as] eta)ar. 


若 /(z)、g(x) 在 [4,5] 上 连续 ,其 中 等 号 当量 仅 当 存在 常数 a， 
B, 使 得 af(z) 二 Bg (zx) 时 成 立 (a,B 不 同时 为 零 ). (南京 理工 大 学 
等 多 校 )( 注 意 此 定理 以 后 经 常用 到 . ) 


证 I 将 [a,b5jn 等 分 , 令 了 =a + 二 (6 一 a ), 应 用 Cauchy 
不 等 式 ， 

(#6)) SHEF FD,), 
令 mw->co 取 极限 , 即 得 式 (1)， 

六 证 I [f(a)dz| ez)dz - (roscmar) 


- 于 Faef g2(y)dy + 到 | (y)dy| g(x)dz 


-| f(g(z)dz| f(y)g(y)dy 


到 | dy| LF a) gy) + Fly) gz) 
-27(z)g(z)7(y)g(y)]dz 
= 去 | ay 站 [rz)g(y) - gz) f(y) Far 20, 


这 就 证 明了 式 (1). 由 此 看 出 , 若 /(x)、g(z) 连 续 ,等 号 当 且 仅 当 
存在 常数 a,B( 不 全 为 零 ) 使 得 af(z) 二 Bg(xz) 时 成 立 . 
还 可 用 本 节 定 理 1 中 证 法 工 . 正 类 似 的 方法 证 明 . 
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类 似 可 以 推广 到 一 般 的 情况 . 若 函 数 f(z),g(xz) (=1， 

2,…,m) 在 [a,bl 上 可 积 , 则 
pet(| f(x)f (x)ar)>0. 
车 f(z) 在 [a,6b] 上 连续 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 f(x)(i=1,2,…， 
m ) 线 性 相关 [ 即 3 不 全 为 零 的 常数 al ,a,,… ,a 使 得 
arfi(x)+asfr(r) +- +a,f, (zr)=0] 

时 成 立 . 

交 c， Schwarz 不 等 式 的 应 用 


应 用 Schwarz 不 等 式 ,可 证 明 男 外 一 些 不 等 式 .使 用 时 ,要 注 
意 恰当 地 选取 函数 f(x) 与 g(z). 


妆 例 4.4.1 已 知 /(z)>>0, 在 [a,6] 上 连续 ,| f(z)dz = 
1,& 为 任意 实数 ,求证 : - 
(| roens kxdz ) 十 (| ro kxdz ) < 1. (1) 


(中 国 科 技 大 学 ) 
证 (1) 式 左 端 第 一 项 应 用 Schwarz 不 等 式 


(| re hrdz) = | VFUz)(V fr) eos kz)dz] 
< fC)de: [f(r)eos keds 
| = ras &zdz， (2) 
同 理 
(| rm kzdz) < J fC)sin kzrdx. (3) 


式 (2) + (3) 即 得 式 (1). 
练习 1) 设 ALz) 在 [c,2] 上 连续 ,证 明 不 等 式 


(fq) 之 (6 -of F(z)qz.( 北 京 大 学 ) 
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2) 设 (x) 是 [a,5] 上 的 正 值 连续 函数 ,求证 
f ala Fd 二 (6 -a). 
(中 国 科学 院 ,哈尔滨 工业 大 学 ) 
提示 1) 对 (| . 7(z)dz) 用 Schwarz 不 等 式 . 


2) (5 - a)* = (J vat : ee) . 


有 时 需要 对 积分 作 适 当 变 形 ,才能 用 Schwarz 不 等 式 . 
从 例 4.4.2 设 函 数 g(xz) 在 [0,a] 上 连续 可 微 ,g(0)=0, 试 


证 | g(x)g (x) 1 dx < 了 | | g(x) Pdz, (1) 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 g(x)= cz 《c 为 常数 ) 时 成 立 .( 北 京师 
范 大 学 ) 
证 tif(z) = | le (ld (0 过 x 过 4a), 则 
f(z)=|g (xz)|, 由 g(0)=0 知 
| g(x)1=1g(z)-g(0)1=1| a (id <| Ig (a) 4d 
= f(x), 
因此 gz)s(z) dzs| Fa) (dz = | f(z)df(z) 


= /zr)| = 去 (| so， a) 
= 到 (| ‘lg (zt) d) 


入 也 | dz | 1g (zt) I*d: (Schwarz 不 等 式 ) 


a 


= 和 8“(1)di.(1) 式 获 证 . 


2” 当 g=czr 时 (1) 式 明显 成 立 .只 需 证 明 必要 性 .如 上 已 证 
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有 | | g(Cz)g (zx) | dz 委 到 (| | g(t) | dz) < 


$| ,sa)d, 
0 


2 
若 (1) 式 中 等 号 成 立 则 有 
(| 1g (zt) 1 dr) = a g* (1d (2) 
记 A= [ea,B=| lg (1) ldt, 
于 是 式 (2) 相 当 于 方程 式 


| ralg(z) I)dr = A+2B+a=0 (3) 
的 判别 式 A =0. 因 而 二 次 方程 (3) 有 了 唯一 根 : 
= -总 ( 当 AS0). (4) 
但 g(z) 在 [0,a] 上 连续 ((4) 代 入 (3)) 由 
| (1&1 |) az = 0, 可 得 Blg'(z)1= A. 
A0 时 B 也 不 为 零 , 故 g (x)= 二 名,g(z)= 土 全 z+ci, 又 由 


应 


于 g(0)=0,c 


0, 所 以 g(z)=cz(c= + 分 为 常数 )， 


最 后 ,假若 A = 0， 即 | g*(z)dz = 0, 因 g(x) 连续 , 知 


g (x) 三 0, 在 [0,a] 上 .从 而 g(xz) = c,, 但 g(0) = 0 所 以 g(z) 
三 0. 属于 g(xz) = cz 中 c = 0 的 特 况 . 总 之 ,不 论 A 是 否 为 0, 当 
(1) 式 等 号 成 立时 g(xz)= cxr(c 为 常数 ). 必 要 性 获 证 . 


注 对 任意 区 间 [a,61, 若 g' 连 续 , g (a) = 0, 则 有 
| smDe(z) dr< 3 (ez))dz, 


其 中 等 号 当 生 仅 当 g(xz)=c(z -4a) 成 立 (c 为 常数 ). 
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六 例 4.4.3 假设 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5](65>>a) 上 有 连 
续 ” 阶 导数 F"(z), 并 且 f(a)=0,k=0,1,…,n 一 1. 求 证 : 
Poe < (E000 ee 

(1) 

这 里 ,0 委 &< 7 委 2. (中 出 大 学 ) 

分 析 1' 先 设法 证 明 最 简单 而 又 必须 证 明 的 情况 . 令 n=1 
(此 时 有 =0,m =1). 我 们 所 要 证 明 的 结论 是 : 

假若 p(xz) 在 [a,5] 上 有 连续 的 导数 ,gp(a)=0, 则 必 有 

([ e004) < (F) 6-a 人 ee)az) . 0) 
为 把 op 与 w 联系 起 来 ,用 公式 

p(x) = | w(z)dz . 

应 用 Schwarz 公式 


(p(z)): = (ear) < ra | (pC) 
= (x -a)| 9 (dr. (3) 
两 边 同时 积分 | 
heey Le oh) 
-= 直人 codejacz a) (应 用 分 部 积分 法 ) 


= 方 (x 一 a) (| .92(odz] 靖 
& ， iv 
-也 | (z =- op”(z)dz ( 删 去 第 -六 
< (5 一 34 全 5 (zt)dz. 
两 边 同时 开 方 ， 大 得 从 证 的 天 


2 回 到 一 般 情况 , 令 p(xz)= Fo(z) ,反复 应 用 我 们 刚刚 证 得 
的 不 等 式 (2)m -次 ， 便 可 得 欲 证 的 不 等 式 (1). 

下 例 用 Schwarz 不 等 式 求 极限 . 

六 例 4.4.4 设 f(z).g(z) 在 [a,6b] 上 连续 ,f(xz) 专 0， 


g(x) 有 正 下 界 . 记 4 = | | f(z) 1"g(z)dz,n = 1,2,…. 试 证 


lim 后 = max,1 f(z)|.( 南 开 大 学 ,四 川 大 学 ) 


证 (为 了 分 析 | 二 | 的 变化 状态 ,我 们 先 研究 4 邻 项 之 
间 的 关系 . ) 
d, = 「 | f(x) ieg(z)dz 
= | vet (f(x) 1 .VEC | f(r) dy 
(应 用 Schwarz 不 等 式 ) 
< (fz) 1 f(z) qz) . (| ec) 1 f(z) dz) 


= a¥, ” < 
因 d, >0 ,平方 得 dd, dr, 


Qi 
Ol 
于 d, a7 d, 一 


2 因 f(x) 在 [a ,5b5] 上 连续 ， 3 M >0, 使 得 | f(x)| 二 M 于 
[a,5] 上 . 故 


faz) | f(x) 11dz 
ea 1 f(x) I"dz 


dt 
0 和 元- 二 


4 g(T) | f(x) 1"dr 
< =M 
[ g(x) | f(x) I"dx 
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3 既然 | 2 | 单调 有 界 ,所 以 有 极限 . 氮 例 1.2.3,2) 的 结果 


lim 2 = lim YT = lim (| gz) 1 fz) ar) 
= max 1 f(z)1.， ( 例 4.1.7) 
交 二 、 平均 值 不 等 式 
a. 基本 形式 
定理 3 对 任意 n 个 实数 a, 宇 0(i =1,2,…,n) 桓 有 
J tt 


( 即 几 何平 均值 过 算术 平均 值 ) ,其 中 等 号 当 生 仅 当 aj = ci = …= 
a, 时 成 立 . (证 明 见 第 一 章 $1.1) 
六 例 4.4.5 设 正 值 函 数 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 试 证 : 


linf{ x)dz 1 
elo a <| fz)dz. 
0 


(中 国 科 学 院 》 | 
证 由 条 件 知 f(z),Inf(z) 在 [0,11 上 可 积 .将 [0,1]n 等 
分 , 作 积 分 和 ， 


je -昌吉 人 


[Inf(z)dz = lim EE mn (TI/(E)) 


所 以 ena en ED) 
- (HA) 
应 用 定理 3， | 
(ET 全 ) <# 兴 ) 
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jsmr(z)dz <<| fr)dz. 
另 证 ” 取 对 数 , 原 式 等 价 于 
人 artz)dz 委 In f(x)dz In S ， 


即 要 证 fa f(x) -In S)dz <o, 


事实 上 上 式 左 = fa 人 ea = ml + (二 - 1)]az 
[利用 不 等 式 In(1+x)<x( 当 zz> -1 时 )] 
<| (各 -jaz (因为 人 2 >0, 人 -1>- 1 


三 $| rz)dz 一 1 = 0. 
证 毕 . 
※b. 平均 值 不 等 式 的 推广 形式 
定义 设 a>0 (i=1,2,…,n), 记 


M,(a) 三 ($3) (r >0),， 
称 M,(a) 为 ai，……,a， 的 x 次 寡 平 均 . 它 与 算术 平均 的 关系 是 


CQ1 二 42 十 十 Qn 


Mi(a)= 二 A(a), 


RM Ca)J=(A(ar)) 
定义 《加 权 平 均 ),p,>0 (i=1,2,…,n) 


>) Pia: 


i=1 
n 


Dp 
i=1 


a 
” /Sp 1 
G(a,p)= ( | [< ) i=1 ”一 (a CC 所 ab ) 页 PT . 


i=1 


1 
7 


记 M., (a ,p)= 
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M,(a,p) 和 G(a,p) 分 别称 为 ci,az， ,a 的 加 权 (r 次 等 ) 算 
术 平 均 , 和 加 权 儿 何平 均 . 

pili 二 1,2,…, 7) 称 为 权 数 . 若 令 qi = 一 
1. 这 时 


in 
G(a,g)= | | CU = a a a . 


i= 


将 p; 改 成 g,(i=1,2,…,n) 称 为 权 数 的 标准 化 . (为 了 简洁 ,以 下 
我 们 将 连 加 连 乘 符号 中 的 标号 略 去 ) 
引 理 1 设 r>0,ai,as,…,a, 不 全 相等 , 则 M, (a,g)> 
Ms (a,g). 
证 M;(a,q)=(Dga?)t 
三 (了 VTVTaE)2( 应 用 Cauchy 不 等 式 ) 
<(Dg5gal)*( 据 Dg,=1) 


=(5ga’)* = M,(a,g). 
引 理 2 G(a,g)= lim M., (a ,gq). 


证 1° 若 a),as,,…,a, 备 >0, 则 

al 一 e i =e =1+rn a; + o(r’). 
， r 上 1n5ga” 
所 以 M,(a,g)= (ga’)” =er 


=exp| ZInDg(1+ rln a; trolr)] 
=exp| LIn(Da, +r2gln a, +o(r’)Dg,) | 


加 任意 数 A,exp A 表示 e*. 即 :expA = es. 
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=exp| 二 In(1+ re w+o(m)|. 
如 此 ,lim M, (4,9) =exp(D aln ai) 
=TIoar = G(a,g). 
利用 这 两 个 引 理 ,立即 可 得 平均 值 不 等 式 的 推广 形式 . 
定理 4 设 al,a,,…,a, 不 全 相等 , 则 有 G(a,g)< Mi(a， 
d)， 
即 : age2…a<aqiai+…+aa (qi >0,2g=1), 


piatt+ pa, 
亦 即 :(af?t aY2eafr Birt 
2 力 十 十 加 


只 有 al ,……，,a, 全 相等 时 “<” 才 成 为 “=”. 
证 由 引 理 1 知 
Mila,g)> Mi(a,g)>Mi(a,g)>.…>Mi(a,g)> 
2 2 
lim M,(a,g). 又 由 引 理 2 知 limM,(a,g)= G(a,9g), 故 
r0 r"0 
Gla,g)<M(a,g). 


显然 若 91 = q: = …= g, = 二, 则 回 到 定理 3. 可见 定 理 4 是 定 
理 3 的 推广 . 

※c. 平均 值 不 等 式 的 积分 形式 
所 出 现 的 积分 有 意义 . 记 

| pC2) f(z)dz 
)=> 


A(f 5 
| 力 ( 工 )dz 


J pCa) fF Cx)dr 


M.,(f) 二 5 
上 az)dz 


(r > 0) 
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车 F(z)>0, 记 


[pz)lnf(z)dz 
G(f) = exp|* 


| plz)dr 


它们 分 别称 为 f(x) 的 加 权 算 术 平均 ,加 权 (+ 次 宕 ) 算 术 平 均 
和 加 权 几 何平 均 .其 中 p(x)>0 称 为 权 函 数 . 
若 用 g(x)= 2 一 取 代 p(z), 则 | g(x)dz = 1.g(z) 称 为 
p(xz)dz “ 
p(xz) 的 标准 化 . 
注 由 上 述 定义 ,明显 可 看 出 : 
1) InG(f)=A(nf) (f(z)>0 时 ). 
2) 若 a,B 为 常数 , 则 
A(af+pg)=aA(f)+ BA(g). 
3) M,(f)=[A(F)] ,A(F= MCA 
4) G(f) 是 加 权 几 何平 均 


1 
n 1 二 
一 -一 一 p; 
( | | ar ) I 一 er Tl ) 之 
i=1 


2 pilna, 
expl Sp 万 


的 积分 形式 . 
5) 着 2(z)==1, 则 A(7) = | f(z)dz ， 


MD =- (sa) eas), 


G(f) = exp (5 za] nf)dz). 


定理 5 (平均 值 不 等 式 的 积分 形式 ) 设 + >0, F(z) >0 所 证 
的 积分 有 意义 . 则 G( 有 A(7),G( 有 <M,(f). 
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即 
ef enn eas 云 (a eas). 
(r>0, 包 括 r=1 的 情况 .) 
证 Vyr>0， 


M;(f) = (feary 
= (| va VF) 


魏 (ca)az 。 [a 0a) 
(Schwarz 不 等 式 ) 
= (a ar) (mf ots)as = 1) 
= M,(/f). 
但 
, pe ” 记 
lim M.,(/f) = lim (J .ata a)) = maxf(zx) 一 一 yy， ( 见 例 
> 人 r 一 0 a a&zr&b 
4.1.7) 
且 G(f)= eo (| (=)nrtz)dz] 
< see(zdz = Ai 
故 M.(D Ms (MM: (fFM(f)>- 
> lim M,(f)=p 
宇 G(f). 。 
r=1 时 , 即 A(/) 宇 G(/). 证 明 过 程 里 “之 "中 的 等 号 , 当 且 仅 当 


f(z) 二 常数 时 成 立 . 
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x* 三 、Halder 不 等 式 


a. 基本 形式 
定理 6 (Halder 不 等 式 ) 设 a; ,6 之 0,(i=1,2,…,n).k,k 


~ 


为 实数 :过 + 声 =1, 则 
当 >1( 从 而 >1) 时 


1 


Pat < (Pe) )*; (1) 
当 &<1， AS 0( 从 而 大 人 
Db>(DA) DH) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 a, 与 5, 成 比例 [ 3 a， 8 不 全 为 零 使 oo， = Bo: 
(i 二 1,2,… ,7)j] 时 成 立 . 


证 1 当 k>1 时 ,| 这 时 =-— >1 
1 二 
Sab, /be 
(Dat )F (Dor 之 ( 襄 ) ( 带 ) 
k 下 、 《应 用 定理 4) 
1 Qi 1 i 
“> 让 人 
-1 1 1 


pn =1,2,…,n) 时 成 立 ， 


2* 当 k<1 时 ,注意 到 二 + 出 =1 可 得 
k (1 一 上 )+ 庆 =0, 故 : 
Za = Datbt'* ts) 一 Dab ) (0 DT 
” 885 : 


利用 刚 证 得 的 式 (1) ,把 (ab )* 的) 二天 ,二 分 别 看 作 (1) 式 


中 的 ac;, ,5 ,kk, 与 &. 则 得 
Da:<(BDab) (6) *, 

故 (Tat<Dab (Bh) = Sab (Bo) +t. 
即 Dab>(Ba)t (Do ). 
有 是 不 等 式 中 的 等 号 当 且 仅 当 a 与 大 成 比例 时 成 立 . 

b. Halder 不 等 式 的 积分 形式 

定理 7 设 f(z),g(zx) 实 0, 并 使 得 所 论 的 积分 有 意义 ,&,k” 
0,1 为 共 亏 实数 ( 即 :二 + 亡 =1), 风 


(k>1 时 ) | f(z)g(z)dz 过 (fer) (fe aaay ， 
(1) 
(4<1 时 ) | 7(z)g(z)dz (fras) (ecoae 六 


(2) 
车 F(z),g(z) 连 续 , 则 其 中 的 等 号 当 且 仅 当 A(z) 与 g* (xz) 成 比 
例 ( 即 3a,8B 不 全 为 零 ,使 得 af (x) 寺 Bp'g* (x),V xzE[a,5b]) 时 
成 立 . 


证 明 与 定理 6 完全 类 似 ,只 要 把 “ 光 " 改 为 积分 符号 “| ” 即 


可 .那里 应 用 定理 4. 这 里 是 应 用 定理 5. 
不 等 式 (1)、(2) 亦 可 应 用 积分 和 的 极限 ,从 定理 6 推 得 . 
例 4.4.6 试 证 明 
< i _。。 3 
| .mm dz [a dz 之 下 
(广西 大 学 ) 
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(a > 0). 


x* 四 、H. Minkowski 不 等 式 


a. 基本 形式 
定理 8 对 于 任意 实数 r0,1, 及 a;,b; 之 0(i=1,2,…,n) 
有 


当 >1 时 ， (Pe 160)')" < (Ba) + S33 (1) 


当 y<1 时 ， (2 + b.)” 六 > > (De) + (Pa)”, (2) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 a 与 b, 成 比例 [ 即 : ja, 8 不 全 为 零 使 得 wa - = 
Boi (i 二 1,2,…,n)] 时 成 立 . 

起 (又 称 为 距离 不 等 式 /2 ,3 时 , 式 (1) 表 示 R? 中 三 
角形 任 一 边 小 于 另 两 边 之 和 .因此 (1) 式 又 称 三 角 不 等 式 . 
证 rr>1 时 , 记 s,=a,+5b,, 则 
Ds = Da, + 6b;)” = 3 + b,)(a; + 6b) 
= Da, sr + bs 
令 k=r,k 一 一 二; 则 圭 + 户 =1， 对 上 式 右 端 应 用 Halder 不 等 式 
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r-i 


Sy Da) (DT + (Db) Ds) 
=[(Dar)t + (6)+] (SDs) +. 
两 边 同 乘 以 ( 怠 s' ):-! 得 
(EBs)tS(Ta): + (Bo)?, 

其 中 ;= a, + b,.(1) 式 得 证 .由 定理 6 知 ,其 中 的 等 号 当 且 仅 当 a 
与 b, 成 比例 时 成 立 . | 

r 达 1 的 情况 完全 类 似 可 证 . 

b. H. Minkowski 不 等 式 的 积分 形式 


定理 9 设 f(x),g(x) 之 0, 在 [a,b] 上 有 定义 ,使 下 面积 分 


> 1 人 we ata) < (fae) 


1 


十 (ecoaz) ， 
O<r<l1 时 ,(| (f(z) 十 co) 小 > (reoas} 


十 (| adr). 
(2) 

证 可 仿照 有 限 形 式 (定理 8) 的 证 法 ,从 Halder 不 等 式 的 积 
分 形式 推出 .不 等 式 (1) (2) 亦 可 用 积分 和 的 极限 从 定理 8 的 不 等 
式 (1)、(2) 推 得 . 

c. n 元 :Minkowski 不 等 式 

上 面 的 不 等 式 立即 可 写 出 它们 的 一 般 形式 . 

定理 10 对 于 任意 实数 0, 及 a, 这 0(i=1,2,…,n;j=1， 
2,…,7m) 有 | 
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(1) 


1 
r >1 时 ,( > an 十 Qi2 十 十 am)” )" 
i=1 


1 
r 


< (Ze + (二 十 和 十 (Zoo ) ， 
0 < r < 1 时 ,(> (on 二 oa 二 
> (Zn) + (202)" + et (Da)", 
等 号 当 且 仅 当 VE,(ax): 与 (ay ) 六 :成 比例 时 成 立 . 


定理 11 设 f(z)(i=1,2,…,m) 在 [a,6b] 上 有 定义 ,下 界 
为 正 , 在 [a ,5] 上 可 积 , 则 ; 


r>1 时 ,(| Cz) 二 二 六 CD 下 


< (fed 二 (和 code) (1) 
0<r<1 时 ,(| nz) + … 十 fd) 
> (reazy + (A (2) 


* 五 、W.H. Young 不 等 式 


著名 的 不 等 式 还 有 很 多 ,我 们 不 准备 一 一 介绍 .最 后 ,只 介绍 
一 个 在 证 法 上 有 特点 的 Young 不 等 式 . 

定理 12 设 /(z) 志 ,连续 于 [0,+ co) 上 ,7(0)=0,a,5>0， 
广 !(z) 表 示 F(z) 的 反 函 数 . 则 


6 二 | rz)dz+ | 广 ()ay， (1) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 F(a) = 时 成 立 . . 
该 式 从 几何 上 看 ,是 十 分 清楚 的 . 因 积 分 等 于 曲 边 梯形 的 面 
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积 ,可 能 发 生 的 三 种 情况 ,如 下 图 所 示 ,这 时 
| Ar)dz 三 So 广 (dy = Socgo ,ab = Soapgo . 
(其 中 Sonpo 表 示 图 形 OABO 的 面积 ,如 此 等 等 . ) 


用 全 | 此 时 太太 重合 


图 4.4.1 


从 图 形 看 ,三 种 情况 都 有 
Sonapo + Socgo > Soapgo ， 
并 且 等 号 只 在 第 三 种 情况 (5 = f(a)) 发 生 . 命题 从 几何 上 看 二 
分 明显 .问题 是 分 析 上 如 何 证 明 . 
证 1 我 们 先 证 明 


a fla) 
| f(z)dz + 上 | 广 :(y)dy = af(a). (2) 


因 A(z) 连续 于 [0,a] 上 , 故 广 :(>) 才 ,连续 于 [0, f(a)] 上 . 故 
(2) 式 中 之 积分 有 意义 .将 [0,a]n 等 分 ,记分 点 为 
0=zo<zri<r "<r, =a, 

相应 的 点 “y= f(z)(i=0,1,…,n) 构 成 区 间 [0, f(a)] 的 一 个 - 
分 划 

0=y <y <y < < y, = f(a). (3) 
因 /(z) 在 [0,e] 上 连续 , 故 在 [o,a] 上 一 致 连续 . 故 moo 时 ,对 
于 分 划 (3) 来 讲 , 有 

" 390 ， 


一 ~y 1)= maxfFCz) 一 (zi )] 一 0. 
max Ay, ax (% yi-1) ma [了 f(zxi-i 


族 fa)az + fy)dy 


lim (D(x) hz + DF (v1)Ay) 


1 


fim > Fa = T+ (Fra) fx) ~ fr))] 


lm PNACz) Cz ~ si) + zen(f(zi) — fx))] 


lm SY zf(z,) _ zf (xi)] 
lima[ zf(z,) — zof (zo)] 
= lim[af(a) -0° f(0)] = af(a). 
(2) 式 获 证 . . | 
2° 由 (2) 式 可 知 , 若 f(a)=65, 则 (1) 式 中 等 号 成 立 . 
3 车 0<6b< f(a), 则 由 f(x) 的 连续 性 可 知 , 3 zoE(0,a)， 
使 得 f(x。)= 5. 于 是 


| f(z)dz 十 [Fay 


= fr)az + fz)az + | f(y)dy 


= fnaet (fart ff Cdy] 因 = f(z0)) 


>f(zo)(a 一 xo)+ zof(zo) (应 用 式 (2)) 
=af(z0)= ab. 
4 5>>f(a) 的 情况 ,只 要 把 f(z) 看 作 是 广 :(y) 的 反 函 数 ,就 
可 由 3" 的 结论 得 到 . 
5° 联系 2°,3",4° 可 知 (1) 式 成 立 , 当 且 仅 当 f(a)=6。 时 (1) 式 
中 的 等 号 成 立 . 
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例 4.4.7 证 明 当 a ,5 志 1 时 不 等 式 
as 入 e“ !+ blInb 成 立 . 

(安徽 大 学 ) 

提示 。 f(x)=e” -1 连续,f 1(y)=In(1+y) 因 4a,5>1, 应 用 
, ， a-l -1 
Young 不 等 式 , (a - DG-D<| fz)dy + [ f(y)dy 
即 得 . 

例 4.4.8 设 a,6b5>0,p>1， 六 + 二 = 1, 试 证 ; 

eb +t. 

证 I 因 p>1, 故 f(x)= xz? '!7 连 续 ( 当 zx 宕 0 时 ). 


f° 1(y) = yz =y! (F141). 应 用 Young 不 等 式 有 


ab < | Ar)dz + [ray 


= 
pp 9 
证 耳 令 f(x)= + + -bx (xz>0), 


>0, 当 x>6 开 时 ， 
<0, 当 zz<b5I 时 . 
所 以 F(z) 在 = .655 处 为 最 小 ,但 F(6mi)=0, 故 f(a) 宕 0. 


ff 4.4 


本 节 以 例题 为 主 ,以 下 习题 作为 机 动 . 
1 dz 
4.4.1 证 明 0.83< 
二 
4.4.2 设 F(z) 在 [ea,5] 上 连续 可 徽 , Fa) = 0. 
试 证 : MI<(6-a) [f(r)dz, 


则 f(zx)= zr | 


<0.95. 
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其 中 M= sup ,| f(x)|. 


4.4.3 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 可 微 , 并 且 F(1) - F(0)=1. 证 明 
[fdr >1. 
(国外 赛 题 ) 
4.4.4 设 f(zx) 在 [a,5] 上 连续 可 微 (0<a<5b),f(a)= f(65)=0， 


[EE = 1. 试 证 : 


4 2 1 
| my?Cz)dz > 于. 


4.4.5 证 明 :In 了 了 <2_&(0<g<&p). 
证 n J gp 
4.4.6 设 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 有 连续 导数 ,f(a)= (2)=0. 试 证 : 


「 1 /2)f (zr) 1 dx < “| 7”(z)dz， 


并 且 2 2 不 能 再 小 . 
4.4.7 车 u ,U2 Us 0, Wi Use wu; 二 1, 则 有 zi 十 ut t a 


之 nn. 试 证 明 这 一 结论 ,并 由 它 导出 定理 3( 平 均值 不 等 式 ). 
去 4.4.8 设 zi ,Xs,… ,7X 是正 数 , 且 nn 实 1. 证 明 : 


WE I i 1 


1 十 -一 十 … 十 
MAVZI ZX Tn 


(中 山大 学 ) 

提示 参看 例 3.4.8 

4.4.9 设 f(z) 有 7 连续 ( 当 x 之 0 时 ), (0)=0,a,5 之 0, 试 证 a6b 声 
af(a)+ bf (6). 

4.4.10 车 YV ,有 (a 一 aj)(6 一 b;) 之 0, 则 ab 称 为 是 似 序 的 .车 恒 
有 相反 的 不 等 式 , 则 称 之 为 反 序 的 . 试 证 :a; ,6b; 似 序 时 


天 


(Pe ) (2 )< "Zib ， 
ai ,6 反 序 时 此 不 等 式 反 向 .等 号 当 且 仅 当 41 = wu =…=a, 或 5 一 … = 
时 成 立 . (JegprureB) 
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§ 4.5 反常 积分 


导读 一元) 反常 积分 是 考研 热点 问题 之 一 . 非 数学 院 系 学 
生 可 只 侧重 于 计算 . 

本 节 内 容 包括 :反常 积分 的 计算 ,收敛 性 的 判定 ,反常 积分 的 
极限 ,无 穷 限 反常 积分 钱 散 性 与 无 穷 远 处 的 状态 ,反常 积分 作为 
“积分 和 ”的 极限 . 


交 一 、 反 常 积 分 的 计算 


a. 三 大 基本 方法 
利用 Newton-Leibniz 公式 ,利用 变量 替换 ,利用 分 部 积分 法 ， 
是 计算 反常 积分 的 三 大 基本 方法 . 


要 点 设 | f(z)dz 是 反常 积分 ,5 为 唯一 的 奇 点 (5 为 有 限 


数 ,或 + co) ,计算 [f(z)dz: 


1) (用 Newton-Leibniz 公式 ) 若 f(z) 在 [a ,5) 连 续 , 且 F(x) 
为 f(z) 的 原 函 数 , 则 


[rez)az = F(z)| = FU -0)- F(a). 


2) (变量 替换 法 ) 若 p (i) 在 [a,B8) 上 单调 ,有 连续 的 导数 
2 (1),p(a)=a,g(B-0)=6(B 为 有 限 数 或 无 穷 大 ), 则 


| aaz = [fC9(2) 9 (dr. 


3) (分 部 积分 法 ) 设 w=wu(z),v=wv(z) 在 [a,5) 上 有 连 
续 的 导数 , 则 


[uz) v(x)de = an 


= uz)v(z)| ~- [usu lr)qr. 
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一 般 来 说 ,变量 替换 与 分 部 积分 只 把 一 个 积分 换 为 男 一 个 积分 ,最 
后 还 是 靠 Newton-Leibniz 公式 算出 积分 值 . 但 不 善于 用 变量 替换 
与 分 部 积分 ,常常 无 法 应 用 Newton-Leibniz 公式 . 
例 4.5.1 计算 反常 积分 


1= | 1 rd 
解 (这 里 x ,y 为 参 变量 ， 上 为 积分 变量 ) 令 ti 一 工 =& 则 


[= | 1 3. 


+ vdv 
r=4V3|, dv (1) 


vv 二 +l1 
作 变 量 替换 ,然后 , 仍 把 积分 变量 写成 v， 


则 广 六 1 iw=[ dv 
o vt+l o 1+w’ 0 1+v 


此 式 左 端 和 右 端 相 加 , 除 以 2, 知 


8 | 一 


+ v ?dm 一 '™ 
| v ++1 z|, 1 2 
40 1 
项 一 
( 拆 项 ) = 于 | (二 一 TV 1+ ov 
1 1 1] 
刀 十 -一 UT 
-将 arc tan TI + arc tan 72 
塘 V2 J 
2 
a (3) 
代入 (1) 式 得 
T=V2xVy. 


附注 (2) 式 右 端的 积分 可 另 解 如 下 
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十 2 十 oo 十 oo 
| Hh 
0 1l1+wv VU 二 一 (»- ) +2 
vv 他 
ge) 
三 -一 arc tanl 忆 一 一 一 -天 
2 已 


例 4.5.2 证 明 等 式 


| Arer+ 二 dz = 二 fv t* + 4ab)di, (1) 
其 中 a ,5b5>0( 假 定 二 积分 有 意义 ). 
分 析 ”比较 该 等 式 的 两 边 , 我 们 必须 使 得 


ar+ 和 =Y ft* +4ab. (2) 


2 
因 a、b、z>0, 此 即 要 求 (az + 之】 = 局 +4ab, 亦 妈 


(> -£) 三 12. 
故我 们 选取 变换 (3) 如 下 : 
证 令 ar—- b=, | (3) 


此 时 (2) 式 成 立 ,利用 (2) + (3) 可 得 
z= (t+Y 1* + 4ab), 


dr= ltY! +4ab |, 
2a Vt +4ab 
于 是 (1) 式 右 端的 积分 ( 设 为 1) 


T= | f(r + 和 jdz 
0 TT 
= 去 (| + jf + 4ab) tae, 
右边 第 一 个 积分 里 , 令 1= 4， 
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-1 Vu + 4ab 一 zj 
:= 亏 [|， J wt dod) 半生 攻 u 


+TVt +4ab 
+ (VE Ta) tM + 4 ,], 
| 7 Vi +4ab ] - 


再 将 x 改写 成 1 ,二 积分 合并 ， 
工 = | /0 t” + 4ab )di. 


(1) 式 获 证 . 
例 4.5.3 已 知 | edz = 你 , 试 让 
0 
[ ee gz = Ee 


提示 “可 利用 上 例 的 结果 或 方法 .注意 
[eaz = ce dz 二 em. 
利用 分 部 积分 法 ,常常 可 获得 递 推 公式 ,或 把 困难 的 积分 变 成 
较 易 的 积分 . 
例 4.5.4 设 m,n 为 自然 数 , 求 (In i)" dz . 
(北京 师范 大 学 ) 
解 了 = Je 1)”dz 


:和 


= zl (ln 站 ”da 


大 (ln 2)™ 


| 
， 一 | ft" (ln zt)” :dt 
0 


n+ 4 - 
__n . Se 
= -Ie 
至 此 已 得 一 递 推 公式 .反复 使 用 此 式 ， < 
=-_% /m1l\... LT | 全 ，， 
n+l1 nt+1 -AI)n AD 
397 ， hr 


m+} 
) ” 


m m! 1 
0 


六 例 4.5.5 计算 积分 


x 
z 

| cos 2nzrln cos zdz. 
0 


解 〈 困 难 在 于 被 积 函数 中 有 对 数 符 号 “ln”, 用 分 部 积分 法 ， 
消去 “ln”) 


原 式 = 地, Ineos Zd sin 27 并 
2n 0 


i 


_1 『 sin 2nx(— sin Z) x 


1 . 
=—sin 2nzln cos x 
2n COS x 


2n 


1 P sin 2 nx sin Ti (1) 


2njJo COS XI 
(我 们 看 到 ,这 里 如 果 被 积 函 数 没 有 分 母 的 cos x ,用 积 化 和 差 公 
式 , 立 即 可 算出 积分 值 .因此 ,我 们 希望 设法 应 用 公式 


sin(2n + 1)¢t _ - 
en 一 1+ 2 ue0s 2Rt (2) 


将 被 积 函 数 拆 开 ). 估 为 


sin 2nzx*sin X=cos 2nzcos -cos(2n +1)zx, 


(1) 式 = 元 | ee 2nzdx 一 元 cos(22 + Dr, 
2nJo 由 | 


njo COS 并 


第 一 个 积分 为 0, 第 二 个 积分 令 x=: 一 地 ， 


由 式 = 乞 为 一 | 江 Q2# 二 Dtqr( 利 用 公式 (2)) 
Z 


~— 121fr 
= 1 +2Bye 2 )at = (CD : 


b. 其 他 方法 
要 点 ”计算 反常 积分 , 除 上 述 三 大 基本 方法 之 外 ,根据 具体 情 
况 ,需要 灵活 运用 各 种 其 他 方法 ,其 中 比较 常用 的 有 :待定 系数 法 ， 
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把 有 理 分 式 化 为 部 分 分 式 ,方程 法 ,分 段 积分 自我 消去 法 ,级 数 法 
等 等 . 
※ 例 4.5.6 计算 积分 


1 = zr ry 
解 ( 拆 为 部 分 分 式 ) 设 
1 = Ao A 十 .十 全 pF 
x(xrt+1)(z+n) xT 7Z+i 工 十 k T+n 
(Ao ,A1,…,A, 为 待定 系数 ). 将 zx(z+1)…(z+z) 同 乘 等 式 两 
边 . 然 后 令 z 一 -&, 得 


国 1 
ed) 

/1 1 

(OD FA 


=(-D)' GS (p=0,1,2,,n), 
了 2 。 
站 nl! 
其 中 CG = 二 nk 1 于 是 
fr"/< :GC 1 
.=| (BED 站 二 


a C4 十 oo 1 
一 £* -人 一 
> D) 计 | Tk 


二 D2(- 1)*CtIn(z + £)| 
.Et 1 


注意 到 DC- DGGeth) = DD [z(1+ 4)] 


k=0 
= he PDC + PDCn(L+ 和 | 
21 4=0 I 
=Inz: (1-1)"+ 5(- D*conf1 + ) 
k=0 


x 
一 0 ( 当 z 一 +oco 时 )， 
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因此 1 = 古色 (- DectinGl+ py). 
n! és 
交 例 4.5.7 计算 积分 
了 = | ln sin zdz. 
0 
(武汉 大 学 ) 
n 人 = x 
解 [= [nm sin zdz 一 二 一 | 2 sin 2tdt 
0 0 
一 2ln 2 地 +2| In sin tdt + ?| cos tdi 
0 0 


= 可 ln 2 十 2 | sin zdt + ?| .in sin udu 
9 玫 
(这 里 “= 到 
= 也 In 2+21. 
解 方程 I= 了 In 2+27， 得 T= 一 本 Ia 2. 


六 例 4.5.8 计算 积分 [ 响 Td . (北京 航空 航天 大 学 ) 


十 
解 I 三 rdz = 人 dz 全 mnz | 
0 工 + 工 0 主 十 并 1 工 二 7 
(第 二 积分 令 z= 十 】 -| lz, dz + tg=0 
t ol1l+i+rzr 11+1 
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故 I=0. 
例 4.5.9 证 明 [中 与 。 无关 ( 国 外 赛 
题 ) 
wa 


1 
例 4.5.10 求 max | |jnls 一 上 dt. 
0<s<t JJ0 ， 


s 1 
解 TI= | ns-eld=-| ln(s -td -| In(s -dt 
0 0 ” 


=1— slns—-(1-s)lin(l ~ s), 
=Im( 二 -1), 令 .=0 得 s= 广 . 
当时 1 由 正 变 负 , 所 以 


1 1 
max | lints -stld= 1( 
0 


0<s<1 2 


例 4.5.11 证 明 


+ oo 1 1 
| 


)= 1+1n2. 


[fz] zz 


清 
| 


D =>2 时 ,| -二 < 一 一 一 ,积分 收 全 


2) | … = lim 
1 A 


六 二 、 反常 积 分 钱 散 性 的 判定 (十 二 法 ) 
要 点 (这 里 只 就 无 穷 限 的 反常 积分 进行 叙述 ,对 于 无 界 函 数 
反常 积分 ,有 类 似 的 结果 . ) 判 定 反常 积分 | p(x)dz 的 敏 散 性 要 


点 如 下 : ， 
1D) 车 f(x) 之 0, 且 lim 7(z)=0* 可 考查 z+oco 时 无 穷 小 
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量 f(z) 的 阶 .车 阶 数 4>1, 则 反常 积分 | f(z)ae 收 但 ;4 过 1 时 
发 散 . 

2) 车 f(z) 之 0, 可 用 比较 判别 法 或 比较 判别 法 的 极限 形式 进 
行 判断 . 


3) 著 f(z) 之 0, 可 考查 「 f(z)dz 是 否 有 界 . 


4) 以 上 f(x) 之 0 的 条 件 , 只 要 对 于 充分 大 的 x(x 之 a) 能 保 
持 成 立即 可 . 


5) 因 三 maz)dz 与 | - F(z)dz 同时 敛 散 , 故 对 F(z)<0 


有 类 似 的 方法 . 

6) 若 * 一 + co 时 F(z) 无 穷 次 变 号 , 则 以 上 判别 法 失效 .可 考 
处 用 Abel 判别 法 或 Dirichlet 判别 法 . 

Abel 判别 法 : 


车 | 7(z)dz 收敛, 是 z+ oo 时 ,g(xz) 单 调 有 界 


则 | f(z)8(z)dz 收敛 . 
Dirichlet 判别 法 ; . 
若 3 M>0; 合 上 aaz|s M(VA > o), 且 


g(z) 0( 或 g(zJNso) , 则 | rz)g(z)dz 收敛 
用 Abel 判别 法 ,与 Dirichlet 判别 法 判定 为 收 全 只 是 
| f(z)dz 本 身 收 化 .至 于 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收 敛 ， 还 有 吉 于 


进 一 一 步 考虑 | 1 7(z) 1 dz 收敛 还 是 发 散 
8) 以 上 方法 无 效 , 还 可 考虑 用 Cauchy 准则 来 判断 . 
9) 用 定义 ,看 极限 lim | (x)dz 是 否 存在 . 
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10) 用 分 部 积分 法 ,或 变量 替换 法 , 变 成 别 的 形式 ,看 是 否 能 
判定 它 的 敛 散 性 . 

11) 用 级 数 方法 判定 积分 的 敛 散 性 ( 见 第 五 章 ). 

12) 用 运算 性 质 判 断 敛 散 性 ,例如 : 


车 | 7(z)dz,| a(z)dz 收 售 , 则 全 (f(x) g(x)) dr 
亦 然 . 
车 | f(z)dz 收 化 ,| g(z)dz 发 散 , 则 | (2) + 


g(z))dz 发 散 . 
13) 对 于 无 界 函 数 反常 积分 ,以 上 各 条 都 有 类 似 结论 ,只 
是 1) 要 特别 注意 .对 于 无 界 函 数 反常 积分 而 言 , 此 条 应 是 x 趋向 
奇 点 时 , F(z) 为 无 穷 大 量 . 非 负 函 数 的 情况 . 若 无 穷 大 量 的 阶 数 A 
<1 则 积分 收敛 , 若 阶 数 1 之 1 则 积分 发 散 . 
例 4.5.12 讨论 | 二 于; 的 收 合 性 . 


a 
cos zl| 


解 1 车 |k|<<1, 则 积分 以 0 与 7 为 奇 点 , 当 x 一 0’ 时 ， 
sin” 'x 与 2 同 阶 ; 当 x 一 x 时 . sin’ x 


|1+kcos 并 | ED 


三 一同 阶 . 故 当 且 仅 当 a。>0 时 积分 收 伍 ， 


2 车 =1, 则 积分 仍 以 0,x 为 奇 点 . 当 xz 一 0' 时 ,与 1° 中 情 
况 一 样 ,收敛 要 求 a >0. 对 于 奇 点 x, 将 cos xz 在 x 点 展开 ,可 知 
|1+cos zl=1-1-cosz| 与 (xz-z) 同 阶 ;而 sin X=sin(x~ zx) 
与 (r-z) 同 阶 ,因此 zx 一 x 时 
sin” 1 并 
|1+cos zx)" 
故 对 于 奇 点 x, 要 求 x<0. 可 见 =1 时 ,0.x 二 琳 点 不 能 同时 收 
伍 . 故 积分 发 散 . 


3* 若 上 >1, 记 9= arccos{ -去 ), 则 积分 以 0,6,x 为 奇 点 .对 
. 403 


1 _ 1 
Ce 一 (xr— x) 同 阶 . 


0,7 与 1 中 情况 一 样 ,收敛 要 求 a >0. 对 于 奇 点 9, 将 cos z+ 在 x = 
68 处 展开 可 知 


1+kcos X= -4 元 
9| 同 阶 , 因 此 


一 coS +)= —k(cos 0—cos xX) 与 |x- 


: a-1 
sin” Xz 与 1 _ 同 阶 . 


11+Rcos zl |xz-08| 
收敛 要 求 a<1， 
故 &>1L 时 ,积分 当 且 仅 当 0< xc<1 时 收敛 . 
4” 当 积分 作 变 换 y=r=- xz 时 , 知 


[ sin” 并 dz = "sin lx d 
ol|l1lt+kcoszrzl” dT1T— kcoszl™’ 
即 表 明 该 积分 关于 & 对 称 ( 是 的 偶 函 数 ). 总 结 上 述 结果 知 : 积 
分 当 且 仅 当 i&|<1 且 a>0 及 |k1>1 且 0<a<1 时 收敛 . 


例 4.5.13 设 f(xz) 在 [1, + ceo) 上 连续 ,对 任意 ze:[1， 
+ ce) 有 f(z)>0. 另 外 lim ALz) = 一 4. 试 证 : 阁 4>1, 则 


| f(z)dz 收敛 . (华东 师范 大 学 ) 


证 〈 用 比较 判别 法 ) 因 lim NACz = -4, 所 以 Ve >0， 
3A>1, 当 xz>A 时 有 

f(z) A+e 

即 WC Atm zx. 


所 以 0<f(z)< ( 当 xz>A 时 ). 


因 4 之 1, 故 可 取 0<e<X-1, 于 是 A4-e>l. 各 所 比较 关于， 积 
分 | f(z)dz 收 伍 ， 


例 4.5.14 设 F(z) 在 (- co,+co) 上 有 定义 , Fr(z)>0, 且 
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在 任意 有 限 区 间 [- 4,B] (A,B>0) 上 可 积 ,又 有 定数 M, 使 
得 | 7(z)c 呈 dz < M 对 任意 k > 0 成 立 . 试 证 明 | f(x)dz 
收敛 .( 新 疆 大 学 ) 

证 要 证 明 | _f(z)dz 收敛, 因 /(x) >0, 只 要 证 明 积分 


/Cz)dz 对 A,B>0 保 持 有 界 .已 知 3M>0, 使 


| /ze Far<M (Vk > 0). 
VA,B>0, 记 C=maxiA,B|, 取 >C, 则 
B B C-izl 
0 < | f(x)dz <| f(x)e Et dz 


B r 
= | f(z)e Edxr < et .M3M. 
-4 


故 [f(z)dz 收 伍 ， 


例 4.5.15 设 函 数 f(z) 在 半 闭 区 间 (0,1] 里 连续 , 且 
limf(z)= + oo ,对 任何 正 整 数 N ,定义 fy (xz)=min| f(x),N|， 


证 明 ， :反常 积分 | f(z)dz 收敛 的 充 要 条 件 是 | 六 (z)dz 存 
在 . (厦门 大 学 ) 

证 1 充分 性 . 因 lim f(x)= +oo, 故 38>0, 当 zE(0,9) 
时 f(z)>0. 故 对 | f(z)dr 的 敛 散 性 ,可 用 非 负 函数 的 判别 法 进 


行 判定 .下 面 我 们 来 证 明 当 0<a<8 时 人 readz 保持 有 上 界 . 
事实 上 ,因为 f(z) 在 [a,1] 上 连续 ,所 以 3j M >0, 使 得 f(z)< 
M, 当 xzElLa,1] 时 .因而 N>M 时 ,[a,1] 上 恒 有 
fun(z)=min{ f(zx),N|= f(z), 
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从 而 fearz = f Acear: 


二 | Ar(z)dz ， 
令 N-~ + o 取 极限 ,得 
[raazs dim [fr(z)dr <+ %. 


故 | f(z)dz 收敛， 

2* 必要 性 .只 要 注意 到 f(z) 对 N 递增 , 且 f(z) 志 f(z)， 
立刻 可 用 单调 有 界 原理 ,证 得 lim | f(z)dz 存在 . 

下 面 讨论 在 奇 点 附近 无 穷 次 变 号 的 例子 

女 例 4.5.16 证 明 积分 | (zsin 十 - 二 cos 志 )dz 有 意义 ， 

证 I 1 对 [zsin dz , 因 x 一 0 时 zsin 二 -~0, 故 该 积分 
为 正常 积分 ,zsin 二 只 要 补充 在 == 0 处 为 0, 则 在 [0,1] 上 和 连续 ， 


所 以 该 积分 有 意义 . 
2 考虑 第 二 项 的 积分 .首先 


A 
| cos tdi [<2, 
0 


据 Dirichlet 判别 法 ,此 积分 收敛 . 
其 次 , 原 积分 第 二 项 
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1 
户 >0， 


1 1 
| 1 oos 二 dz = | TI: 1 oos Tdx. 
0 人 0 x 并 


| 二 ss 点 dz 收 策 , 因 子 = 单调 有 界 . 故 由 Abel 判别 法 , 知 此 积 
分 收敛 .总 之 原 积分 有 意义 . 

证 I | (zsin 吉 -六 os 
故 该 积分 有 意义 ， 


1 1 2 ， | .= snl 
FT sin -7 = 7sin1, 


二 )dr 一 


本 


太 例 4.5.17 积分 | [(1- 型 于 ) -1]dz 是 否 收 全 ? 
是 否 绝 对 收敛 ? 证 明 所 述 结论 (北京 大 学 ) 


解 | [人 -a -1]dz 
= (1 加 =) a fa [a -1|dz, 
其中 站 (1 加 二 ) az 以 z=0 为 点 ， : 
(有 [ee 
与 -二 同 阶 ,所 以 | (1 - 忠于) az 收 策 . 因 人 1 -到 王 }>0, 收 
敏 即 为 绝对 收敛 .其 次 对 积分 


三 [(:- 匀 = 六 -az， 


sin zr 
TT 


因为 x>1 时 


1 
人- 中 2 了 ) -1= 计 于 二 + ( 
元 _ 3 工 Uzi) 


<1, 可 利用 (1+ zx)" 的 Taylor 公式 ,有 


于 是 
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厂 [人 -号 和 直人 人 je 
而 | 型 =dz 条 件 收敛 ,| [二 jdz 绝对 收敛 . 故 原 积分 条 件 


(不 绝对 ) 收 敛 . 

例 4.5.18 设 a,B 为 实数 , 试 讨论 积分 

T= | zsin (x ) dz 

的 敛 散 性 . (中 科 院 数学 所 ) 

解 若 8=0, 则 

了 = sin 1| dz + sin 1| zdz . 

不 论 a< -1, 还 是 a 之 -1, 积 分 发 散 . 

车 B80, 则 
， | an ft， LB-tdz ( 当 pB > 0)， 


仿 ,一 
t= 
I = 
0 a 
| thsint: 
oo 


1 oo 
一 | tsin zdz + TT t’sin tdt 
0 
尘 [ + J. 
1 1 
对 于 了 = THAT z'sin tdt , 因 
0 
a. 
lim TH =1, 


故 石 与 | ed: 同时 敛 散 .因而 五 当 且 仅 当 -py-1<1( 即 > 


-2), 亦 即 > - 1 时 收 剑 . 因 被 积 函数 为 正 ,收敛 亦 为 绝对 收 
.408 : 


人 敏 . 对 于 也 =- Ti sin zdt ,我 们 只 须 讨论 -uy-1<1( 即 


> -2) 时 的 情况 . 
(i) 当 -2<Ap< -1 ( 即 -1<<5 <0j 时 ， 


因 |zsin tI<r 且 | wa 收 全 所 以 此 时 1 绝对 收敛 ， 


(i 当 -1<n<0( 即 0<232<1) 时 , 随 z7+ om N0， 
且 
| sin cdi | 二 1- cos A + cos 1 | 声 2( 有 界 ). 


由 Dirichlet 判别 法 ,六 收敛 ”县 由 
. .2,_1 tcos2t 
| 六 sin t | 之 tsin t= F ， 


知 1, 非 绝 对 收敛 . 


(ii) 当 p>0| 即 5 之 1] 时 , 因 VhEN 有 


(2k+1)7 n 
| 万 Sin sdt |> [ sin tdt 三 2， 
i 


2kr 


所 以 王 发散 . 


总 之 , 原 积分 当 -1< .<0 时 绝对 收敛 ;0<< 5 <1 时 条 
件 收敛 ;其 他 情况 发 散 . 


. 1 
to sin(z 十 一 


去 二 dz 的 绝对 收敛 性 与 条 ， 


例 4.5.19 讨论 I= | 


件 收敛 性 . 
证 积分 工 的 反常 点 为 0 和 +co. 将 工 拆 成 两 项 


+ oo 1 +% 
1=| = [+ + 
0 0 1 


0 
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i) 显然 当 a<0 时 了 发 散 . 作 变 换 z= 地 易 知 w>>2 时 了 发 


散 . 
ii) 考虑 0< c<2 的 情况 ,将 积分 工 写成 


jw (1- 坪 jsin(z + 三 ) 1 +% 
= az=|…+| … = 了 T+L. 
0 0 1 


< (i) 
其 中 


He 


cos 2 一 cs(A+ 志 | je 


关于 A>1 有 界 ; 且 z+ co 时 


1 1 
了 0. 


_1 a 1 
工 4 立 ) x 过 2 
由 Dirichlet 判别 法 知 1 当 0<a<2 时 收敛. 作 变 换 z= 二 ,类 似 
可 知 五 也 收敛 : 故 工 在 (0,2) 内 收敛 . 
和 这) 证 明了 对 ceE(0,2) 非 绝对 收敛 . 
sin(z+ 士 | 


a 
并 


2 


sim [z+ 二 ] 1 | 1 
之 = co (z+ 三 )， 
Zz 2 ,Zz 


当 0<a<1 时 ,此 不 等 式 右 端 第 1 项 二 在 [1， + oo) 上 的 积 


分 发 散 ; :第 2 项 jeu2{ =+ 寺 ) 在 [1， + 吕 ) 上 的 积分 收 钱 (证 法 


1 
sin [z+ 
| 与 关公 ) 因而 正本 孝王] 在 1+) 上 光阴 分 发 和 
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从 而 sin( + 去 


) to, + co) 上 的 积分 发 散 , 故 工 当 0< ac 委 1 时 
非 绝对 收敛 . 


类 似 可 证 当 1<a<2 时 也 非 绝对 收敛 . | 
总 结 让 ,二 ) ,iii) ,积分 当 且 仅 当 ccE (0,2) 才 条 件 收 敛 . 
六 例 4.5.20 设 /(z) 在 (a,+%) 内 可 微 ,f(z) 可 积 , 且 当 
z+oo 时 , f(x) 以 0, 又 积分 | maz)dz 收 敛 ， 试 证 ; 


| “zf (xz)dz 收 贫 .( 辽 宁 师 范 大 学 ,北京 大 学 ,哈尔滨 工业 大 学 ) 
证 | f(z)dz = | zadftz) 


= zxf(zx) | 一 | f(z)dz. 


已 知 | f(r)dz 收敛 , 故 | zf (x)dz 收敛 与 否 取 决 于 极限 
,Jim_ zxf(x) 是 否 存在 . 


因 | fz)dz 收敛 ,利用 Cauchy 准则 , 知 ; Ye >0, 3 A>0， 
当 z>A 时 ,有 


| /a < 霹 . 
因 f(z) 0,| 子 ,zx ] 上 /的 最 小 值 为 1(z), 所 以 当 z>2A 时 ， 


0< zj(z) = 27(z)| dt <2f fd < e. 
| Zz z 
此 表明 存在 极限 lim zfF(z)= 0. 证 毕 . 
例 4.5.21 设 f(x)>0N, 试 证 


| rz)az 与 | f(z)sin zdz 
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同时 敛 散 . 
证 因 f(x)>0N, 故 f(z)N0 或 f(x)NA>0. 
1 车 f(x) 0, 则 由 Dirichlet 判别 法 知 ， | f(x) cos 2zdz 
收敛 ,从 而 由 关系 : 
全 FPCz)sinzrdz = | ma 二 等 笃 dz 


= 立 | Alz)dz- 二 | f(x)oos 27zdz 


知 ， 全 f(xr)sin rdr 与 | /f(x)dz 同时 敛 散 . ， 

2 若 f(z)A>0, 则 易 证 二 积分 发 散 . 总 之 二 积分 同时 和 敛 
散 . 

例 4.5.22 讨论 如 下 积分 的 收 化 性 ; 


D| 二 sin x (p>0); 


P(r? + sin zd 


2) 1 Sz dr (p>0); 


2 2 十 Sin 并 


sin 工 

3 Tran rd” (p>0). 

解 1) 为 非 负 函 数 的 积分 ,可 用 比较 判别 法 ,由 不 等 式 
sin’ x < sin 工 1 


Xx +1) r(xrrt+sin xz) x(x? —1) 


1 '™ 1 
知 :车 p> 雹 , 则 积分 ]。 = 地 =T5dz 收敛 ,从 而 


十 oo :2 
sin zx 
| md 


2 XxX!(x?+sin 了 


1 
收 化 .车 p 忆 万 ,由 积分 | 77 六 时 委 覆 ， 所 上 例 可 知 


r(x*+1) x(x +sin zx) 


| sin qz 亦 发 散 , 从 而 三 Sin xz dy 发散 . 
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2) 利用 1) 之 结果 及 等 式 
sinz snzr_ sin2 并 


Tsnz x r(xr?t+sinz) 


可 知 ,积分 |” -7 下 一 dz 当 且 仅 当 彤 > 地 时 收 全 


十 
p 十 gj 
2 这 St 之 


3) 因 z-=0+ 时 -2 到 芝 -C(O)( 与 力 有 关 的 常数 ), 故 0 
不 是 奇 点 ,收敛 性 与 2) 相 同 ， 
例 4.5.23 证 明 如 下 积分 收敛 : 


二 oo 
。 4 . 
| xsin x sin Xdz. 
0 


证 设 A” >A’> A 有, 利用 分 部 积分 法 


人 

> 4 。 有 
| Xxsin Z sin zdz = 
a 


。 4 
SIn COS I 
-2 

4z” 


A’ 


1 f4 cos zcos z 1 f4 cos zsin x 
十 一 dz 一 一 一 一 dz 
4J4 2 1 


一 0 ( 当 A 一 + % 时 ). 
故 积分 收敛 . 
利用 级 数 判断 反常 积分 的 收敛 性 问题 ,请 见 下 章 例 5.1.50 


Tr 


等 . 
三 、 无穷 限 的 反常 积分 的 收 化 性 与 无 穷 远 处 的 极限 


本 自我 们 来 讨论 | ”f(z)dz 收 伍 与 im_ f(z)=0 的 关系 ， 


1) 我 们 知道 ,| ”7(z)dz 收敛 一 般 不 意味 着 7(z) 一 0( 当 
Z 一 +co 时 ). 例 如 
人 sin 
| sin xX’ dx = | 下 (x =Vz) 
收敛 ,但 sin z* 习 0( 当 xz 一 +co 时 ). 
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2) | fz)dr 收敛 ,并且 f(z) 之 0, 仍 不 能 断言 /(z) 一 0 
( 当 z + oo 时 ) 例如 
ri-|r xz 车 整数 时 ， 
1， Zz= 整 数 时 . 
3) f(z)dz 收敛 ,7(z)>>0,7(z) 连 续 , 还 可 能 A(z)Y0 
( 当 z 一 +oco). 例 如 :zz=1,2,… 


图 4.5.1 
此 函数 可 以 简单 表 写 为 
"I dl. 
ee n|, 当 z€[n 让:n+ 祈 |(n=1,2， )， 
0， 其 余 . 
此 时 ， 
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| f(z)dr= 六 六 1 -1 
收敛 ,f(z) 宇 0, 连 续 ,但 f(x) 站 0( 当 x 一 + % 时 ). 
4) 上 述 条 件 , 将 f(z) 宇 0 改 为 f(z) >0, 依 然 不 能 肯定 f(z) 
一 0( 当 x 一 + % 时 ). 这 只 要 考虑 函数 


f(z)= max 


二 ,gp(z)|， 
其 中 p(z) 按 上 款 中 的 f(x) 同样 的 方式 定义 . 

5) 若 f(z) 单调 ,| f(z)dz 收 伍 , 则 lim_ f(z) 0.( 自 证 ) 

6) 若 /(z) 在 [a ,+ co) 上 一 致 连续 (或 更 强 些 , 设 /(z) 有 有 
界 导数 ) , 则 可 由 | ”f(z)dz 收敛 推出 lim_ f(z) =0. 

闪 例 4.5.24 试 证 :车 f(z) 在 [a,+ co) 上 一 致 连续 , 且 广义 . 
积分 | ”7(z)dz 收敛 , 则 lim f(z)=0.( 武 汉 大 学 ) 

证 〈 反 证 法 ) 车 zx->+ co 时 ,f(z) 习 0, 则 3 so>>0, 使 得 
VA>0,3z>A:|f(zi1)| 之 6 .又 因为 F(z) 在 [fc,+ co) 上 一 


致 连续 ,对 也 >0, 38>0, 当 zz"1<8 时 ,有 |F(z)-A(zo)| 
< 对. 故 当 zE[zi,zi+8] 时 ,有 


ICz)l>1GzD1-IGzD)-Fz)ll> 了 0) 


并 且 f(z) 与 f(x1) 同 号 (因为 不 然 的 话 ,| F(z) - F(zi)1>eo， 产 
生 矛 盾 ). 若 /(z1)>0, 则 f(x)>0. 从 而 由 式 (1) 知 | 


f(z)> 子 ， 
| 1 十 他 € zi +6 € 
故 [ fl(z)dr|>3| dr = 36. 
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同 理 , 若 f(xz1)<0, 亦 有 
[六 f(r)dr 


x 


~ £0 
之 了 6- 


这 即 证 明了 : 对 子 6>0,V A,] zi+6>zi> 有 4, 使 得 


> 


六 f(r)dz 之 了 


根据 Cauchy 准则 ,此 即 表 明 | f(z)dx 发 散 .矛盾 .证 毕 . 


以 上 关于 | f(z)dz 收 化 得 出 f(z) 一 0(z 一 + co) 的 讨 
论 并 没有 完 , 如 下 例 . 
六 例 4.5.25 证 明 :车 f(z) 连续 可 微 ,积分 | FCzjdz 和 


全 广 (z)dz 都 收敛 , 则 z-> + oo 时 ,有 F(z) 一 0.( 新 疆 大 学 ) 


证 I 要 证 明 x 一 + ce 时 f(z) 有 极限 ,根据 Heine 定理 ,我 
们 只 要 证 明 , VY 1x,1 一 + 和 恒 有 if(z,) 收 敛 : 事 实 上 ,已 知 积分 


AGEE 收敛 .根据 Cauchy 准则 ,Vse>0,3A4>a, 以 至 


Vziszz>A4, 恒 有 fa 三 | f(z) 一 f(zi)| 达 ce. 如 此 


Vizl>+%,IJN>0, 当 n、m>N 时 ,有 xz,、x,>>A, 从 而 
fae 
”这 即 表明 | 了 (x, )1 收 但. 故 由 Heine 定理 ,极限 lim f(x)= a 存 


在 . 
现在 来 证 a=0. 若 a>0, 则 由 保 号 性 ,3A>0, 当 xz >A 时， 


有 A(z) > 万 >0, 从 而 A>A 时 ， 


=|f(zx,)~ f(x,)|<e. 
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| f(z)dr 之 纯 A 一 >+% ( 当 A>+ 时 ). 


这 与 | 7(z)dz 收敛 矛盾 . 同 理 可 论 “<0 也 不 可 能 . 故 
lim f(z)=a=0. 
”证 ( 反 证 法 ) 

了 车 im f(x)0, 则 3eo>0, 及 z+% ,使 得 | f(x, 》| 
>6, 设 | f(x,)1 中 有 无 穷 多 项 为 正 ( 无 穷 多 项 为 负 , 类 似 可 证 ). 
则 可 将 负 项 去 掉 , 车 把 | xz, | 看 成 是 剩 下 的 点 列 , 于 是 F(z,) > eu 
(n=1,2,.…). 


2* 因 | f(z)dz 收 化 ,可 知 3 [x 1 一 + 使 得 f(z.) < 
好 (m=1,2.…)( 因 为 不 然 的 话 ,3 人 >0,x>A 时 , 恒 有 f(x) 之 
好 ,于 是 A>A 时 
| Hz)dz>> 了 4 一 +oo ( 当 A~+oo 时 )， 


与 | f(z)dz 收敛 矛盾) 
3° 于 此 ， vy n,m, 有 
far 


=| f(z,) — f(x’,) | 宇 邓 > 0. 
与 | -了 (x)dzx 收敛 性 矛盾 


当 函 数 为 单调 时 ， 问题 常常 变 得 很 简单 结果 一 般 更 深入 ,如 
下 例 , 不 仅 得 出 7(z)-0( 当 z->+oo 时 ) ,而且 对 “ 阶 ， 1 仿 岳 计 ， 


次 例 4.5.26 设 [ai + co) 上 f(z)y 有 | f(s)dz 


试 证 
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lim zf(z)= 0.( 内 蒙古 大 学 ) 
证 首先 ,我 们 有 f(x) 之 0. 因 为 ,车 某 z 使 f(x,)<0, 则 之 
> zi 时 , 便 有 (z)< (zi)<0, 从 而 | ”f(z)dz 发 散 ,与 已 知 条 
件 矛盾 . 
其 次 ,由 | maz)dz 收敛 , 知 Ve>0,3A>a, 当 A“>A'> 
”A 时 ,有 
三 Ka)az< 生 
故 Yz>2A4A 有 
os<zr(z)s2|， f(t)di<e. 
此 即 lim zf(x)=0. 
例 4.5.27 设 | f(z)dz 收 化 ,zf(z) 在 [a,+o0) 上 单调 - 
下 降 , 求 证 lim zxf(x)In x=0. 
提示 “利用 Cauchy 准则 ,考虑 积分 
| ADde= oOD dd 


四 、 反 常 积分 的 极限 


要 点 反常 积分 作为 某 参数 的 函数 ,可 以 提出 求 极限 的 问题 ， 
这 种 问题 ,原则 上 还 是 应 用 第 一 章 里 介绍 的 求 极限 各 种 方法 ,不 同 
的 是 现在 要 充分 利用 到 反常 积分 的 定义 以 及 各 种 性 质 . 至 于 在 积 
分 号 下 取 极 限 ， 要 用 到 含 参 变量 反常 积分 的 理论 ， 这 方面 的 内 容 ， 
我 们 移 到 含 参 变量 反常 积分 里 叙述 ， 见 第 七 章 例 7.1.25 等 . 

闪 例 4.5.28 设 F(z) 对 一 切 5(0<6<+ oo) 在 [0,.5] 上 可 
积 , 且 lim f(x)=a, 证 明 : 
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im er(z)dz=a， (1) 
0 . 


+ 
1+0 


(中 山大 学 ) 
证 1 〈 拟 合法 ) 注意 到 :<0 时 


国 te “dz =1. 
故我 们 可 把 a 改写 成 
a= | ate- “dz. 
于 是 
| 下 rm)az _ 


二 全 te “(f(xz)— au)dz 


<| te “|f(x)-aldz. 
0 


(我 们 来 证 明 右 端 积分 , 当 上 充分 接近 0' 时 ,能 任意 小 ). 因 
lim f(z)=a, 所 以 Ve>0,3A>0, 当 zxz>A 时 ,有 |f(xz)-al 


< 与. 取 A = 和 A, 于 是 
| te “|f(zx)-aldz 


A 上 oo 
=| te“ | f(x)-a idz +| te | f(x)-aldz 
0 A 
A E f+™ 
<| te “(| f(z) 1+ia lI)dr + | te “dz 
0 “ A 


( 因 f(x) 在 [0,A] 上 有 界 , 所 以 3 M >0, 使 得 | f(z)|+1a| 志 
M) 
A  - e a, 
<M | te “dr+7F=M(l-e “) 二 万. 
因 :一 0+* 时 1-er4- 一 0, 所 以 对 es>0,389>0, 使 得 0<t<8 时 ， 
有 M(L-e-24)<<, 故 
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[中 te “|f(z)~aldr< 了 +F=e. 
0 


2 .2 
证 工 〈 利 用 上 、 下 极限 ) 要 证 明 式 (1), 只 要 证 明 :Ve>0, 有 
lim : [ 响 e “pr(z)dz 和 ac+e (2) 
及 
lm eer(zjdza-e (3) 


t=0 


因 lim f(x)=a, 所 以 Vs>0,34>0, 使 当 z>A 时 ,xc-# 
之 f(z)<ate. 从 而 


中 “f(z)dz 
= sf fz)dz + se f(r)dzr 


< 中 = f(r)dxr +(a + of ier=dz 


( 因 f(z) 在 [0, A] 上 有 界 , 即 3 M >0, 使 得 zxE[0,A] 时 ,有 
f(z) 志 M 故 进而 ) 

XM(1-e “*)+(ate)e “. 
令 1 一 0 ,在 不 等 式 两 边 同时 取 极 限 , 得 


jm erep(z)dz 


< lim[ M(1 ~e*)+(ate)e*]='g+'e. 
:0 
这 便 证 明了 式 (2) ,类似 可 证 式 (3). 
例 4.5.29 求 极 限 
! f(z) 


lim zx pri dz， 
-eg EF 


其 中 a>0 ;f(z) 为 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 . 
证 I (应 用 LL’Hospital 法 则 ) 
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， i 
lim x’” ng = lim 


+ 
zx*0 z 0 


[ f(Dg 


rt 


1 
x 


因 x 一 0 时 二 了 + co ,使 用 L’Hospital 法 则 ， 


_ f(x) 
FF 式 = im im A) 
x0 -a 1 zx-01 a a “ 

rl 


a ae 
a) 
我 们 来 证 明 右边 第 一 项 的 极限 为 0, 第 二 项 的 极限 为 区 02. 
因 f(z) 在 z=0 处 连续 ,所 以 Ve>0,33>0(3<1), 当 0< 
xz<6 时 ,有 |f(zx)-f(0)1< 字 . 故 
(1) 式 右边 第 一 项 
< | /0/0 


< DAO gt rm 


十 


=| £0 -0 


Cs 


[ f(z) ~f(0),, | ) 
全 t 


a 


< 二 (1- 季 )+ zm 


6 
<F+rM<e 当 x > 0 充分 小 时 ). 
(1) 式 中 右边 第 二 项 
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| A =zf(0) (去 - 评 ) 


i 


一 (0 时 ). 
交 例 4.5.30 设 z>a 时 ,p(z)>0,F(z)、p(z) 在 任何 有 
限 区 间 [a,5] 上 可 积 ,| 9(z)dz 发 散 , rz + co 时, f(z) = 
ol(g(z)), 证 明 : 
| ad: = o(|. p00a:) . (1) 


(清华 大 学 ) 
证 要 证 明 (1) 式 , 即 要 证 明 : 
Ve>0,3jA>0, 当 xz>A 时 ， 


fae 
| Co)dz 


因 p(z)>0, 此 即 


| 六 reoa: < | (Co)dz . 
已 知 x 一 + co 时 f(z)=o(g(z)). 所 以 
3 A>4a ,使 得 zz>A 时 有 | f(z)|< 方 9p(z). 


于 是 rouz 


< rca|: | f(2)1 dz 
<|roul: sheeos 


< [fea | + 于 | (Co)dz . (2) 


又 因 [ 9(z)dz 发 散 , 故 x 充分 大 时 ,能 使 
.422 ， 


| rod > 2|[ a 


» 


亦 即 [roar|< 于 | pdr. 
所 以 (2) 式 <e | p(s)dz. 证 毕 . 
(利用 已 知 的 极限 ) 


例 4.5.31 设 k>0,a<&<5, 证 明 n 一 + oo 时 
[ -m0 dx~ 二 
(Bn| .sd: = /a . 
证 ”问题 等 价 于 要 证 


. kn fs 
lim 元 | e it 人 dr=1. 
n> om a 


令 V 砚 (z- 旨 =: 作 变换 , 则 工 -+ 7， 


1 、 
dz = dt ,于 是 上 述 极 限 成 为 ; 
V kn 
b ~ pV lin(b-#) 

lim /| e- mz- 0 dz = lim 三 | e- di 

"toy TJ n+ MT J /F(a-€) 
1 -2 
二 一 edt=1. 
Vn 一 oo 


(因为 a-&<0,6-&>0,n 习 + 时 ,上 限 V hn(b--&) 闻 + %， 
下 限 V kn(a -8£)>-%). 

(利用 定 积分 的 相应 结果 ) 

例 4.5.32 (Riemann 定理 ) 设 f(z) 在 [ae,+co) 上 绝对 可 
积 ,g(z) 是 周期 为 工 的 函数 ,在 [0, 开 ] 上 正常 可 积 , 则 


im| f(z)g(nz)dz= 主 | g(xz)dz | f(z)dzx. (1) 
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分 析 ”要 证 明 式 (1), 即 要 证 明 ”充分 大 时 


[falne)ar |, sz)de|, Fl)ds (2) 


能 任意 小 .用 关系 国 一 上 + 户 .将 积分 拆 开 , 再 放大 
| 三 reegnz)dz 一 于 | se)dz[Fz)az| 


< [f(r)8(nr)dz 一 F(z)az ra)az| 


| 站 roseoaz| 二 seaz|| 六 raz| 
( 因 g(x) 有 界 ,3M > 0, 使 得 1 g(z) | M) 


< | ras(na)dz - 于 | eC)az ra)az| 


十 ml | f(rz) 1dz + 王八 saz| 广 | f(x) 1 dz. 
由 于 f(z) 绝对 可 积 , 克 A 充分 大 时 ,可 使 上 式 第 二 ,三 项 任意 小 . 
然后 ,将 A 固定 , 令 n 充分 大 , 因 该 命题 对 于 正常 积分 已 成 立 ( 见 
例 4.1.10) , 故 ”充分 大 时 ,第 一 项 亦 可 任意 小 .命题 获 证 . 

请 读者 写 出 简明 严格 的 证 明 . 
例 4.5.33 设 p(z) 为 有 界 周 期 函数 ,周期 为 人工 , 且 
于 | p(z)dz= C， 
试 证 
limn | edi=C. (1) 
证 I (利用 上 例 结 果 ) 


十 oo 9(z) 十 oo p(w 二 )a( 坪 ) 令 上 “= 元 +o ] 
中 du 人 wi nu) du 
n 
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一 二 | plz)dz | 县 =C ( 当 wre 时 ). 
0 1 | | 


u 
证 有 (利用 积分 第 二 中 值 定理 :车 f(x) 在 [a,65] 上 可 积 ， 
g( 工 ) 单 调 减 小 ,上 且 g(5) 宇 0, 则 存在 点 6E [a ,5j] 使 得 


| /sg(z)dr= ga +0) [Axaz. 
注 间 到 a| 容 =1, 知 C=n| 5 生 . 
故 只 要 证 明 limn | ?Cdi=0. 
据 已 知 条 件 | (gp (:) - C) dt 有 界 . 即 习 M >0 使 得 


(go - cdr | < M .于 是 利用 第 二 中 值 定理 ， 


A 一 
| "| eh 


- 二 | ec - Oa|<¥ (YA > 站， 
1 | J> nn 


从 而 "| 中 2 cd:| << 履 . 此 式 对 每 个 因 定 的 都 成 立 , 令 


2 一 + ceo 取 极 限 知 (1) 式 成 立 . 
.( 利 用 两 边 夹 法 则 ) 
例 4.5.34 设 g(x) 连续 , lim p(z)=1, 记 


yz)= | PRE (a>0). 


求证 : 当 ZX 十 c 时,%(z) 一 所 ,并 求 C 之 值 . 
提示 “zx 充分 大 时 


af*~”1— af ~ ) 1 
z | dt | | Dtdi. 


或 直接 对 lim y(zx)/z“ 用 L’ Hospital 法 则 . 
“(利用 分 部 积分 法 ) 
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例 4.5.35 设 p(x)= | cos 二 dt , 求 9 (0). 
解 
* 1 
一 dt 
/ - 一 0 。 | ,em t 
g (0) =lim PD EPO lim (1) 


x*Q 


+ 


二 oo 2 
SI u 
和 


2. 1 +™® 2sin & 
= 一 2 sin 一 + | ~—s—du, 
并 1 


| Cos La 
0 i 


TT 


| zx] 


.1 1 六 ”2 
sin 革 | + |， du 


Tx] 
=|z| 

所 以 ww (0)=0. 
注 本 例 式 (1) 中 的 极限 可 以 用 L’ Hospital 法 则 ， 然而 此 极限 
使 用 L’Hospital 法 则 后 ,所 得 极限 limeos 二 反而 不 存在 .注意 这 并 


不 矛盾 .因为 L'Hospital 法 则 是 在 分 子 、 分 母 求 导 之 后 所 得 极限 存 
在 时 得 到 的 . 当 求 导 后 的 极限 不 存在 时 , 原 极限 仍 可 能 有 极限 ,本 
例 就 是 如 此 .所 以 求 导 后 极限 不 存在 ,只 能 说 明 此 时 L'Hospital 法 
则 失效 ,不 能 说 明 原 式 无 极限 ， 

例 4.5.36 设 p(t) 为 全 数 轴 的 连续 函数 


D p(D)=0, 当 ll>1 2)| pli)de=0; 
426 ， 


sinl| +|zl—0 ( 当 z—0 时 ). 
并 


3) | 。， io(z)d: = 1 又 设 /(z) 是 全 数 轴 可 微 函数 ,证 明 : 


i (SE) 


提示 “用 拟 合法 归结 为 
lim | uo(u) Fst) Hs) pl) du =0. 


五 、 反 常 积分 作为 “积分 和 ”的 极限 


我 们 知道 ,反常 积分 不 能 像 正常 积分 那样 定义 为 积分 和 的 极 
限 . 本 段 我 们 将 看 到 ,对 于 单调 无 界 反常 积分 ,我 们 可 以 用 类 似 于 
积分 和 的 和 式 来 通 近 . 

例 4.5.37 设 F(z) 在 (0,1) 上 :单调 ,z=0,1 为 奇 点 ， 


[ACJaz 存在 , 则 


人 Ta 


四 
证 车 f(z)7, 则 有 


Fea HAE 


n 


GD 
( 国 4.52 中 阴影 分 的 面积 = 二 (用工 ) +f( 二) + +A( 2 )) 在 
式 (1) 中 , 令 n 一 + oo 取 极限 , 即 得 所 需 的 等 式 . 若 (xz)NN, 蔡 换 
(COz), 可 以 考虑 函数 - F(Cz). 
注 1 单调 性 条 件 可 减弱 为 只 在 奇 点 某 邻 域内 单调 ， 
2 本 例 的 结论 ,可 推广 到 更 一 般 的 情况 . 


若 f(x) 在 (0,1) 内 单调 ,0,1 为 奇 点 ,反常 积分 | 7(z)dz 收 
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图 4.5.2 


伍 ,p(z) 在 [0,1] 上 正常 可 积 则 
to) Le 
例 4.5.38 设 /(z) 单 调 ,= 0 为 奇 点 , | f(z)dz 收 化 . 则 
lm 二 3 + 到)= | f(z)az (<e.< 冶 )， 
其 中 ge (0, 1) 为 常数 . 


证 设 f(x)( 否 则 考虑 -了 (x)). 利 用 两 边 夹 法 则 ,在 不 等 
式 四 


[i f(z)dz< 3 f(e.+)<$ | fdet | (zjdz 
中 , 令 n 一 + co 取 极限 , 即 得 .这 里 革 lS (er + 去 是 图 4.5.3 


中 阴影 部 分 的 面积 . 其 中 右边 的 不 等 式 可 由 
enfl(e, )< | f(x)dx 


及 Tf(e, ;< 直上 f(z)dz<L 于 站 f(x)dz 
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S 


图 4.5.3 


我 们 来 看 上 述 结果 的 一 个 应 用 . 


.tat (nD)d] 


n 


例 4.5.39 设 0<a<d,A,=2+(etd)+ 


G, 一 Yala + ad).… 


, 试 证 


at+(n—1)d 


形 ， 


证 首先 将 G./A, 变 


Val(at+ qd) 


atrtn-1)al 


(n~1)a 


a + 二 
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-了 , 则 


分 子 分 母 同 除 以 nd ,并 记 c 


"Nnn 2 (1) 


这 里 分 母 趋 于 方 ,而 分 子 的 对 数 
mV El c+(n—1) 
n n n 
一 二 [in < tIn(E 十 + tin( E+ 2 二 
-了 工 > af。 + 过) (其 中 6 = 二 = 二 仿 )， 


利用 上 例 结论 十 2 ia{e + 天) 一 | xdz= -1 ( 当 a 


因此 (1) 式 分 子 
TO >e-! ( 当 m >oo). 
n n n 
从 而 im 中 = 二 .证 毕 . 


六 、 综 合 性 问题 
六 例 4.5.40 假定 函数 F(z) 当 z>0 时 连续 并 且 非 负 ; 对 任 
何 正 数 M ,定义 
fu(zx)=min(f(zx),M). (1) 


证 明 : 如 果 lim, ,lim | f(z)dz 存在 ,那么 


lim lim [ ful(z)dr=0. (2) 


0< 7 一 0 M- + oo 


(厦门 大 学 ) 
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| PCz)dz 收敛 ,就 够 了 . 这 是 因为 , 若 s pz)dz 收 伍 , 则 


ye>0,36>0, 当 0<3<3 时 有 0< | F(z)dz< 王 ,从 而 
o< | Ar(z)dz 和 | KGz)dz< 三 ， 

所 以 加 | fu(z)dr<$<e. 
这 就 证 明了 式 (2)， 

2” 我 们 来 证 明 : 3 y >0, 使 得 | ”7(z)dz 收 化 
因 f(z) 之 0, 要 证 明 |”/(z)dx 收敛 ,只 要 证 明 0< 1 一 0 时 
| Cz)dz 保持 有 界 .已 知 , lim,lim | f(x)dx 存在 , 故 对 np 
>0( 充 分 小 ) 极 限 ,lim | ”fu(z)dz 二 p(n) 存 在 (有 限 .但 当 M 
7 时 f(z)7,，|” fu(z)dz7. 获 


pn) lm fulr)dr= sup fu(z)dr. (3) 


V0< 7y< 认 ,因为 F(z) 连 续 ,F(z) 在 区 间 [7 丸 ] 上 有 上 确 
界 Mi 过 0, 从 而 [ 7, 上 fu, (xz)= f(z), 


0< | F(z)dz= 上 fu (z)dzs | fu (x)dr<p(n), 
(Vn € (0, mm)). 即 | f(z)dz 关于 nE 《0, nh) 有 界 . 故 


| f(z)dzx 收敛 .证 毕 ， 


交 例 4.5.41 设 /(z) 在 每 个 有 限 区间 [a,5] 上 可 积 ,并 且 
Jim f(x)=A, lim f(z)=B 存在 .求证 :对 任何 一 个 实数 a >0， 


“431 ， 


|. [f(x+a)—- f(x)]dz 


存在 并 求 出 它 的 值 . (同济 大 学 ) 
解 ” 问 题 在 于 证 明 极限 


; 
im | [f(x+a)- f(x)]dz 
pt+om ® 

存在 并 求 其 值 .事实 上 

[Az + 0) ~ flr)r = [Hztadr -| fe xtra 


-| a fr)dz = f(a)dr - [readz 
一 | fC)dz 一 | rz)dz 
-| [Ata)- Adz -| [B+ (Az) B)ldz 


= A Bat+t | ea) — A)dz -三 (f(x) - B)dz. 


利用 已 知 条 件 lim f(x)=A, lim 7(z)= B, 易 知 上 式 右 端 后 两 
项 当 一 - ,6p~+ co 时 极限 为 零 .故此 
8 
Jim | [f(z+a)- f(z)]dr=a(A-B). 
po 
例 4.5.42 设 f(z) 在 [0,1] 上 有 连续 导数 , 且 
M 
求证 : f(x) 在 [0,1] 上 满足 条 件 


[f(z2) -f(z ) 1SMIz, -ai 


(0<a1). 


证 
1 f(z2) - f(z1) 1= UA 厂 \f (zx) 1dz 
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:= M2) -1-1) |. 
a 


”2 MM jj. 
< |. (1 一 x) 


因 Vz,y 有 lz+yl 委 |zl"+ly| ,可知 Vz,y 有 |iz|l" 一 |y|"| 
碾 |zx 一 y|", 故 


[f(z2) -f(z) 1S Nz zl". 
se ee- (FE-[H])es [jaan 


i 


不 大 于 二 的 最 大 整数 . 试 证 : 户 (0) = 于. 


提 寺 参看 例 4.5.33. 


fa 习 4.5 
六 4.5.1 计算 :0 | > 
2) [ (>. (a) 
提示 1) 原 式 = | 2 "| 
=2[ qd 5 
Ws) 


2) 可 令 =sint. 


提示 a T7772 人 -分 部 积分 可 建立 , 的 递 推 公式 : 


_ 2n~1 = =[ > = 
= ~ 了- 或 利用 变换 1 = tan 9, 其 中 ,=| (£1)" 


0 
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和 一 3)11 272 一 3)11 
人 (ees 9)”?qg ,再 直接 引用 Walls 公式- 全 直到. 《2 


4.5.3 求 | f(r txt) Ede (函数 f(x) 连续 ). 
提示 “可 参看 例 4.5.8. 
4.5.4 计算 | arcsin 工 dx ， 《FIn 2) 


8 立 


提示 可 邻 x = sin !, 参 看 例 4.5.7. 


4.5.5 计算 | Sin Dx,. 


0 sin 并 
-1 


提示 sin(2k 一 1) 工 一 1+2 ycos 2 这 ， 
i=1 


sin x 
4.5.6 证 明 |”f[ (Az- 旦 ) ]4z- 寺 | f(y)dy (其 中 左 .有 


积分 存在 , 且 A,B>0). 
4.5.7 研究 下 列 积分 的 收敛 性 : 


CD 人 re (六 ) qz (Cn 为 自然 数 ) 
(2) | sin’ [*(z+ 工 ) az 


4.5.8 设 F(z) 在 [fa,+c) 上 可 微 ; 且 一 co 时 广 (z) 单 调 递增 趋 于 
+ co , 则 


三 sin( f(x))dz 和 三 cos( f(x))dx 都 收敛 ， 


六 4.5.9 设 f(xz) 为 连续 实 值 函数 ,对 所 有 x, 有 f(x) 之 0, 且 
| fz)dz < + om ,求证 ， 


二 | zfrz)dz 一 >*0 ( 当 n 一 时 ).( 中 国 科 学 院 ) 
二 zf(z)dz-0(n 一 +oco 时 ), 因 而 3N>4,n> 六 时 ， 


o< 二 | zf(zjdz< 三 . 
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于 是 0< 二 | zr(z)dz = 元 1 (f+ 六)zrez)dz < | zf(z)dr + 
| f(ar <e. 
(因为 | zr(o)dz = | Erar Th <| redr< 三 | 
4.5.10 证 明 lim|， dt= 


提示 原 积分 [(z)= - a ri erdits 


z(1+£ )j Jo 1+2z 
_1 1 fr” 
= 

HOCmDI< 二 + 二 | a 本 = 20 ( 当 z>+%). 


4.5,11 设 f(z) 是 0<x<+o 吕 上 的 非 负 连 续 函 数 并 满足 
1) 在 0 委 z< + 上 存在 有 和 界 导数 f(x); 


2) 几 FCz)dz< +oo. 


求证 lim /(z)=0.( 山 东 大 学 ) 

提示 “可 参看 例 4.5.24.( 注 意 导数 有 界 必 一 致 连续 ) 

克 4.5.12 7(z) 在 [a, + oo) 上 连续 且 ”f(z)dz 收敛 , 间 能 否 断 定 : 
3 zx, 一 oo ,使 jim 7(z,)=09 为 什么 ? (南开 大 学 ) 

提示 肯定 .1) 车 /(z) 无 穷 次 变 号 或 无 穷 次 达到 零 ,V A >0, 在 [4， 
+ o) 内 仍 如 此 , 则 明显 .2) 否则 不 妨 假设 3A>0, 使 >>A 时 全 用 z)>0 


〈《 恒 有 f(z)<0 可 类 似 证 明 ) ,于 是 ,YEN,3z>maxiz,Aj ,使 f(z,)< 
1 


n 


4.5.13 设 /(z) 于 任 一 有 限 区 间 [0,4](a >0) 上 正常 可 积 ,于 [0， 
+ co) 上 绝对 可 积 , 则 


im f(x)|sin nzldz= 二 | f(zr)dz. 


nT 


(南京 大 学 ) 
提示 ”可 参看 例 4.5.32. 
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站 4.5.14 若 珊 数 p(i) 在 [0, + %) 连 续 , 且 当 1 一 + 吕 时 , p(i)= 
o(t)(N 为 正 整 数 ). 又 4<0, 证 明 :当时 | pz)erdr= ol ex 
(北京 师范 大 学 ) 

提示 ”可 参看 例 4.5.30.， 

4.5.15 1Ct ,为 二 项 式 系数 , A, , G, 分别 表示 它们 的 算术 平均 值 与 
几何 平均 值 . 试 证 : “ 

lmVA.=2, JimVG. -ye， 

4.5.16 例 4.5.37 的 逆 命 题 不 成 立 : 即 /(xz) 在 (0,1) 内 单调 ， 
外 去 袜 /( 志 ) 存 在 ,| /Cz)dr 可 以 不 收 化 (考虑 f(z)= 二 -了 二)， 


工 一 并 
4.5.17 已 知 积分 |” 加 经 dz = 至 sgn 8( 见 例 7.1.38), 求 积分 


1， 型 ees dz .( 华 北 电力 学 院 ) 
提示 “可 用 积 化 和 差 公式 ， 
《积分 值 为 : 子 ( 当 |t|<1), 持 ( 当 := 寺 1D),0( 当 lz >1).》 
4.5.18 证 明 : 


dz _[r'® x _ x 
: | 1+z’ | 二 dz 2vV2- 
(北京 航空 航天 大 学 ) 
提示 见 例 4.5.1 之 证 明 . 
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第 五 章 级 数 


导读 级 数 是 一 门 工具 ,又 有 完善 的 理论 ,是 (数学 分 析 ) 课 程 
中 三 大 基本 内 容 之 一 .历年 来 均 为 考研 热点 ,适合 本 书 各 类 读者 . 
85.1 数 项 级 数 - 


IN 


一 、 求 和 问题 
级 数 求 和 的 问题 ,一 般 来 说 ,是 一 个 困难 问题 ,没有 什么 好 办 
法 .因为 部 分 和 S = > a4 随 n 增 大 时 ,项 数 越 来 越 多 ,除非 能 化 


为 已 知 级 数 , 人 们 只 能 设法 把 S, 写 成 紧缩 形式 , 才 便 于 求 极限 .本 
段 主要 讨论 把 S, 转 化 为 紧缩 形式 的 几 种 常用 方法 , 尽 及 用 子 序列 
求 极限 的 方法 .至 于 用 Abel 第 二 定理 ， 化 为 堆 级 数 求 和 问题 我 们 
将 在 §5.3 节 里 专门 讨论 . 

a. 利用 已 知 级 数 


例 5.1.1 计算 于 + 立 + 呈 + 和 + 


22 二 1 
2 


解 S, -23,- S,=1+ 训 + 让 二 + 2 一 


1 — = - 
2 2n-l 
i 
2 


故 原 级 数 的 和 S= lim S, =3. 


例 S$.1.2 计算 ynere。 

提示 计算 (1-e *)S,，. 

b. 连锁 消去 法 

例 $S.1.3 设 0<z<1l 求知 下 级 数 之 和 ， 


b> 二 "(国外 赛 赴 ) 


1 
2 -2 (i 了 | 
/1 1 1 1 1 1 
(i zx 1 2) (i z 2 1-x 
1 


1 1 
因此 3 in z = 
TT 一 姜 


例 5.1.4 求 如 下 级 数 之 和 : 


1 oo 
1) 它 arctan 8 和 2) > arctan 和 


提示 “利用 公式 


t —arctan y=arctan < 
arctan xX arctan y arctan I 十 xy 9 
arctan 1 二 arctan 1 一 atfctan 1 
2 2R—1 an 28 二 工 ， 
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这 种 连锁 消去 法 ,还 可 以 是 多 项 相 消 ,如 
例 5.1.5 计算 > (Vn~-~2vVnt+l+w n+2). 


解 S,.=(1-2V2+V3)+(V2-2V3+V4) 
+(V3-2V4+VS) 
+(V4-2V5+YV6) 十 … 
+(Va-2-2Vz-IT+V7) 
+(Vn-1-2Vn+vVnt+1) 
t+(Vn-2Vnt+1i+vVnt+2) 
=1-Y2-VntltvVnt+2 
=1-VZ+ 
( 当 ”一 + co 时 ). 


例 5.1.6 计算 TI 
e. 方程 式 法 

要 点 ”建立 S, 的 方程 式 ,从 而 求 出 S,. 
例 5.1.7 计算 


gcos w+g cos 2a 十 …+grcos na+… (|g|<1). 


1 上 
一 -天 一 一 -一 一 一 >] 一 
vnt+lt+vnt+2 V2 


解 记 S,= gcos atg’cos2at+…+ gq" cos na 
= > gcos ka. 
k=1 
两 边 同 乘 以 2gcos a ,得 


2gcos a' S, = >， 2g 1cos acos ka 
AE=1 


= >， gfcos(k+1)a+cos(k -1)a], 


k=1 


即 2gcos a*S,=(g""'cos(n+1)a+S,— gcosa) 
.489 ， 


十 (g*+g’S,— gqg"' cos na), 

解 此 方程 便 得 

S -= do?cos na— gq"''cos(n+1)a+ gcos a— gq’ 
" 1+g:—2gcos a 

. 2 
_ ~ gcosa-g ， 
1+g 一 2gcos a ( 当 w>+% 时 ). 

注 本 例 亦 可 由 如 下 复数 和 式 取 实 部 得 到 


fi 1l-z 


d. 利用 子 序 列 的 极限 
要 点 "我们 知道 ,着 iS,, | 与 1S,,,11 有 相同 极限 S, 则 lim S， 


= S$S. 因 此 对 于 级 数 2 a, ; 若 通 项 a,~>0( 当 ?一 co 时 ) , 则 部 分 和 


的 子 序列 {S,, | 收敛 于 S ,意味 着 1S,,,1| 也 收敛 于 S, 从 而 > an 
=S .我 们 把 | Sa 1 与 1Sz | 称 为 互补 子 序列 ， 这 个 原理 可 推广 到 


着 Da 的 通 项 4a, 一 0( 当 n 一 时 ), {5, | 的 子 序列 


1S。1*-1>S(p 是 某 个 正 整数 ), 则 > = S. 我 们 把 这 种 方法 


称 为 子 序列 方法 . 
六 例 5.1.8 计算 
1 11 1 1 1111 1 1 1 
1+ 冯 + (于 1 + 二 + 二 +[( 竺 计 )* 广 + 吝 + ( 当 到)+… 
解 ” 此 级 数 通 项 趋向 零 , 因 此 只 要 求 Sai, 的 极限 ,注意 公式 
11 了 + 寺 + +=Ctinnte,, 


其 中 C 为 Euler 常数 ( 见 例 1.2.11),se,->0( 当 2 一 ce 有 时). 因 此 ,对 
原 级 数 ， 
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=]ln 3n-lnnt+es, -eIn3 ( 当 2 一 co 时 ). 


故 原 级 数 和 SsS=-In3. 


; lrl_ lil.... 


的 各 项 重新 安排 ,使 先 依次 出 现 p 个 正 项 ,再 出 现 9 个 负 项 ,然后 
如 此 交 蔡 , 试 证 新 级 数 的 和 为 


1 p 
ln 2+ 王 呈 林 ， 


证 因为 通 项 趋向 零 ,根据 上 述 子 序列 求 和 法 ,对 新 级 数 我 们 
只 要 求 于 序列 |S(,;。,1”-1 的 极限 也 就 够 了 .新 级 数 前 (p+ gq)n 
项 的 和 轩 


i 
So T1131" ts-1I 2 4 24 
1 1 ， 1 1 1 _. 
“区 + 
_1 enn 1 1 ” FE 
ag Inp -OPI np p37 
+ 1 1 一 1 
2np-1 2ng-(2g-2) 2ng— (2g—4) 
Ll 1 
! 2ng 
( 正 项 与 正 项 放 在 一 起 , 负 项 与 负 项 放 在 一 起 ) 
+i+rirrel _1_ 1 .1 
T113151" tanp-I 证 Zng 
( 凑 成 调和 级 数 形式 ) - 
1,1, 1 1 1 
一 
1 1 1 
(到 + 
-11 .1 
2.4 2ng 
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一 1 oo 十 -一 1 十 一 十 ， 十 一 一 
和 2 2np :| 2 np ) 
1 “十 一 一 


1+ 工 ++ 工 -=C+rhn 了 2 十 En， 
2 n 


其 中 C 为 Euler 常数 ,e, 一 0( 当 n 一 时), 故 


Spiro = C+in(2np) + en - 广 [C+ln(zb) + eap] 


_1 > lnz 
FLC+In(ng) + es] CS ln 2 十 Fn 了 


e. 先 求 S', (xz) 的 紧缩 形式 

站 例 5.1.10 设 zE[0,x], 试 求 如 下 级 数 之 和 
sin nx 
n= n . 


解 若 z=0, 显 然 级 数 和 为 0. 现 设 0<z 魏 r. 记 5, (zx) 


= 33 经 , 风 S’ (xz) = (> sin 也 科 ] - Peos kx 


k= 


各 J 工友 
2sin 3 2sin 7 k=1 
1 2n sin( + 地 )z 1 
z (sn ~ sin )= 志 ， 
2sin 志 2sin 却 


于 是 S, (zx)=S,(x)- S,(x)=- | Sp 


__1rm 1., 1 1, 
7 | zsin(n+ 3)dt tn xz), 


利用 Riemann 引 理 ,n 一 + co 时 上 式 第 一 项 趋向 零 .所 以 级 数 和 
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0， 当 工 =0 
se 当 0< zx. 


六 二 、 级 数 收敛 性 的 判断 

a. Canchy 准则 及 其 应 用 

要 点 ”1) Cauchy 准则 . 级 数 3) a, 收敛 的 充 要 条 件 是 : 
Ve>0,3N>0, 当 n>N 时 

| pA: e (VpE€EN). 
值得 注意 的 是 ,此 条 件 意味 着 
S、。 僵 0( 当 noo 时 关于 pEN -一致 
nt+p 

(N 是 自然 数 的 集合 ); 而 不 只 是 Vp 有 DD as 下 0( 当 2 一 oo). 
( 见 例 5.1.13.) 

2) Cauchy 准则 的 否定 形式 .级 数 >、 a 发 散 的 充 要 条 件 是 : 
3 eo>0,YN>0,3n>N 及 某 自然 数 p ,使 得 

| Sal>6. 
例 5.1.11 证 明 级 数 > 二 发散 . 


证 及 针 二 则 VnEN, 取 p=n 时 , 恒 有 


= el >0. 
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六 例 5.1.12 设 wo >0,S,=a+a+…+a), 级 数 > a 
1 n=1 


= oo. 试 证 > 生发 散 .( 武 汉 大 学 ) 
证 因 a,>0,5S, 儿 ,所 以 


n+p 


因为 S, 一 + %, 故 Vn 当 pEN 充分 大 时 ， 


n+ oo 
人、>1_ 工 - 工 gp 发 

之/ 5! 3 2 所 以 忆 富 发 散 . 

六 例 5.1.13 如 果 lim as+1 = 0, lim (asti + ar) = = 0,.， 


lim(@ rt a2 te + as)=0, 一 试问 级 数 Sa :是 否 一 定 收 
伍 ? (“是 "或 “不 一 定 ” ,要 说 明理 由 . )( 华 中 理工 大 学 》 


解 不 一 定 .例如 上 面 例 也 二 ,虽然 VpcEN， 0< -二 it 


上 < 10( 当 me)， 但 了 二 发 散 . 


n+p 5 


交 例 5.1.14 证 明 ; 级 数 > _ 收 化 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 


于 任意 的 正 整 数 序列 pi, P22 , pi, 及 自然 数 的 任意 子 序列 
lm ,第 有 : 
Him (a tat ) 0 (中 山大 学 ) 


证 1° 必要 性 .因为 之 aa. 收敛, 所 以 Ye>0 3N>0, 当 


” n+p 


> or|<elY PEN) 成 立 .由 如 之 k 知 , 当 k>NN 时 
有 |a :t+ me 二 ar )= 0. 
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2° 充分 性 .( 反 证 法 ) 车 之 a 发 散 , 则 3svu>0,VN>0， 
3j3n>N, 及 pEN 使 得 
an ee 
特别 对 Ni =1, jni1>1,p1 EN 使 la ,1+ “+ an np | 之 eo， 
N, = 二 max [ni,21,3 n>N,,p;EN, 使 
|a, ,+1 t+ a, ,+p, | 之 eo. 
如 此 下 去 ,我 们 得 到 自然 数 的 子 序列 | ma， 以 及 |p.1 使 得 恒 有 
la wit + a +p | 之 eo(k=1,2,…). 与 已 知 条 件 矛 盾 .证 毕 . 
值得 注意 的 是 :Cauchy 准则 不 仅 能 用 于 级 数 收 敛 性 的 判别 ， 
还 可 导出 收敛 级 数 的 其 他 性 质 .如 例 5.1.38, 例 5.1.39. 

tr， 正 项 级 数 伍 散 性 的 判定 

要 点 “判断 级 数 球 c, 的 伍 散 性 ,通常 有 如 下 方法 ; 

1) 车 通 项 a, 0( 当 aco 时 ), 则 Fa, 发 散 ; 

2) 判 阶 法 :如 果 as->0( 当 wn 一 + 时 ) ,并 且 相对 二 来 讲 , 它 
是 p 阶 的 无 穷 小 量 ,那么 当 p>1 时 ,级 数 立 w, 收 伍 , 若 p 志 1 时 ， 
Za 发 散 . 

3) 寻找 比较 级 数 半 0, . 若 要 证 明 忆 ca, 收 系 ,应 设法 将 a, 放大 
为 6b, ,使 得 0 所 a, 志 5,, 且 台 b, 收 敛 , 从 而 证 得 可 a, 收 伍 . 著 要 证 明 
之 a, 发 散 , 应 将 a, 缩 小 为 c, ,使 得 0 委 c 委 a, , 且 己 c, 发散, 从 而 证 
得 可 a, 发 散 .， 

4) 采用 D’ Alembert 判别 法 ,Cauchy 根 式 判 别 法 ,Cauchy 积 
分 判别 法 等 .注意 ,Cauchy 积分 判别 法 要 求 数 项 级 数 是 正 项 递减 


级 数 :车 /(z)>0, 在 [1, + o) 上 单调 递减 , 则 六，7(n ) 与 反常 积 
分 ”f(z)dz 同时 敛 散 . 
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5) 考虑 部 分 和 3》 a, 是否 关 于 nn 有 界 . 有 界 则 收 伍 , 无 界 则 
发 散 . 

利用 判 阶 法 及 比较 判别 法 

太 例 5.1.15 若 lim (nia,)==1, 则 级 数 >) a, 是 否 收敛 ? 


试 证 之 . (上 海 交通 大 学 ) 
解 已 知 


.1 . 
I = nza, 一 1( 当 n>o00), 


- 0 z 


所 以 ”ze 为 无 穷 小 量 ,oa 与 wa? 为 等 价 无 穷 小 量 , 故 立 w 与 
允 n "同时 伍 散 . 另 由 马 - 如 收 敏 , 知 忆 w2e 中 收敛 ,从 而 级 数 
忆 o, 收 伍 ， 

站 例 5.1.16 设 4a,= (1 -如 2) ;讨论 本 a, 的 敛 散 性 . 

分 析 a = eC 人) = em 人 (学 5) ,而 当 n 一 + oo 时 ， 
0, 因 此 In(1- 如) ~ -2 
从 而 可 以 料想 a, 一 e"( -全 ) = 
”证 I 各 pwaD)= limln [x* (1- 2 ) | 

= lim [ am 12 十 xin(1- 2 )] 

= 妈 工 [ 寺 on 二 rmn(l+end)] 


No n 


n 
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=lim 二 [ln(1 + prln x)— prln xz] 


(应 用 L’Hospital 法 则 ) 


_ |。 — p’(zln’ zx + zxln xz)_ 
-lim 1+ prln zx 0. 


故 lim zza。 =1,a, 一 ?2 ,所 以 级 数 当 p>>1 时 收敛 , 当 六 委 1 时 
发 散 . 
证 利用 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 


In(1+z)=z- 坟 z+ 0o(zx?) ( 当 z 一 0 时 )， 


a =em(L- 尝 *) =er[- 疙 :+o( (二 :))] 


3 
pln n)Z 


ne (em) ( 当 ny 十 oo 时 )， 
因此 对 a, 当 且 仅 当 p>1 时 收敛 . 
例 5.1.17 证 明 级 数 > i" 收 伊 .( 武 汉 大 学 ) 


1 1 1 _ 1 
提示 7 充分 大 时 ,jn 人 Car mr (a>0). 


例 5.1.18 设 0<p<ps<…<p,<…. 求 证 : 5 亡 收 全 
- n=1 n 
的 充 要 条 件 为 如 下 级 数 收敛 : 


十 oo 
n=1 


> 一 -一 一 
Pit pt e+ pp 
提示 之 2 时 ， | 


十 … 十 访 之 0 衬 | 卫 nn 
Pt tbs] thr tb | p11 > ps] >0， 


0 去 上 n 4 


< 
ps Pi+ p++p, prs 
主 ] 


并 注意 
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oo 


1 1 1 1 1 
之 P[y] p:! P11 pp: Pp 


例 5.1.19 设 a,>0N， 试 证 > 0 5 D2ar 同时 敛 散 . 
证 因为 对 正 项 级 数 ， 任意 加 括号 不 改变 仇 散 性 ， 因此 由 


Saat ta) ta tas tas ta)t (ost etan) te 
n=1 、 
alt+2a, +4ast+B8as+ … 一 > 2"Qa2" 
n=0 
知 , 当 级 数 >， a, 发 散 时 ，>) 2"az* 亦 发 散 .另外 由 
1 n=0 


Da =atat(atad)t(ast t+as)+ (a ++ aw) + 
n=1 
altast2as +2 a +2 a + 
1 en 
一 ai 万 之 2 CQa2n . 
知 当 级 数 > a, 收敛 时 ,级 数 了 2"a>。 亦 收敛. 总 之 二 级 数 同时 
n=1 ; n=0 


敛 散 . 
例 5.1.20 证 明 Kummer 判别 法 :假设 a, >0,6, 30 (n=1， 


2,…), 则 
1) 若 3w>0, 使 得 
. 
b - Qn -arntl>a (n=1,2,.), (1) 


则 级 数 3 六 收 全; 
2) 车 上 >) 二 发 散 且 


Db; 
Fann 0 (n=1,2,.…), - (2) 
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则 级 数 > 发散. 


证 1) 由 式 (1) 知 
Da 一 Da 二 ab，>0， 可 (3) 


帮 ba, NA 又 因 ba >0, 所 以 15.a,| 收 伍 ， 
从 而 级 数 3) (ba, - 6 avi) 亦 收敛 .再 据 式 (3) ,用 比较 判别 


法 , 知 3 0. 亦 收 伍 


1 
2) 由 式 (2) 知 名人 < (n=1,2,…) 
元 


故 由 圭 发 散 , 知 立 5. 亦 发 散 . 


六 例 5.1.21 若 正 项 级 数 了 ) a, 收 化 , 且 
em = a, + én’ (n=1,2,.…), 
证 明 > 5 收敛 . (华东 师 范 大 学 ) 
提示 〈 用 比较 判别 法 的 极限 形式 ) 


6, =1n(e” 一 an ) Un » 


六 b, = 六 In(e”™ — a,)— 3 Qu， 
- ne a) =00a.). 

例 5.1.22 研究 级 数 > 六 的 收敛 性 ,这 里 z, 是 方程 + = 
tan z 的 正 根 , 并 且 按 递增 的 顺序 编号 (国外 赛 题 ) 

提示 [于 + (nD 到 tar), 夫 < 思 ， 
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例 5.1.23 试 证 如 下 级 数 收敛 : 
7- 厄 + V2_ Vit 疗 ee 2 二 V2V2T + … 
证 记 A,=V2,A,= V2+V2,A,= = 2+M2+Y2…, 则 易 知 


A, 习 2( 当 n 习 二 时). 


,Qatl 1 2—- V2+A,._.. 2~vV2+zx. 
lim = lim = lim 
no ln no 2 一 和 2 2 一 并 
= lim <= 2+zx_ 1 (L’Hospitol 法 则 ) 
x—2 2—z 2 


所 以 级 数 收敛 
利用 D'Alembert 等 判别 法 


例 5.1.24 级 数 3) xj! 收 伍 吗 ? 这 里 wi =1, ws =2,u, = 
uz +2 (2z3).( 国 外 赛 题 ) 


提示 
-<3<1. 故 收 敛 . 
例 5.1.25 证 明 : 车 F(z) 为 单调 减少 的 正 值 函 数 ， 又 设 
lim Ae Y=), (1) 
一 二 oa f I 


则 4<1 时 级 数 了 (mn) 收 化 ,>1 时 级 数 3 /(n) 发 散 ， 
分 析 因 /(z) >0,., 根 据 Cauchy 积分 判别 法 ,Sm 
与 积分 | f(zx)dz 同时 剑 散 . 要 考查 正 函 数 的 反常 积分 


六 rz)az 的 政策 性 ,只 需要 取 一 序列 
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ZiT <r<… 使 xz, 一 +%， 

看 极限 lim | ”7(z)dz 是 否 存在 . 

、 erp(e) _ 

证 已 知 lim pty = 

1 车 A>1, 则 A>1, 使 得 x>A 时 

>1, ef(e')> f(x). 

从 而 Vx,_1 达 x,, 有 
( 因 f(z) 单 调 , 积 分 有 意义 ). 左 边 的 积分 作 变量 替换 , 令 e* = 于 
是 (2) 成 为 : 


ef(e)dz> 全 Flzdz (2) 


| fd> | fr)az. (3) 
由 此 可 见 , 若 取 序列 |x, | 如 下 : 


XI=1,7x;,=e,r3=e? ,Tr = ,Tt En, 
将 积分 变量 1 仍 写 成 z, 则 (3) 式 可 改写 成 : 
| ”Arzdz> | f(r)dr (n=2,3,.…). (4) 
于 是 


『 f(x)dzr= 六 Hzjdz>n| F(z)daz-oo ( 当 和 >oo)， 


所 以 4>1 时 SF 发散 . 
2 若 A<1, 取 实数 g:4<g<1. 由 已 知 条 件 (1) 对 g 而 言 ， 
3A>1, 使 得 zx>A 时 有 | 
HE < etl) < af(z). 
采用 上 面 同样 的 方法 进行 推理 可 得 
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| flzx)dzr = 六 f(x)dr< > «| f(z)dz 


| f(z)dz 


< Tg 


< 二 oo， - . 1 


故 | 7(z)dz 收敛 ,从 而 > f(n) 收 人 
利用 部 分 和 有 界 
例 5.1.26 设 > a, 为 正 项 级 数 ,满足 


1) > (qs -a,) 对 有 界 ;2) a 0. 
试 证 级 数 > a, 收 全 

证 要 证 明正 项 级 数 > .收敛 ,只 要 证 明 3 M >0, 使 得 
YnEN 有 > ar< AM . 

已 知 > (a - a,) 有 界 , 所 以 了 M>0, 使 得 


z Ta-ad<M (VnEN). (1) 
现任 意 固定 一 个 wE N, 取 >>, 于 是 利用 条 件 (ii) 及 式 (1) 有 
Dan Da a aa)<M. (2) 
此 式 对 任意 加 > 管 戌 立 . 令 mm 一 + oo 因 na 一 0, 故 (2) 式 成 为 
总 <M. 由 的 任意 性 , 知 > au, 收 伍 ， 
广 例 5.1.27 车 > o, 收 伍 , 且 a > 0, 则 当 p> 二 时， 
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3 收敛 .( 东 北 师范 大 学 ,郑州 大 学 ) 


或 不 等 式 


交 例 5.1.28 设 | ,之 是 正 实数 序列 
证 明 : 若 级 数 > 二 收敛 , 则 级 数 


> 
TN 
n=1 (ai + az 十 … 十 an) 


也 收 做 .长沙 铁 道 大 学 ) 
证 “我们 希望 证 明 部 分 和 S, = 》) 
大 = 


dn 


7 Qs 有 界 . 


2 
ai 十 十 Ce) 
记 4, =alt+…+a,(n 之 1),A。==0, 于 是 


nk 1 rk 
S, = (A -AD) 委 一 十 (A, ~ A,. 
2 A 天 k 1) 寺 地 7 EA 3 A, 1) 


1 2 k? "ak 1T (k+l) wk 
A: ai 和 2 A 2=2 A 


k=2 


_1 
= 元 + 2 六 十 + 志 二 + 起- 先 < 雹 +2 > 在 + > 
右 端 第 二 项 ， 用 Cauchy 不 等 式 放大 


k=1 
k? 1 12 1 广 
Dp ti | | 它 芯 ， 
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1 
5 < 将 "ll 
和 所 寺 +2(S， 忆 记 + > 一 . 
得 5, | Qk 41 4 


k=1 


这 是 关于 S, 的 不等式 , 解 此 不 等 式 得 


> / 3 一 工 
VS, 么 一 一 十 一 - 
D+ Qi 22, CQ 


因为 六 荆 收敛 ,可 知 S, 有 界 , 原 级 数 收 全 
例 5.1.29 设 a, >0, 试 证 如 下 级 数 收敛 : 


2 TFA 
提示 用 数学 归纳 法 ,或 连锁 消去 法 可 证 


1 
S$,=1- SY . 
0<&S,=1 CT 于 可 (Tra Ta! 


交 例 5.1.30 若 a,>0,S,=ar+az+… 十 as， > a 发 散 ， 


n=1 


试 证 > ) 号 收敛. (东北 师范 大 学 )( 请 注意 女 例 5.1.12 进行 比较 ) 
证 I 办 


2 
大 k=2 k=2 
1 1 1 
二 一 一 一 过 一 
Si S, ~ S,?’ 


所 以 > 名 收 全 
证 I 【将 忆 全 之 通 项 3 效 大 在 区 间 [ S,-，,S, ] 上 ,对 函数 
7(z)= 二 应 用 微分 中 值 定理 , 知 习 6E ( S,，，,S,) 使 得 


1 1 _1 
2 


S,- 1 S: 6 


(S,— S,-1),， 
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从 而 


a, 1 1 .1 
-之 二 一 (SS， -SS)Eg(S, ~ S$,.-1)= Ho- 


1 
SS” 9。 


Cn 


n 


因此 级 数 > 和 以 > (过 ) 为 优 级 数 . 利 用 省 镇 消去 法 ， 


可 知 该 优 级 数 收敛 . 故 > 如 收敛 ， 

e. 变 号 级 数 收敛 性 的 判断 

要 点 。 设 如 4, 为 变 号 级 数 ,判断 刁 4, 的 收 全 性 ,通常 方法 是 ; 

1) 对 之 |a, | 应 用 D’Alembert 判别 法 或 Cauchy 根 式 判别 法 ， 
车 1a, | 收敛, 则 己 o, 绝 对 收 伍 .用 此 二 判别 法 时 , 若 习 |。 | 发 
散 , 则 意味 着 ,=0(n-~>ce 时 ) 从 而 知 立 w 亦 发 散 .， 


2) 应 用 Leibniz 定理 ;a, 宇 0, "0, 则 > (一 1)”'a, 收 但 . 
3) 应 用 Abel 判别 法 ,或 Dirichlet 判别 法 . 

Abel 判别 法 : 

阁 台 a 收敛 ,15, | 单调 有 界 ， 则 Dab, 收 全 

Dirichlet 判别 法 : 


车 [>a | 有 界 , 1T0,( 或 4 A0), 则 aob, 收 全 

4) 应 用 Cauchy 准则 (或 兼用 Abel 变换 等 ). 另外 注意 ， 证 明 
条 件 收敛 时 ,必须 同时 证 明 两 点 ,一 是 a， 收敛 ,二 是 于 | a， | 
发 散 .， 

衣 例 5.1.31 证 明 级 数 

-工人 二 1+ 工 人工 + 工 1 工 1 i 1,.. 

1 3(1+ 立 )+ 志 (1+ 立 + 过 ) 7(1+ 方 + 计 + 计 + 
是 收敛 的 . (上 海 师范 大 学 ) 

证 因 

“4355 


_ (2n-1)+2 (+ 
(2n -1)(2n+1) 


-=z [(! ti) 4)] - 


1 1 1 1 
> 人 (1+ 二 + + 二 + 


=jail(z=Tl2 0)( 即 laol 0) 
x la1= 31+ 二 +)= (ctinnte,)*0 


2 
( 当 2 一 co )， 故 原 级 数 收 化 (Leibniz 定理 ). 


例 5.1.32 证 明 > DD - 收 合 ( 其 方 括号 表示 到 问 娄 


部 分 ). 
提示 “将 级 数 中 相 邻 并 且 符号 相同 的 项 合并 为 一 项 ,组 成 一 
交错 的 新 级 数 
一 a»|1 1 1 
2 Bie 
注意 到 花轿 号 内 共有 2"* 1 项 ,其 中 前 n 项 之 和 与 后 n+1 项 之 
和 ,分 别 夹 在 一 一 -与 一 之 间 ， 因此 


人 


2 1 1 1 
Ati mt ri tii i 


知 新 级 数 为 Leibniz 级 数 , 故 收敛 . 原 级 数 的 任 一 部 分 和 总 是 夹 在 
新 级 数 某 相 邻 的 二 部 分 和 之 间 ， 所 以 康 级 数 也 收 钱 . 


练习 有 兴趣 的 读者 不 妨 类 似 讨论 级 数 > 工 ( 1) 的 收 
敛 性 ， 

灾 例 5.1.33 讨论 级 数 
yal lil ly 1 1 
2 yt (1) 
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(>0,g>0) 的 绝对 收 伍 与 条 件 收敛 性 .( 复 旦 大 学 ) 
解 1 车 p,q>i, 则 3) a, 绝 对 收敛 (因为 例如 户 >g, 则 


六 lo. 以 十 (g > 为 优 级 数 ) 

2" 若 0<p=g 亿 1, 应 用 Leibniz 定理 知 级 数 收敛 , 且 是 条 件 
收敛 . 

3" 当 pda>0,( 此 时 通 项 一 0) 原 级 数 (1) 跟 级 数 


oo 


1 1 时 
之 (Gr ) (2) 
同时 敛 散 ,车 p>1， 0 es 或 gq>1, 0p! 时 级 数 
Dt rmt > a ty (3) 
一 全 一 散 ， 故 原 级 数 发 艇 
车 0<bp<g<1， , 则 1 >0, 有 与 775 同 


阶 ( 当 n 一 %), 故 级 数 (2) 发 散 ,从 而 (1) 发 散 . 同 理 可 证 ,着 0<g 
<p<1 原 级 数 发 散 . 


例 5.1.34 研究 级 数 > (一 一 的 绝对 收敛 与 条 件 收 全 
《辽宁 大 学 ) 
解 1 p<<0 通 项 避 0(n 一 oo) ,发 散 . 
2 当 p>1 时 , 因 王 Tr< 方 , 原 级 数 绝对 收 全 
nF 


3*0< <1 时， 3) 和 二 一 收 伊 , 二 单调 有 界 ,应 用 Abel 


Se 
判别 法 知 原 级 数 收敛 .因为 > 
Dl (na 0 
Pt + | /上 1 (n ) > 电 
故 原 级 数 条 件 收敛 . (2 


* 例 5.1.35 设 级 数 a, 收 化 ,>、 (5.，， ~ 6,) 绝 对 收 全 ， 


试 证 级 数 》) a,8, 也 收敛 . 
证 因为 可 (5,,, -5,) 绝 对 收 合 , 所 以 本 (5,,, 5. ) 收 笋 ,从 
而 5b, ~ 6 一 A,b, 一 A+6b1. 所 以 65, 有 界 ,16, | 过 M. 因 为 3 a, 


收敛 ,及 志 15. - 2,| 收 敏 , 据 Cauchy 准则 ,Vs >0 INS>0, 当 nn 
>N 时 ， 


nt+p n+p 
E 
ar | < 及 [br ~ bl<1(Yp € N). 
12 | l+M k=n+l 人 “ ? 
记 S,+: = > a (i=1,2,…,p), 则 
k= n+tl 
nt+p 
> axbs | = | asrbar + Qnt2Ont2 十 十 Qnrpbn+o | 
k= w+1 


=1S,6 +(S -SO5 

+ (S Srp) obs,| 
=|S,, (bs bin) + 

+ Sp (bsp brs) + Sub | 
和 So ~ 


十 1 Si116 一 | |S,, ,|16,,, | 


n+p 


IM bn 1+1 ps 1) 


k=nt 


和 和 MT(L+M)=s (VpEN), 


所 以 > anb, 收敛 . 
n=1 
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三 、 级 数 笋 艇 性 的 应 用 

a. 收敛 性 的 应 用 

妆 例 5.1.36 设 xz, =- 站 57, 求 limz,.( 上 海 交通 大 学 ,华中 
师范 大 学 ) 

解 将 x 看 成 级 数 > z, 的 通 项 , 因 


zx _1 1 \"! Ee 
也 于 (1+ ) 全 <1 ( 当 m>co 时 )， 


因此 ,级 数 袜 z, 收 全 ,lim x, = 0. 
类 似 可 证 im 生 = 0,lim 221L =- 0 (a > 1). (此 类 考题 很 
多 ) 


次 例 5.1.37 设 z =1+ 工 +…+ 工 -_ . 试 证 1 
必 工 万 “万 2vVn 试 证 lim xz， 
存在 . 


证 因为 z， = Da A 1)( 记 zo = -0 是 立 C- 一 1) 的 
部 分 和 ,而 


一 = 工 -2 Vv 一 -天 
TT 区 VE WE- -)- 声 -fr 
a 
VERWE+VEiy kw ) 
所 以 之 (ze - zx- ) 收 化 , lim xz, 存 在. 
例 5.1.38 求 极限 jim [Br+ + + 二](p>D， 
提示 考虑 级 数 > 去 ,利用 Cauchy 准则 . 
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六 例 5.1.39 设 级 数 >) a, 收 化 ,a, > 0,as At, 试 证 lim na， 
=0. 

证 (要 证 明 li na =0, 即 Ye>0, 要 证 3N>0, 使 得 > 
N 时 ,有 0<na,<e.) 困 六 a (4, >0) 收 化 ,根据 Cauchy 准则 ， 
ye>o.aN>gn>N 时 ” 

0< anrt+ anya+ 和 十 an 的 万， (1) 
但 av, 故 


(2 -N)a 委 av + 万， 


特别 令 n=2N 得 (2N- N)asv< 万 : 故 当 >2N 时 
na = (n— N)a, +(2N- N)a, 
<(n-N)a,+(2N- N)aw<+7=e. 
故 limna, =0. 
注 本 例 说 明 递减 正 项 级 数 要 收敛 ,其 通 项 必须 是 比 二 高 阶 
的 无 穷 小 量 ,但 注意 此 条 件 并 不 充分 . 


例 5.1.40 设 正 项 级 数 >) a, 收 敛 , 试 证 


no0 n 
证 记 S= > ay S, = > ai; 则 S, 一 S( 当 nn 一 0 时 ). 利 
n=1 k=1 
用 Abel 变换 > ka = nS, 一 六 S; ,从 而 
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S1+ St "+S, 


n 


ie, 
lim < = lim 人 S, 一 


no00 n Xo% 


例 5.1.41 试 证 :车 > a, 收 化 ,a, >0,1a, -~ awr1 NN, 则 


)=s-s=o0 


a, 0, 且 lim ( 1 - 亡 )=+%. 


eo\Adntl Qn 


证 1 因 fa, amlN; 且 a -ay 一 0( 因 忆 a 收 伍 , 知 
au 一 0) ,所 以 a, - ai 疡 0, 即 ,过 ai . 故 a,N0. | 
2 要 证 n 一 oo 时 


1 1 a Ca+i 
二 十 oo ， 
Qn+l1 Qn dndn+l1 
即 要 证 明 
QnQn+t1 一 0 
a n+tl 
寺 > 
事实 上 
2 oo 
QnQdn+1 a 1 
0 委 一 一 一 委 一 一 > (as —a?,) 
Qn Qn+tt Un Cntl Qn Qn+l k= 
oo a? a? oo 
tk k+l1 
< 二 一 > (ar+arri) 
多 = 天 CE+1 k=n 


a 
= R,-i+R,—0 ( 当 n—>o%). 


(其 中 R, = > 为 收 伍 级 数 Yo, 的 余 和 . ) 


条 件 收敛 的 应 用 
例 5.1.42 研究 级 数 > sm 把 这 个 级 数 的 前 a 顶 和 分 成 
两 项 
s- ， s 2 = S++S;, (1) 


其 中 S; ;分 别 是 正 项 之 和 与 项 之 和 证明， lim 人 存在 并 
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求 其 值 .( 国 外 赛 题 ) 
提示 利用 Dirichlet 判别 法 知 也 吕 卫 收 全 
2" 由 


"|sin 及 | sink_ ll1 1 cos2k 
2 


k=1 k=1 


可 知 》) 2 二 非 绝对 收 伍 . 
3* 由 (1) 式 知 


。S, _S;+S; 5S; S， oo 
4 5 于 Eu 1 1 ( 当 n ). 
注 ”本题 结论 对 任 一 条 件 收敛 级 数 都 成 立 . 

b. 发 散 性 的 应 用 


女 例 5.1.43 假设 > a 发散, 且 [a, 1 是正 的 不 增 数 列 , 斌 
证 : 
a2 + art+ a,, 


lim 
oatast t+ a 


=1. (1) 
(东北 师范 大 学 ) 
证 因 4a1 之 0 之 43 之 044 疡 … 亿 aa 1 亏 ay 这 … 之 0， 
故 Qt ast a iar tat + a Sat+as ++ a,,1.(2) 
从 而 | 
~ 042+ Q4 t+ a Qi 


一 >] 
01 二 03 十 十 0 QI 二 Qa 十 十 CQav -1 


( 当 n 一 +o%)， (3) 
最 后 的 极限 是 因 》) a, 发 散 ,由 (2) 式 ， 
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1 . 
a1t+ast "+ aa2n-1 之 万 (az + as 十 十 Qan) 


二 方 (S， 一 ai) 一 十 oo ( 当 zco). 


(3) 式 表明 (1) 式 成 立 . 
* 例 5.1.44 设 1) a >0(k=1,2,…);2) lima: =0; 


3) Sa, 发 散 .证 明 :1S, - [s,]1(n = 1,2,…) 在 [0,1] 中 稠密 ， 


其 中 S, = 六 ww ,[S,] 为 S, 的 整数 部 分 . (兰州 大 学 ) 


分 析 “问题 等 价 于 数列 1S.1 + ce,S, 一 S,-1= as 一 0( 当 
2 -oo 时 ) ,求证 S, 的 小 数 部 分 
a, =S,-[S,] 
在 [0,1] 中 稠密 . 即 Y(ac,86)Cf0,1], 3ac, ,使 得 a, € (a,B). 因 为 
S, 挨个 地 走 过 每 个 整数 区 间 [&,&+1] 且 "步子 "S, - $S,_! = a, 无 
” 限 变 小 .这 意味 着 它 的 小 数 部 分 ,一 遍 又 一 遍地 从 左 到 右 走 过 区 
间 [0,1) ,向 右 的 “步子 ”同样 无 限 变 小 . 可见“ 步子 ”小 到 比 指定 区 
间 (a,8) 的 长 度 还 小 时 ,就 必 有 a, 落 入 (a,B) 中 ; 
证 设 (a,B8)CL0,1), 为 任 一 小 区 间 . 因为 a, 一 0(k 一 
+ co), 所 以 | 
I3N>0,k>N 时 ,0<a: <B-a. (1) 
取 一 no。 > N, 对 S, ,可 取 充 分 大 的 正 整 数 m ,使 得 Su < m+a. 
因为 ,一 + %%, 所 以 3j ni>no>N, 使 得 S, >m+B(>m+a> 
S. ). 于 是 必 导 n:no<n< ni 使 得 S.E(mta,m+B),s, 一 
[S,]E(e,p8)( 因 为 不 然 的 话 , 必 习 某 有 上 > N ,使 得 Si_1<m+a， 
Su >m+B, 从 而 as=S,-S， ,>p8-a, 与 (1) 式 矛盾 .). 证 毕 : 
最 后 (不 作 重点 ) 我 们 介绍 一 个 有 趣 的 应 用 . 
※ 例 5.1.45 ” 试 在 [0,1] 上 构造 一 个 函数 ,使 之 在 L0,1] 上 单 
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调 ,在 有 理 点 上 间断 ,在 无 理 点 上 连续 . 
解 1 (0,1) 内 全 体 有 理 点 ,可 排 成 一 个 序列 : 
jal 二 二 和 2,3, 
nn 27?3?3 ?4?479S7?92 3 SS， 对 
设 Seoteoteoteatetot.. (2) 
是 某 一 个 正 项 收敛 级 数 ,c, >0(n =1,2,…). 
YxzE(0,1) ,定义 


f(z)= >)cv， 


TX CT 
n 


(“ >,…” 表 示 只 对 zx, < z 的 那些 指标 n 求 和 )】 


I <I 
n 


2” f(z) 是 递增 的 .因为 x'<x 时 ， 
f(x )= >， c, < 2 c= fx"). 


3* 有 理 点 上 间断 .因为 Y 有 理 点 二 E (0,1), 必 对 应 (1) 式 中 
某 项 z。, 于 是 


7( 坟 +0) /2-0)>e, >0. 
因为 Ve>0,f( 训 +e]) 中 必 售 项 6,/ (如 ~。) 必 不 会 项 c。，. 


4 无 理 点 上 连续 .因为 > c, 收敛 ,所 以 Ve>0,3N>0， 
n>>N 时 有 


0< YD) oa<e. 


在 (1) 式 中 ,x ,zx,,…, zn 只 有 有 限 项 .如 此 ,对 任 一 无 理 数 XoE€E 
(0,1), 习 65>0( 充 分 小 ) ,使 得 ， 
|z; -zol26 (i=1,2,…,N), 
从 而 |z -zol<8 时 ， 
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f(z) -flz0) 1 = | Ze - Dl< De 


委 > cD) en <e. 


EE -zo I< N+1 


所 以 f(z) 在 x 处 连续 .由 x, 的 任意 性 , 知 (0,1) 中 一 切 无 理 点 上 
都 迄 续 . 

四 、 级 数 问题 的 若干 反例 

例 5.1.46 试 写 出 一 正 项 级 数 > a, ,使 得 

1) De 收敛;2) a, 车 o( 广 (国外 赛 题 ) 

分 析 “我们 知道 级 数 >' 二 满足 条 件 1) ,不 满足 条 件 2) .而 
对 满 足 条 件 2) ,不 满足 条 件 1). 现 把 二 者 结合 起 来 .我 们 看 


到 , 若 把 > 右 中 一 部 分 项 里 的 蕊 换 成 十 ,那么 所 得 的 级 数 ,满足 
条 件 2) .为 使 新 级 数 仍然 收敛 ,我 们 只 对 n =4,9,16,25,36,… 这 


些 项 进行 上 述 改 换 , 即 新 级 数 为 ， 加 
2 1 1 1 1 1 1 1 1 
忆 os =1+ 庆 + 避 + 下 + 床 + 六 + 方 二 可 + 让 + + (1) 


这 时 旭 然 掺 杂 了 一 部 分 > 工 的 项 ,但 这 些 项 的 和 为 


1 1 1 1 
1116t tt 
可 以 想见 级 数 (1) 是 收 介 的 , 


解 设 了 a, 如 式 (1): 当 = 整数 平方 数 时 ,a, = 上 ,否则 
4a, = 汪 . 显 然 4 车 0| 方 )- 又 因为 VnEN, 部 分 和 . 
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11 j1， 当 = 整数 的 平方 时 ， 
i 
< 歹 二 < 站 二 < 局 二 < 
故此 级 数 收敛 ， 
注 本 例 说 明 例 5.1.39 中 单调 性 条 件 去 掉 之 后 ,结论 可 以 不 
成 立 . 
例 5.1.47 举 出 一 个 发 散 的 交错 级 数 ,使 其 通 项 趋向 零 . ( 国 
外 赛 题 ) 
分 析 因为 一 个 交错 级 数 
CQ1 一 02 十 03 一 44 二 十 Qan-l 一 Gu 十 (a, >0) 
部 分 和 


2n 
= > (Da = a) t+ (a 1 42) 
R=1 


一 3 CQ2k-1 一 > an. 
A=1 t=1 
可 见 只 要 造 一 个 级 数 使 得 a, 一 0, 同 时 使 级 数 


> CQ24-1， > Ca2 
一 个 收敛, 另 一 个 发 散 ,问题 就 解决 了 例如 我 们 可 作 级 数 
1 1 1 1 _.. 1 _ 1 
1 F137 4 G7 
注 ”本 例 说 明 Leibniz 级 数 的 三 个 条 件 中 减少 了 单调 性 条 件 ， 
定理 就 不 再 成 立 .不 难 举例 说 明 ,三 条 件 缺 一 不 可 . 
例 5.1.48 举 出 一 个 收敛 级 数 > a ,使 得 级 数 ai 发 
散 .( 国 外 赛 题 ) 


分 析 因为 级 数 >、 a, 收 伊 , 故 ,>0( 当 mw-=co 时 ). 因 此 


充分 大 时 有 
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alla,l. 


可 见 级 数 a, 不 能 绝对 收 合 ,只 能 是 条 件 收敛 . 这 表明 级 数 区 
a, 其 所 以 收敛 ,不 仅 是 因为 a, 一 0 的 速度 ,而 且 是 因为 项 际 间 的 


相互 抵消 .因此 我 们 应 构造 这 样 一 个 变 号 收敛 级 数 过 a4,, 它 本 


身 项 际 间 能 相互 抵消 ,但 变 为 级 数 > a; 时 项 际 间 抵消 不 了 ,以 


至 >，a* 发 散 
解 令 


十 十 二 -一 一 一 了 -十 
yk EVEk kVE 
j 头 
因为 
1 1 1 


i =1,2,.…), 
一 


1 1 1 
tt 
一 一 一 六 一 一 
发 散 [ 因 为 部 分 和 的 子 序列 
S.。 =1+ 到 + 和 + 下 -1- 吉 - 一 一 站 十 00 


(n=2+3+.+(k+1),k>2)]. 
本 例 说 明 级 数 沁 a 收敛, 一 般 来 说 ,不 能 推出 级 数 忆 a; 收 化. 
有 些 正面 结论 ,改换 问题 的 提 法 之 后 ,可 用 构造 反例 的 方法 
证 明 . - 


例 5.1.49 证 明 : Y |z,|->0( 当 ?>oo), 有 > wz, 收 剑 ， 
则 > a, 绝 对 收 全 

分 析 ”问题 等 价 于 ;车 > 1a, | 发 散 , 则 至 少 存在 一 个 序列 
[xz 1 一 0( 当 n>oo 时 ) ,使 得 级 数 > oz. 发散. 如 此 ,问题 归结 为 
从 条 件 |a, | = + 出发 ,构造 所 需 的 序列 1z, | 的 问题 

证 ( 反 证 法 ) 若 六 [4,1=+o%, 则 VY n>1, YkEN, Ime 


N(m 之 n), 使 得 户 ) |a; | 之 k. 如 此 对 n=1,k=1, mEN, 使 得 
2 lal21. 
i=1 


2 
对 n=mit+l1,k=2,3 mmi +1, 使 得 >) |a, | 衬 2， 


i= mi +1 


由 此 我 们 得 到 1 = mj < ms<…< m, 之 … 使 得 


3) lal>n (n=1,2,). 


i=m +1 


SgnN ;) 四 。 ” 
取 1 = Bt) ( 当 Mm-1<iSm, 时 ,mo =0), 


则 不 论 N >0 怎么 大 ,只 要 2 -1>N 时 , 恒 有 
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m,>m,1>n-1>N, “片断” 


> aiXi = >) | >1 


此 即 说 明 x,->0( 当 mn 一 品 时 ), 使 得 2 a,x, 发散, 与 已 知 条 件 
矛盾 . 
交 五 、 数 项 级 数 与 反常 积分 的 关系 


a. 关于 收敛 性 
要 点 设 c=A4A<A<A:<…<A,<…,A, 一 co( 当 moco 时 ) 


为 任意 给 定 的 序列 ,7(z)>0, 则 | ”f(z)dz 与 > f(z)dz 同 
时 他. 并 和 收 全 时 ,一 者 大 小 相等 
六 例 5.1.50 讨论 | 


>1.( 复 旦 大 学 ) 
证 (注意 到 |sin x | 的 周期 为 x, 我 们 取 A, = nx) 


的 收敛 性 ,其 中 a>p 


于 十 并 和 ze 


*” dz CatD) dz 
| sn >|. 人 
zt 
hn TC sin?z 


我 们 来 证 右边 一 级 数 收 修 . 其 中 
和 df dz 
0 EY SS 0 1+ n° bs? 


这 是 因为 :€ [0, 子 | 时 sin :之 之 ,所 以 
Tn 


也 = 


8 | a 
(zx 二 zt) sin 之 (12r)” (#7 = nt Ts28 
Tn Tt 
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= nth0 (此 处 记 大 = 瑟 24 ) 
Tn 
于 是 


1 之 _1 「 d(z" pt ) 
”0 
1 ” du 9 
= nF 
So), Tr (ibe) 
为 一 常数 , 记 帮 c 
Cc 


yy. 
ns 


因为 1<B<a， 2 -多 收敛 ,所 以 六 也 收敛， 


对 于 了 = | dz 作 变 换 v=r- :之 后 便 可 作 类 似 


1+(nnt+z)’sinit 


推理 ,得 知 > J, 收 人 


1 
例 5.1.51 证 明 | zsin -Los dz 发 散 . 
0 Tr Tr Tr 
证 因为 
sin -1, 1 ~ 1 1|_ 1 
xs 7 亏 OS 7 一 元 CoS 7 Tr Sh 7 
> 二 cos 二 一 工 ， 


(注意 在 右 端 积分 区 间 上 


os 去 | > 二) 
Tr 
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>i Sm 了 
和 2k- 亏 
| < 

= 工 In(1+ )=+= 
下 仑 ; 68=1I 


这 是 因为 《一 + 时 nfl 16x1)- GT 

b.“ 和 ” 值 的 计算 与 估计 

上 述 原理 不 仅 可 用 于 判断 收敛 ,还 能 用 于 和 值 的 计算 与 估计 . 

x* 例 5.1.52 求 

-zxz|sinxX—-coszl 
| e V Sin 并 dz 

其 中 E 为 区 间 (0, + oo) 中 使 被 积 表 达 式 有 意义 的 一 切 zx 值 所 成 
之 集合 . 

解 E=|zx>0|sin xz>0l={z>0|l2kx<r<Qk+1)r,nENI. 


(2k+1)r 


. 故 所 证 积分 发 散 . 


elsin 工 二 cos 工 | 


原 式 = Dl Vian 


[这 里 的 积分 以 2&x,(2k+1)x 为 奇 点 ,但 在 奇 点 附近 仅 是 地 
阶 的 无 穷 大 ,故此 等 积分 皆 收 敛 . ] 


令 t=z-2kr 之 fr _， ] 一 
> | oils cos t| jy, 
£0 


Vsint 


sint—cost= Zsin( :一 至 ) >0， ve (车 ) ， 
加 /| <0， 当 zE [0, 插 )， 


所 以 只 要 把 [0， zx] 上 的 积分 拆 成 两 段 ， 绝对 值 符号 便 可 换 掉 . 而 
ei d= -2 Vani+C, | 
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故 
” 原 式 = De "Be i) = Be 
* 例 5.1.53 f(z)>0N， 2 f(n) 收 合 , 试 证 对 其 余 和 
= 上 /(4) 有 估计 起 
| .AndazsR S/nt D+ | fz)dz. (1) 
证 因为 /(z)N, 所 以 
六 f(r+h)> > f(z)dz> SY) fn+k+1). 


即 R,>[ f(z)dr>R, - f(n+1). 


移 项 即 得 欲 证 的 不 等 式 (1). 

注 若 f(z) 严格 递减 ， 则 (1) 式 中 等 号 可 以 去 掉 ( 成 严格 的 
不 等 式 ). 

“mS 1.54 I 


1 
a Dats ~ n(ln nx) ( 当 = 时) 1) 
(浙江 大 学 ) 
证 (考虑 对 应 应 的 反常 积分 ) 因 为 


f(z)= ->0 (rz>1)N, 


应 用 上 题 结果 ， ， 
广 1 dz 声 SY 1 < ol } 三 dz (2) 
» 3ln 工 EL Fn k nilnn » Xnz. 
各 利用 分 部 琴 分 法 ， 


| 2 二 -| ey ry 
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1 1 12 dr (3) 


7 n(ln n)” » XIn zx) 


有 
~ ‘” dz - 1 
<|. Erste j. 5 n(lnn) 
故 (3) 成 为 
™” dr _'1 __l1 20, 
| zinzrz nlnn nnn nn ny (0<0,<1). 
此 式 代 入 (2) 便 得 (1). 


c. 反常 积分 作为 级 数 的 极限 
六 例 S$.1.SsS 设 单调 函数 F(z) 在 x 之 0 有 定义 ,并 且 反 常 积 


分 | /(z)dz 存在 , 试 证 明 
lim pL fCh)+ fl2h) + ]= | 虽 f(x)dr. 


(华中 师范 大 学 ,郑州 大 学 ) 
证 例如 f(x) 用,Yh>0, 有 


| f(x)dr = 21), f(z)dzr< > hf (kh) 


之 > 
令 h 一 0' 取 极 限 , 得 


(Rk+D)h 


f(x)dz = [| 虽 f(x)dz. 


lim 有 h > f(kh)= lim > hf(kh)= | f(zx)dzx. 
若 f(x)， 类 似 可 证 (或 考虑 - f(z)). l 
* 例 5.1.56 计算 


. t? 如 
im (1- (I+ Tr + 


工 十 
(国外 赛 题 ) . 
解 (关键 要 把 级 数 的 通 项 写成 f(nh ) 的 形式 ) 
。 473 ， 


河 
此 
3 
1 
Ww 


一 ;单调 ,符合 上 例 的 条 件 . 


Fs.l 


家 5.1.1 设 ,i,j 都 是 自然 数 , 且 = ;+j, 试 求 级 数 


< 1 
之 | (mm 10hn 二 j) 的 和 . 


1 1 1 
提示 通 项 = 二 ( 襄 上 ~】 (和 连 氏 消去 法 ) 


※5.1.2 设 ja, 1 为 等 差 数 列 ,a,,, - au， =d>0(n=1,2,-…),m 为 一 
正 整 数 .计算 


这 里 A(z) = 


e 
十 


和 加 ” 1 
5= 7 Cn+l at+ 
灾 5.1.3 证 明 级 数 
1+ 工 -二 +L+L_L+L+ 1L 1， 
V3 V2 VS V7 V4 V3 Il v6 


发 散 到 + oo.( 吉 林 大 学 ) 


二 一 1 1 -_ 1 一 ,OO 一 a OO 
提示 s,.- 2 (Fs 4 -I 于 ) Tm 当 
时 ). 
次 5.1.4 证 明 : 当 p 守 1 时 ， 


> ep (国外 赛 题 ) 
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提示 通 项 = (去 ) - (二 ) | 30€ (0,1) 


= 大) (rn $ntD $<ptn (n+l) a ]. 
1 
再 提示 。 (用 连锁 消去 法 ) 部 分 和 5， <»(1- Ge 


※5.1.5 证 明 : 若 删 去 调和 级 数 中 所 有 分 母 含 有 数字 9 的 项 , 则 新 级 数 
收敛 , 且 和 小 于 80. 

提示 ”估计 分 母 n€E[10”' 一 1,10” 一 1j] 各 项 的 和 (wm = 1,2,…). 

克 5.1.6 证 明 下 列 级 数 收敛 : 


0D)] 
2 > [e-(1+ 吉 + 击 +…+ 十 )]. 


(东北 师范 大 学 ) 
提示 1) 通 项 a, = -zo (去 )~ 


1 
-7,a,>0. 
2n 4 


n 


[3 
2) 通 项 a, :0<a， = 1< 声 (0<0<1). 


*5.1.7 设 a,=n” 1 讨论 级 数 > 4. 的 全 散 性 

提示 当 c< 一 1 时 ,a, ~n*In nn. 

再 提示 因 zx->0 时 e 一 1~x, 邦 n” -1=e”""-1~ninn(a<-1 
时 ), 记 a= (1+0)(9>0), 则 充分 大 时 ,0<<nIn n= 一 1 过 7 


了 1 本 9 7 
9 nz 


一 记 , 而 一 5 收 修 , 故 > a “收敛 .a 之 -1 发 散 明显 . 


nl!' 20 


女 5.1.8 ” 设 正 项 级 数 Ya, 收敛, 证 明 ; 


和 2 
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仍 收 伍 , 其 中 
,= 六 ww (云南 大 学 ) 


=n+l 


提示 J Vm w r ,连锁 消去 法 


ln 1 
Uy 


$5.1.9 证 明 : 若 有 a>0, 使 当 之 no 时 ,和 之 1 + a(a, >0), 则 级 数 


1 . 
mm tn -一 
> ov (es >0) 收 化 ;车 之 mo 时 二 二 1, 则 这 级 数 发 散 ( 对 数 判 别 法 ). 


n=1 


5.1.10 序列 1x,1 是 正 项 单调 递增 并 且 有 界 , 证明 级 数 
(1 也 ) 收 化 .国外 赛 题 ) 


n=1 


提示 部 分 和 S$, 之 十 > (xyes x1). 
兴 5.1.11 证 明 :车 a,>0,a, 0, 则 >，a 与 了 ,加 2” (bn = 
max|n:a, 之 2 “1) 同 时 敛 散 .( 罗 巴 身 夫 斯 基 判 别 法 ) 


5.1.12 设 0<z<rz, = sin 7 _ (n=2,3,…), 证 明 : 级 数 之 ) Xx?* 当 
p>2 时 收 敏 ; 当 p 志 2 时 发 散 . (吉林 大 学 ). 


提示 :参看 例 1.5.19,z? ~ 学 . 
*5.1.13 证 明 级 数 
1 1 1 1 1,.. 
1+ 酉 了 十 于 十 可 + 发 散 


提示 ”可 用 Cauchy 准则 
1/ 1 1 1 1 
So -So1> 到 (TAI+ + 十)> 井 . 
区 5.1.14 设 ws0a=l2,…) 且 limas=a(as0). 求 证 :下 列 两 级 
数 . 


Gan+l 


oo oo 
2 lai-ao| 与 > 
n= n=1 


1 
Un 
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同时 收敛 或 同时 发 散 .( 上 海 交 通 大 学 ) 
提示 mm,M:0<m<M, 使 得 sw 志 |a, | 二 MM. 


1 


1 1 
Ml un | 安 一 


Crri CQ 


< 工 |w -1 
m . 
5.1.15 设 p(z) 是 (- co,+oco) 上 的 连续 周期 函数 ,周期 为 1, 且 
| eC)ar = 0, f(x) 在 [0,1] 上 可 微 , 且 有 连续 的 一 阶 导数 ， 


a, = [ f(x)p(nr)dr,n=1,2,.…, 
0 


证 明 :级 数 必 收 化 (华东 师范 大 学 ) 

提示 可 令 B(z)= | 9(2)dt ,于 是 用 分 部 积分 w = - 十 (nz)f (zx)dz. 
从 而 a? |< 党 (M 为 常数 )， 

5.1.16 设 F(z) 于 [1,+co) 上 可 导 . 广 (xz) 单 调 递增 ， 县 jz) 一 4( 当 
x+ oo) ,证 明 > f(D) 收 全 


提示 fln)~- fln- DEF (nSEf n+1)- fn), 
可 知 FCn)A0, 了 (n) 所 0, 乙 了 (nn) 以 可 [了 (rn 一 1) -了 (nn)] 为 优 级 数 . 


5.1.17 设 a,>0(n=1,2,…) 且 2， av 收银, ~。 = Sa. 试 证 ; 
n=1 £=n 


n+p n+p 
提示 1 可 Cauch: ， > 一 一 oo 
示 1) 可 用 Cauchy 准则 ,之 > Za 1( 当 户 一 十 
3 sl 元 is 
时 ), 歼 3p， ,使 > es 
2) 可 证 写 -2 以 2 忆 (V FT - V 元) 为 优 级 数 i 
ra oi 


Cn 


再 提示 VF- 
人 


< 和 ,<m 又 因 mN0, > (VTTT-V 克 )=V 万 -V 记 AAA 万, 故 马 


a 
。_ 收 全 
Vrs 
5.1.18 设 /(z) 是 在 (- %,+om) 内 的 可 微 函 数 , 且 满足 :1) f(z)>0， 
2) F(z) | 和 m1 了 (z)1 ,其 中 0<mm<1. 任 取 oo 定义 a =In f(a,.1)， 
2,…. 证 明 : 级 数 3 (a, - a，,) 绝 对 收敛 .( 西 安 电子 科技 大 学 ) 


提示 lo asi|= |In fas) -In f(a 2)|= (a 0,) 


n= 


[a, Qn :| -一 大 (6 ) 
2 < 到 | a, -il 收敛 . 


x5.1.19 设 立 a, 收 伍 ,0< p+ co , 试 证 : 


lim Piar + paar + + pran =0. 


nr+o pn 


提示 记 S, = 了》) a ,a, = S, -Si;, 代 入 变 形 可 知 
R=1 
原 式 = lim pe Sepa pt tS pes pr)t Sp, 


人 _ 
eeim3-p 名) sss-0. 


rr 六 加 
沫 5.1.20 设 a >0, 台 a, 收 化 ,na, 单 调 ,证 明 ; | 
lim na, ln n=0. , 
兴 5.1.21 设 数 a>0,|p,|} 是 一 个 数列 ,并 且 p, >0,p 之 各, 证明: 
级 数 
pa ~— Pr-i 和 
之 pr 收敛 .( 国 外 赛 题 ) 


5.1.22 举 出 一 个 收敛 级 数 > ， ,的 例子 ,使 级 数 > a,In nm 发 散 . 
rl n=1 


_ 1 
提示 例如 a, nln n(n ln nr)”. 


再 提示 ”用 积分 判别 法 易 证 该 级 数 江 4, 收敛 . 
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1 1 
又 因 ”充分 大 时 ， n(lnlnn)’ > ninn’ 而 之 ninn 发 散 ， 故 
Za, In 开发 散 - 


5.1.23 序列 ib, jj(n=1,2,…) 具 有 下 列 性 质 : 
b>0, limb, = + oo， 
做 出 序列 1a, 1 ,使 


(国外 赛 题 ) 
提示 VkEN, 因 lim 6b,=+%m, mEN 使 6， >k(k=1,2,…), 硕 次 


1 nn 
可 使 6 >6b,1. 令 a = *" 即 可 . 
0， 当 n tn 
$5.1.24 设 in,1 是 自然 数列 {nj} 的 子 序 列 , 试 证 : 


1) 当 n 一 ni 之 k 时 ， > 过 收敛 ; 
k=1 人 
2) 当 m 一 几 -iSg( 常 数 ) 时 ，Y， 工 发 散 ; 
二 = 站 
3) 当 加 一 吉之 (7>0) 时 ， 33 二 收 丝 
k=1 “ 生 


提示 1) mt+ (iD+ +I= 关 (+ 有 0< 工 < 记 . 
， n: 天 
1 1 _ 
2 PTD 
六 5.1.25 对 函数 
1 : 
$5)= 之 >), 


n=1 


证 明 ; ¢(s 9- | [Jaz ,其 中 [z] 为 = 的 整数 部 分 .( 西 北 师范 大 学 ) 


二 [x] fi 
提示 [ rd :| rdz= 了 | 去 - en. 
二 1 < 1 <、1 
再 提示 上 式 = Dr 忆 GiDrr+H-1+ 袜 二 


丸 5.1.26 Da < 二 学]dz 收 伊 ， ;2) 求证 : 当 s>1 


| 


时 


t+” zzl， 1 1< 1 
| a dz 5 一 1 到 之 太 ， 
[zx] 表示 xz 的 整数 部 分 . (北京 航空 航天 大 学 ) 
提示 ”利用 上 题 结果 . 


1 21 2 2 
如 j 一 十 …. 十 十 … | . 
5.1.27 求 ,lim (3 "FHT PT tp ) 


提示 “可 参看 例 5.1.55 一 例 5.1.56.《x》 
六 5.1.28 设 & 上 >0,a>0, 证 明 ， 


Df sin 7 收 全 ， 
1 ff” sin 2727zdz 
2) 己 元 | 加 和信 收 全 
(上 海 交 通 大 学 ) 


提示 1) 可 用 反常 积分 的 Dirichlet 判别 法 : 
2) 可 先 用 第 二 中 值 定理 ， 


再 提示 1) 当 x .了 + mw 时 六 0, 而 


A 
| sm 2nzzdz|< 二 (YA>a)， 
故 原 积分 收敛 . 
A t A 
2) | | = | 去 | sin 2nrzdz+ 坪 | sn 2mrzdz| 
1 1 
< 一 一 
nna anA 
不 等 式 两 边 同时 取 极 限 (A-> + oo 时 ) 得 知 
1 | sin 2nrx 1 < 1 
< 


*$S.1.29 证 明 : 
思 三 -maajgsG 


k=2 
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(北京 师范 大 学 ) 
提示 “可 参看 例 5.1.54. 


x*§5.2 函数 项 级 数 


所 谓 函数 项 级 数 > vs (z) 在 某 区 间 1 上 收敛 ,是 指 它 逐 点 


收 敏 . 意 即 :对 了 中 每 固定 一 点 zET, 作 为 数 项 级 数 ， > u(x) 
总 是 收敛 的 .因此 对 收敛 性 ， 可 用 上 节 数 项 级 数 各 种 判别 法 进行 判 
断 .本 节 的 任务 ,主要 讨论 一 致 收敛 性 的 判断 及 其 应 用 . 

导读 ”了 滑 数 项 级 数 ( 及 序列 ) 一 致 收 化 问题 是 数学 系 ( 院 ) 的 难 
点 .重点 ,也 是 数学 专业 考研 热点 内 容 ,数学 一 考生 可 从 上 略 . 


一 、 一 致 收 和 俩 性 的 判断 


证 明 一 致 收敛 性 一 般 有 如 下 几 种 方法 :a) 利用 定义 ;b) 利用 
Cauchy 准则 ;c) 利用 常用 的 几 个 判别 法 ;d) 利用 一 致 有 界 与 等 度 
连续 .下 面 我 们 对 这 些 分 别 进行 介绍 和 讨论 . 

a. 利用 一 致 收 全 的 定义 

要 点 1 e 一 NN 方法 . 


i) 要 用 定义 证 明 2) wu,( 工 ) 在 区 间 TT 上 一 致 收敛 ,应 首先 设 
法 求 出 和 函数 S(z) = Dy us (x), 写 出 部 分 和 S. (zx) 


= = Dulz), 然后 对 任意 给 定 的 .6e>.0, 找 与 z 无 关 的 N = 
Na)， 使 得 n>N 时 有 
[|S(z)-S,(x)|<e. 
ii) S, (x) 等 S(z)(n 王 吕 时 关于 x ET), 等 价 于 : 3 eo >0， 
YN>0,3n>N,3 zrv€E1 使 得 
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|S(zn)- S.(zw)| 之 so. 
亦 等 价 于 : 3 se, >0, 3 {z,1CT, 使 得 
1S(Cz,)- S,(z。)| 之 eo. - 
特别 来 讲 , 若 发 现 有 zoE 工 或 为 工 的 端点 ,使 得 zx 一 zo 时 ,有 
S(z)- S$,(z)se0( 对 充分 大 的 ) 成 立 ), 则 S,(z) 关 SCz) 于 了 
( 当 2 一 co 时 ). 
2"“ 放 大法”: 若 Vn, a,>0, 使 得 
[|S(z)-S,(zr)|<a, (YrzET), 
且 ”一 co 时 0, 则 ”co 时 ,S,(z) 全 SC(z)( 于 工 上 ). 
3" 确 界 法 . 当 ”一 co 时 ,S,.(z) 卫 S(z) 等 价 于 
limsup| S(z) ~ S,.(z)| =0. 
2 一 NN 方法 
灾 例 5.2.1，F(z) 是 ( - co,+ co) 内 的 连续 函数 ， 
太 (z)= 2 3 人 (z+ 二 让， 
证 明 :函数 列 f, (zx)(n=1,2,3,…) 在 任何 有 限 区 间 上 一 致 收敛 . 
(首都 师范 大 学 ,北京 师范 大 学 ) 


分 析 ”我们 看 到 /, (xz) = > 十/ (z+ 各) 正好 是 积分 
[f(z + zt)dz 的 一 个 积分 和 ,因为 F(z) 连 续 , 该 积分 有 意义 , 故 
"一 om 时 ,六 (z) 一 人 f(z + 2) dz. 

设 [a ,5] 是 任意 一 个 有 限 区 间 ,要 证 明 n 一 + oo 时 , f(z) 
三 | 7z+ dz 于 [a,5] 上 , 即 对 任 一 。>0, 要 找 N>0, 使 得 
n>N 时 ， 


1 -ral<e (VzEla,6]). (1) 
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因为 
| nl k+l 
t= DH (tt)= Bl sett) 


[ f(z+i)di= 3 [eft i)di, 


所 以 | fz) 
. 0 

< 总 | | (z+)-Aztold 02) 
帮 要 (1) 式 成 立 ,只 须 (2) 式 右 端的 


忆 人 jz 全)- esol (Vz€E[a,6]). (3) 


必 


则 (3) 式 自然 成 立 . 注意 到 这 里 的 el 和] ,因此 ,点 


(4) 


(z+ 皇 ) 与 点 (x+:) 的 距离 
[z+&)-carn)|=|t-e|<i. (5) 
利用 Cantor 定理 ,ff 在 [a,5+1]1 上 一 致 连续 .所 以 Ve>0， 
36>0, 当 zx ,zx Elasb+1],|z -zx |<8 时 , 便 有 | f(x ) 一 
f(z”)|<e. 故 取 N= 记 时 , 当 n>N 有 土 < 丰 =6, 于 是 由 (5) 失 
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得 (4) ,从 而 推 得 式 (3) 成 立 .问题 获 证 . 

六 例 5.2.2 设 函 数 F(z) 在 (- co,+co) 上 有 连续 的 导 函 数 
f(r),f(r)=e [f(rt+e'')—- f(r)]j(n=1,2,.), 证 明 : 
i.(z)i(n=1,2,…) 在 任 一 有 限 开 区 间 (a,5) 内 一 致 收敛 于 
了 (xz).( 福 建 师 范 大 学 ) 

证 ( 利 几 微 分 中 值 定理 ) 

f(a) -f(a)1= | Let HE) pz) 

=|f(€)-f(zrz)| (xr<é<rte '). 
因 广 (z) 在 [ea,5+1] 上 一 致 连续 ,Vs>0， 了 8>0(95<1), 当 之 1 
zcE[a,p+1],|za -< 时 有 |F(z)- f(x)|<e. 
取 N=In 读 , 则 wn>N 时 (此 时 0<e "<6) 有 
[f(xz)- F(x)|=|f (8)-f (zr)|<e. 
故 n>+ ce 时 ,f(z) 这 f(z) 于 (a ,6b) 上 . 
例 5.2.3 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,g,(z) 为 阶梯 函数 


gn (ZX)= > LAG EN :， 


其 中 


1, 0<x< 记 ， 
zi (zx)= . (i=1,2,.…n). 
" 0， 二 委 z 委 1 
n 、 
试 证 :zco 时 ,sg,(z) 袜 F(z) 于 [0,1) 上 . 


注 按 定义 ,[0,1] 上 每 项 
/从 )， [和 4) 
0， 其 他 . 


因此 f(z) 与 g, (zx) 的 图 形 如 图 5.2.1 所 示 . 曲线 是 f(x) 的 图 形 ， 
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AE) ey- 


水 平 线段 是 g, (zx) 的 图 形 , f(z) 在 z= 和 处 的 值 作为 g,(z) 在 整 


个 小 区 间 | < “ ,全 } 上 的 值 


证 因 


Yze[0.D ,esil2al 使 zE[ 全 全) (1 


于 是 a(z)=/( 诗 )， 


Ca) g(a) = |) -f(t) (k=1,2,.,n). (2) 


又 因 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 在 [0,1] 上 一 致 连续 ,Vs>0,38 
>0( 与 z 无 关 ) , 当 | zi; 一 Zz|<6(Czi ,TX2€E[0, 1]) 时 有 
[f(x1)- f(x)|<e, (3) 


全 N- 计 则 "> 人 时 ,| >- 生 | < 9 从 而 利用 C2)、G) 有 
fe) -eol= |7(z) -A f(t 4)|< (Vze[0,D). 
此 即 表明 n>+ co 时 ,g,(z) 福 f(z) 于 [0,1) 上 . 


六 例 5.2.4 试 证 x>a 时 ,f(z,y) 福 p(y)( 关 于 yE1) 的 
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充 要 条 件 是 Viz,ja(z sa) 有 zy) 一 Pp(y)( 关 于 yE 站 
( 当 ma 一 co 时 ). 
[Heine 定理 的 推广 ] (郑州 大 学 ) 

证 1 必要 性 . 

[对 ix, 1 ->a(x, a), 要 证 明 2 一 oo 时 f(x,,y) 三 9(y)( 关 
于 yE 了 ). 即 要 对 Ye>0, 找 N>0 使 得 n>N 时 ,有 |f(zx,,y) 一 
g(y)|<e(Vy€71).]. 因 已 知 xz->a 时 ,f(x,y) 字 p(y)( 关 于 
yE7T), 所 以 Ye>0,36>0, 当 0<|z-al<6 时 有 |f(zx,y)- p(y)| 
<e(VyET). 有 既然 z。 ta 且 z, 一 a( 当 2 一 co 时 ), 所 以 对 此 6> 
0 3N>0,n>N 时 ,有 0<|z, -al<8, 从 而 | 

{f(x,y)— p(y)|<e (VyET). 

此 即 f(x ,yp(y) (yET,n>™). 

2° 充分 性 . 

假设 x 一 a 时 ,f(x,y) 半 p(y)( 关 于 yE 了 ), 则 3 eo >0, 使 
得 Y 二 >0,3z{0<lz.-el< 寺 ) ,及 %ET 清 中 

n n 


[f(z 3y,) — p(y ) | 之 eo. 
如 此 我 们 得 到 和 zc, 1->a,z, a, 但 f(x， ,于 p(y)( 于 工 上 ) .与 
已 知 条 件 矛 盾 . 


- 交 例 5. 2.5 证 明 ; 者 立 zx (zz) 在 区 间 了 上 收敛 则 > us (Zz) 
在 1 上 — 一 致 收 化 的 充 要 条 件 是 V | ,上 CT， 有 limr， (x ) =0( 其 中 


和 


六 (2)= 之 wz) 为 级 数 余 和 ). 


证 法 与 上 题 类 似 留 给 读者 ， 并 请 写 出 函数 序列 的 相应 结果 . 
注 ” 本 题 的 充分 性 的 否定 形式 为 :车 3 1x,1CI, 使 得 7, (zx,) 
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0(2 一 co 时 ), 则 > zu (Z) 在 [上 非 一 致 收敛. 


作为 该 例 的 一 个 应 用 ， 可 见 例 5.2.27 之 证 工 . 
放大 法 
如 前 所 述 ,放大 法 在 于 把 级 数 的 余 和 r, (xz)= SCz)- So(z) 
的 绝对 值 进 行 适当 放大 ,使 得 在 区 间 I 
|r,(z)|=|S(x)- So(z)| 委 ac， (a, 与 zx 无 关 )， 
且 oa ”0 ( 当 n—>o%). 
则 该 级 数 在 所 论 区 间 上 一 致 收敛 . | 
实现 放大 有 很 多 技巧 .下 面 各 例 分 别 是 通过 已 知 的 不 等 式 , 求 
极 值 ,利用 已 知 的 余 项 估计 , 递 推 放大 等 典型 方法 来 实现 的 .如 下 
例 是 利用 Cauchy 不 等 式 进行 放大 . 
例 5.2.6 若 f,(z) 在 [a,5] 上 可 积 ,n=1,2,…, 且 f(x) 与 
g( 工 ) 在 [a ,5] 上 都 可 积 ， 
lim| 1/,(z)- /f(z) dr=0, 
设 并 
(并 ) 一 | flt)g(t)di,h, (x)= | ADg(Dd， 
则 在 [a ,5] 上 hh,(z) 一 致 收敛 于 h(xz). (东北 师范 大 学 ) 


证 1A(z) -六 (z)1= rogcou -osod| 
= 上 oo -ADeCoaz| 


GAG (利用 Cauehy 不 等 式 ) 
- 册 人 oj 人 | &(t) a 


< (17 -£0 oa 人 1g() Pac) 
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一 0 (〈 当 nco 时 ). | 
所 以 n 一 + oe 时 ,h,(z) 信 h(z) 于 [a,b] 上 . 


下 例 是 通过 求 最 大 值得 到 放大 . 
例 5.2.7 给 定 函 数 序列 : 


f(r) (mn=2,3,4，)， 
n . 
试问 当 a 取 何 值 时 ,|/,(z)| 在 [0, + oo) 上 一 致 收敛 .( 广 西 大 学 ) 
_ (Inn) 1 _ 
则 六 -人 人 ( 语 o 
可 见 z<[_ 时 , 广 (z)]， 
1 . 
T> 二 时 ,f(z) AN， 
函数 六 (z) 在 工 = 六 -处 取 最 大 值 . 注意 极限 函数 
f(z)= lim/f, (zx)=0. 


四 -1 
,ep A(z) f(z)1= eax。 1 (z)| = = (Es 2)= 于 
_1 0， 当 a 宇 1， on 


(这 里 nz = (en")m5 =e.) 
所 以 1f,(z)| 当 且 仅 当 a<1 时 ,在 [0,+ oo) 内 一 致 收敛 ， 

注意 ,放大 法 一 般 来 说 只 是 一 致 收敛 的 充分 条 件 .但 如 本 例 用 
求 最 大 值 的 方法 ,得 到 

oa, =max|S(x)-— S, (zx) | ， 

则 w, 一 0( 当 一 co 时 ) 的 条 件 不 仅 是 充分 的 而 且 是 必要 的 . 

下 两 例 是 利用 级 数 的 余 和 估计 . 

对 于 Leibniz 级 数 ,级 数 余 和 
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r=S$S-S,= >) (—1)’*a, 
有 估计 式 |7, |<<a,44. 
例 5.2.8 试 证 : Er 


证 设 函 数 f(y)= 


了 z; 则 广 (>) = yr 可 见 Vz 
E( -0,+ 0%0), 当 充分 大 时 ,级 数 通 项 的 绝对 值 -zz M0( 当 
zco). 故 该 级 数 为 Leibniz 级 数 .因而 


十 1 1 
| ~， 一 0 ( 当 "0). 


所 以 允 -在 (- oo , + %) 内 一 致 收敛 . 


1 ) 


例 5.2.9 讨论 2 TFJ0TT2JTTnz) 在 (0;4) 与 
(a ,+ %) 内 的 一 致 收敛 性 . | 

解 用 DD ALembert 判别 法 ， 容易 知道 该 级 数 在 (0, + ce ) 上 
处 处 收敛 . 


_ ~ hx . 
m(z)= 人 (TFTZJCTI+27J (Ti kr) 


_ 六 Ar+1-1 
1+x)(1+2x)..(1+ kzr 


k= nt+1 


oo 


1 (1+x)(1+27).(1+ (天 =1)z) 


加 1 
(TE) 
1 
1+xz)(l1+27x)…(1+ nr) 


当 oo 时 
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1 
,SPp, 1" (7)| =1 0, sup, lr (7)| -rar ria) 
—0. 
所 以 在 (0,a) 内 非 一 致 收敛 ,在 (a , + %) 内 一 致 收敛 . 
有 些 函 数 序列 是 用 递 推 形 式 给 出 的 ,这 时 可 考虑 用 递 推 的 方 
式 进 行 放大 .如 


fun(z)= | fqn=1,2, 


证 明 : 函 数 序列 {f(z 在 [a ,5 上 一 致 收敛 于 零 .( 吉 林 工 业 大 学 ) 
证 因为 f(x) 在 fa,5] 上 正常 可 积 , 故 在 [a,5] 上 有 界 , 即 
3 M >0, 使 得 | fi(z)| 三 M(YxzEfa,5]). 从 而 


ACE If(DId<M(r -a), 


BNET AMT -0de= ST. 
一 般 来 说 , 若 对 n 有 
MI( _ )"! 
OE Dr 
(CE | (一 a)1dt 
= M(xr-a)” 


nl! 


-一 0( 当 2~>oc). 故 户 (z) 全 0( 当 


则 ICzI 和 | ld = ry 


所 以 [f(z) <M a)” 


n 王 0 时 关于 era 5) 
例 5.2.11 证 明 : 车 K(x,z) 在 了 =[ae 委 zz 委 0,a 委 上 委 0] 上 
连续 ,vo(z) 在 [a,5] 上 连续 ,是 对 任意 zEfa,5], 令 
u, (Xx)= | Kru Ct) dyn=1,2,., 


则 函数 列 |, (xz)| 在 [a ,5] 上 一 致 收敛 . (东北 师范 大 学 ) 
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提示 “在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 , 必 有 界 . 即 3 M > 

0, 当 a 二 z 声 46,a 志 1 全 4 时 恒 有 ， 
[IK(zx,t)|<M. 

例 5.2.123 假设 

1) f(z) 在 (一 % ,+ %) 内 连续 ， 

2) x*0 时 有 |f(zx)l<|zl; 

3) f(z)= fr), f(r) = ff (zr)), f(x) = 
ff (x4)) se- 

试 证 :f(x) 在 [一 A,A] 上 一 致 收敛 (其 中 A 为 正常 数 ). (南京 大 
学 ,吉林 大 学 ) 

证 因 z*0 时 有 0|1f(z)|l<lx|, 故 令 z 一 0 取 极 限 ( 已 
知 f(x) 连续 ) 知 0 夺 f(0) 专 0. (0)=0. 从 而 由 条 件 .2), 在 
[-A,A](A>0) 上 恒 有 | f(z)| 志 |z|. 

由 此 ,Ye >>0( 不 妨 设 e<A), 当 xE[-e,e] 时 有 |f(x)| 声 
1z1<e; 在 [A,~eJU[e,A] 上 ,| 从 开 | <1 连续 , 且 有 最 大 值 
gq:0<g<1. 于 是 | f(x)| 二 qlz| 志 gqA .总 之 在 [ -A,A] 上 但 有 

|f(zx)|<max!e ,aqAl. 
VzE[-A,4A], 若 |F(z)l 委 se, 则 1 户 (z)l1=| FFz)) |< 
1f(z)l<e. 若 | f(z)lEle,Aj, 则 | f(x)|l=|f(f(z)) | 
qlf(z)|<q* A, 所 以 总 有 | (x) | 三 max{e,g*A1. 同 理 ,由 
1f.-1(z)| 夺 maxie,g"'Al 可 推出 |f, (zx)| 志 maxie ,gqg"A1. 故 此 
式 对 一 切 x 成立 .由 于 m 一 + % 时 ,gq"A 一 0, 对 e>0,3N>0,n 
>N 时 ,gq"A<e, 所 以 
if,(z)| 志 maxie ,gq"A1=e. 证 毕 . 
放大 法 也 要 注意 根据 具体 情况 , 作 灵 活 的 处 理 . 
例 5.2.13 设 a,>0,lima,=0,1u,(z)|<a,( 当 xzEIT 时 ) 


县 wtz)w(z)=0(iXj 时 )(VzEDD). 试 证 了 w(x) 在 1 上 一 
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致 收敛 (这 里 了 为 任意 区 间 ). . : 

证 YVzErT,lx(z)l 至 多 只 有 一 项 不 为 0. 因 此 ( 若 用 S(z) 
表示 和 函数 ,S,(z) 表 示 部 分 和 ) 

|S(z)-— S, (zx)|<supl us(z)|<supar 0( n> 00). 


故 3 u(x) 在 1 上 一 致 收 全 

b. 利用 Cauchy 准则 判断 一 致 收敛 性 . 

要 点 ”用 Cauchy 准则 判断 级 数 ( 或 函数 序列 ) 是 否 一 致 收敛 
完全 取决 于 充分 后 的 “片断 ”是 否 能 一 致 地 任意 小 ， 而 无 须 求 出 和 
函数 (或 极限 晒 数 ). 这 一 点 比 用 定义 法 优越 .如 > ua( 工 ) 在 区 间 
上 上 一 一 致 收 伊 的 充 要 条 件 是 ;Ve>0,3 N>0,n>N 时 


| Sr)|<e (YrzEI,VpEN). 
k= n+1 


u(xz) 在 1 上 非 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 : 3 eo。>0, VN >0， 


J3n>N,3xE1,jpEN, 使 得 
n+p 
| > u(x) |> seo. 
k= n+l1 


特别 , 若 通 项 wu (z)se 0( 当 n 一 %) 关 于 zE1, 那 么 3 wu, (zx) 
非 一 致 收 全 


六 例 5.2.14 设 iu, (xz) 为 [a ,65] 上 的 可 导 函 数列 ， 且 在 [a， 
6] 上 有 


po C， (1) 


C 是 不 依赖 于 z 和 的 正 数 .证 明 ; 车 > w,(z) 在 [a,5] 上 收 


敛 , 则 必 为 一 致 收敛 . (华东 师范 大 学 ) 
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证 了 六 ww(z) 在 [e,6] 上 收敛 ,所 以 
V zs€E[a,b], Ve>0,IJN=N(e,zxo)>0, 当 n>N 时 ,有 


| Dl)|< $v EN). (2) 


必 | 演 wa|<| 坚 wo- Fad |+ | aa) . 
此 式 右 端 第 一 项 ,对 函数 3 wus( 工 ) 应 用 微分 中 值 定理 
. | wo| = | PAGEEESIE | wm)| 
(# 在 z 与 xo 之 间 ) 


<2Clz-zol+ 方 . 
取 9= 和， 则 |z-zol<8s 时 ,有 


十 户 
| Bur)|<e (Vp€EN, VrE (ro -sz+5))， 
k=n+1 


: (3) 
(至 此 ,虽然 (3) 式 不 在 整个 区 间 [a ,5] 上 同时 成 立 但 在 x。 的 邻 域 
(zo 一 ,zo+ 人 6) 成 立 .注意 到 zoE [ae,b] 是 任意 的 .于 是 ) 
2 (对 [a,5] 上 每 点 ,都 采用 上 述 步 骤 ) VY zx， E€ [a,5]， 
3N(e,z)>0, 当 n>N,rE(r -8,7rx,+8) 时 有 


| Sus)|<e (Vp €N). 


如 此 |(z, -6,x+6):z,E[a,5]| 组 成 了 [a,5b5] 的 一 个 开 和 覆盖 . 
由 有 限 覆 盖 定 理 ,其 中 存在 有 限 子 覆 盖 . 不 妨 设 之 为 |(x, - 5， 
zit), 令 N= max{N(e,zi)|, 则 n>N 时 ,VzE[a,65] 有 


| Sul<e (Vp EN). 
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个 小 区 间 长 度 3< 和 : 顺 次 以 ziyzi,…y zu 表示 各 小 区 间 的 中 


点 . 因 > zx (Zz) 收 敏 , 对 se>0,3N=NGe,z), 当 2>N 时 有 


| 六 wx)|< 呈 (Yp €N). (4) 


令 N=maxINiN… No, 则 YzEf[a,5] (不 妨 设 zx 位 于 第 ; 
个 小 区 间 ,i€ 11,2,…,m|), 于 是 


| wz)|= e+] (Put) a | 


EE 
开 ， 
i 


n+tp tp 
委 | 2 wz)|+| | 2 u(t) |dz 


<F1+2Clz-zi|l 人 += 


上 面 我 们 看 到 使 用 Cauchy 准则 证 明 一 致 收敛, 十 分 重要 的 间 
题 是 将 “片断 ”》，w, (z) 进 行 变形 .作为 这 种 变形 的 一 个 重要 方 
法 是 Abel 变换 ， 

* 例 5.2.15 设 函 数 序列 六 (z), 广 (z),，… 在 区 间 工 上 有 定 


义 , 且 满足 
i) [f(z)lM; 


站 12) 一 (z)1<M,m=0,1,2,…, 其 中 M 是 常数 


试 证 :如 果 级 数 > 6. 收敛, 则 级 数 3 5.f,(z) 必 在 区 间 1 上 一 


致 收敛 . 
(吉林 大 学 ) 


证 因 D>) 2 收敛, 故 Ye>0,3N>0, 当 >N 时 ， 
n=0 
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[B56l<e (CCvpeN. (1) 
记 3S,= 5 6b; ,于 是 |S,|<e(i=1,2,…). (2) 


于 是 | > spa)| 
= Sp + (Ss— Si)firt.+(S, — Ss1)7,,,| 
=|Si(forr— fr) + e+ Sop-i(farp-i ~ frp) + Sf,,, | 
SISillfon -firslte tlS, i || fy. -f+o| 
+|S,1|f.,,| 


n+p~-1 


<el 2 1f -finltlfis1).， ( 因 (2) 式 ) 


因为 > [天 -Ai 二 > if -fil 志 M,( 条 件 阐 )) 
= n+1l k=0 


| £,, ,| 二 [fo-fothf fitet frsi frp-1t f,,,| 
| fl 十 | 太一 万 | 十 十 | fi -fro |2M 
(条 件 i) ,ii)). 


所 以 | S62)|< e .3M (Vp EN). 
k= n+l 


故 六 aiA(z) 在 [上 -一致 收 全 


用 Cauchy 准则 证 明 非 一 致 收 全 
次 例 5.2.16 求证 :级 数 
sin zw 
1 


i sin nn 
Sin2z .4 sin nr |,.. 


n 


+ + 


在 z=0 的 邻 域内 非 一 致 收敛 . 
分 析 我 们 的 目标 是 证 明 每 个 标号 之 后 均 有 “片断 ”之 。. 


( 菏 个 事先 指定 的 正 数 ). 片 断 > sm 好 的 麻烦 在 于 每 项 有 因子 


sin kz ,否则 
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k=n+1 


是 调和 级 数 > 二 的 片断 ,例如 取 p 一, 则 片断 


2n 


1 1 _1 
k=nt+1 a ‘2n 2 | 
另 一 方面 ,我 们 看 到 函数 sin z 在 | 持 ,也 | 上 恒 之 sin 下 ,因此 


我 们 只 要 保持 使 Ar [ 持 , 辫 |], 那么 


人 sin kz nT a 1 1 bi 
> 天 之 sin 下， >) 天 全 本 sin 下 ， 


k=n+1 k= n+l1 


如 此 ,我 们 想到 取 zx = z， = 本 ,从 而 Y nEN 有 


2 


> sin kz, |= 4n 
k—- n+l Ph k 
这 是 因为 2 +1T 二 二 22 ,所 以 
n Lg nT _x 
(nt+1)a < A727 ro 
bs nT Xx 
即 和 本 [于 ,到 | 


故 对 ee= 了 V2,V n, 有 片断 | 


> 空 饶 Sin kx, > > > 二 sin 下 > 六 sin 下 = 了 全 = so ,级 数 
六 我 收 化 .简洁 的 证 明 请 读者 写 出 . 

例 5.2.17 证 明 : 对- (1+ 季 ) ] 在 (0,+ oo) 上 非 一 
致 收敛. 人 
证 通 项 上 [ce - (1+E) | 0( 1mm 时), ze (0, 
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+co). 事 实 上 ,VEN, 当 zz 一 +co 时 , 易 知 
ze + 
所 以 该 级 数 在 (0, + co ) 上 非 一 致 收敛 . 
ec. 利用 常用 的 判别 法 证 明 一 致 收敛 性 . : 
这 里 所 说 的 常用 判别 法 指 : M 判别 法 ( 即 Weierstrass 判别 
法 )、Abel 判别 法 、Dirichlet 判别 法 及 Dini 判 姑 法 :下 面 分 别 加 以 


讨论 . 
1) M 判别 法 


要 点 根据 M 判别 法 ,要 证 明 > ua( 工 ) 在 区 间 工 上 一 致 收 
敛 ,只 要 找到 收敛 的 优 级 数 .即将 通 项 w(x) 放大 ,使 
jiu (x) | M,, VrEI. 
若 级 数 >) M, 收敛 , 则 了 w(x) 在 1 上 一 致 收 全 


(SyM, 称 为 它 的 优 级 数 ). 

求 仿 级 数 的 方法 , 除 有 些 可 以 用 视察 法 之 外 ,通常 还 可 用 如 下 
方法 :!" 求 u,(z) 在 区 间 1 上 的 最 大 值 ;2* 利用 已 知 的 不 等 式 ;3 
用 Taylor 公式 ,微分 中 值 定理 等 各 种 方法 变形 再 放大 . 

利用 u(x) 的 最 大 值 进 行 放大 


六 例 5.2.18 证 明 了) zx"(1- zj: 在 [0,1] 上 _ 致 收 化 ( 安 


徽 大 学 ) 
”证 对 通 项 wsfz)=z"(1-z)2? 求 导 , 令 
人 (并 ) = -01 二 zx) -2zx"(1—- zx)=0, 车 


得 出 全 部 极 值 可 疑点 x = 0,1, -> 了 四 us 人 


2 


wu, (1) =0, 所 以 ( 寻 
.497 ， 


;为 u, (zx) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 . 如 此 ， Ee 


n+2 nt+2 n+2 
2 \*_4 
(#2) < 


因 冯 各 收 全 所 以 De (1 zj: 在 [0,1] 上 一 致 收敛， 

利用 已 知 的 不 等 式 进行 放大 

例 5.2.19 证 明 也) aretan jz22 在 (- mo ,+ 中) 内 一 到 
收敛 . 
21zx| _M 7 


一 玉 魏 一斑. 
2 十 7 了 n nn 


arctan ,7255 |< XxX’ +n 
>、 1 x 并 : 
净 例 5.2.20 ”证明 函 数 项 级 数 之 | | (+ 至] | 在任 


意 有 穷 区 间 [a ,5 上 一 致 收 和 伍 . (北京 大 学 ) 
提示 ”可 利用 例 3.4.5 中 的 不 等 式 ,如 设 1el、18l 和 M, 则 ” 
充分 大 时 ， 


$e ee 
利用 Taylor 公式 等 进行 变形 后 放大 
交 例 5.2.21 设 一 元 函数 f 在 x=0 的 邻 域 里 有 二 阶 连续 导 
数 ,F(0)=0,0< (0)<1. 函 数 上 是 /的 ”次 复合 .证 明 级 数 
>, 太 (z) 在 z=0 的 邻 域 里 一 致 收敛 (中 国 科技 大 学 ) 


分 析 因为 了 在 z=0 的 邻 域 内 有 二 阶 连续 导数 , 当 8>0 充 
分 小 时 ,在 [ -3,8] 上 /(z) 连 续 且 


f(z)= FO + FO rtaf (ez (161<1zl<3) 
* 498 ， 


= 六 (0)z+ 直 (8)z” ( 因 f(0)=0). 


既然 (x) 在 [ - 6,6] 上 连续 ,所 以 3 M >0, 使 得 
IfF(zx)lI<M (YrE[~6,6)). 
于 是 


DEI (FO + FM )=0la| (1) 
(这 里 记 了 (0) + 二 MB= 中 重复 使 用 得 


|P(z)l=|AFCOFCz)) 委 cz)i 委 0 zl [zl<o G， 
| 六 (z) 委 dg AICz)| 委 … 委 时 |z| 魏 0. (2) 


为 使 级 数 > ， 4 收敛 ,必须 使 得 正 数 

gq=f(0) + 于 M3<1 
但 0< 了 (0)<1, 故 只 要 从 (1) 式 开始 把 邻 域 进一步 缩小 , 取 5, < 
5, 用 ,代替 5 使 得 闻 M3,<1- 了 (0)( 即 81< 识 (1 了 (0))】， 
则 gi= 了 (0) + 地 M61<1. 从 而 (2) 式 成 为 | f(z)|<<qi6,( 当 
|zl<61<6 时 ), 可 知 少 ) f(z) 在 xz=0 的 邻 域 里 一 致 收敛 ( 简 
洁 的 证 明 请 读者 写 出 ). 


例 5.2.22 证 明 2 re e-“ 在 (0, + co) 内 一 致 收敛 (西南 
师范 大 学 ) 


2 2 
提示 xe “= < 了 =. 必 . 
1+ 7 十 加 z 十 nr n 
2 2 


2) 利用 Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 
要 点 ”根据 Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 ,要 证 明 级 数 
。 499 ， 


oo 


>) ww(z) 一 致 收敛 ,关键 是 将 通 项 写成 两 个 因子 相 乘 ,使 之 符合 


判别 法 的 条 件 . 
即 : 若 za (Z)=a(z) 0(Z)， 


i) S a,( 工 ) 在 1 上 一 致 收 敛 ; 
计 ) {5, 《zx)1 一 至 有 界 , 且 对 每 个 固定 的 关于 单调 . 则 由 


Abel 判别 法 ， > WU, (z) 在 [ 上 一 致 收 伍 . 


若 D) > os(z) 关 于 r 与 m 一 致 有 界 ; 
ii) 5, (xz) 对 每 个 固定 的 zx, 关于 ”单调 , 且 7 一 eo 时 
b,xT)F0( 于 TT 上 ). 


则 由 Dirichlet 判别 法 ， > (zx) 在 1 上 一 致 收 化 
例 5.2.23 假设 六 0,a ,4s，… 均 为 常数 ,级 数 > a, 收 
敛 , 试 证 ; > 4 垢 | vre “dt 在 [0.5] 上 一 致 收 仇 - 
1 > a 收敛 ,自然 关于 x 一 致 
2 o< 南 [ re ds | : te- dt 一 10(Yn€N, VzE[0,6]) 
即 二 | wre-'di 一 至 有 界 . 


3 当 n>65 时 ,VYV xE[0,65]， 


@ 反复 利用 分 部 积分 法 ,可 得 [i i*e-:d = zx .或 利用 欧 接 积分 


jw. ， 
. 500 | te ‘dt=T(n+1)=n!. 


1 no-rd=L 1 t"e ‘dt 
cmt), e dt 二 | 5 ee 
< 二 | te ‘dit, 
也. J0 


即 二 | fe "dt 关于” 单调. 
了 2 ，J0 


根据 Abel 判别 法 ，32 a, 十 | ”edz 在 [0,6] 上 一 致 
收敛 . 
女 例 5.2.24 证 明 :级 数 > (一 1)" 人 有 区 


” 闻 [e ,bg 上 一 致 收敛 ,但 在 任何 一 点 x。 处 不 绝对 收敛 . (四 川 大 
学 ) 


第 二 结论 据 如 加 一 号 + 已 二 明显 .这 里 只 证 第 一 
结论 
1 "I Cn = 1,2,°), 


2° He-e (n=1,25:), 


1 
nm 之 + 元 十 工 
pe YF n 单调 下 降 . 
er +Vn 
ne 


3° zE[a,b] 时 ， 二 2 这 2 0( 当 mo). 因 此 


于 这 2 二 0( 当 oo 时 )( 其 中 cmax(lal ,150) 


根据 Dirichiet 判别 法 , 立 (一 1)" 各 也 在 [a,6] 上 一 至 


收敛 . 
301 : 


证 J > Di 和 pi D) "= + 


级 数 > (~1D"-w 与 > 4 一- 缘 为 Leibniz 级 数 , 故 收敛 ,自然 


”是 关于 z 为 一 致 收 化 .又 因为 e 在 [a,5] 上 为 有 界 函 数 ;一 致 收 
全 级 数 各 项 同 乘 以 某 有 界 函 数 后 , 仍 一 致 收敛 .所 以 > (D'S 


一 致 收 全 .进而 两 个 一 致 收 全 级 数 的 和 级 数 > ( -1)"s 名 也 
是 一 致 收敛 的 . _ 

证 VaE[la,b], 3 (~1)"e 和 是 Leibniz 级 数 , 帮 
收 作 ,有余 和 的 绝对 值 


+Vn er 1 
ml) 5 et ty 什 。 


一 co )( 其 中 c=max(lal,151)). 故 (7) 一 0( 当 n>%) 于 [a,， 


5]. 因 此 级 数 在 [a ,8] 上 一 致 收敛 . 
注 ”本 例 说 明 一 致 收敛 不 意味 着 绝对 收敛 . 


例 5.2.25 判断 级 数 半生 在 (- =， + oo) 上 的 一 


(1+x° )" 
致 收敛 性 . 
名 (—1)"-! nr? 
提示 考虑 之, Ty 


Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 ,有 时 可 连环 使 用 .如 
六 例 5.2.26 证 明 : 了 >) (1 ~ =) 本 -sin nz 在 [去 ,1) 内 一 
致 收敛 . 


证 因 
i zz 1 (ai 
之 | (1 T)T sin nz 2 和 二 sin nx, 


"502 ， 


<1 根据 Abel 判别 


法 要 证 时 该 级 数 一 一 致 收敛 , 要 证明 级 
(1— 2 
和 1- 


| 


Sin nz 


(i) > san 好 | = 


二 > 2sn 和 二 Sin kx 


2sin 元 


< (1) 


(此 即 表 明 , > sin hz 在 [去 ,1) 内 一 致 有 界 ) 


(1—-zx)x” zx” 本 
(GD 一 六 一 Tt ,1 ,可 见 它 
关于 nk. 又 
过 Ei > 区 1 > 1 
0<T rT< 记 0( 当 xzE (去,1)), 即 在 


(请 上 和 NN 且 广 0( 当 2 一 二 co 时 ). 于 是 根据 Dirichlet 


判别 法 ,级 数 也) sin nz 在 (去 ,1] 内 一 致 收 敏 .证 毕 ， 
注 车 将 区 间 改 为 [0,1) ,上 面 证 法 中 , 式 (1) 不 再 成 立 .但 候 
“3503 


如 我 们 将 [0,1) 分 为 两 段 ， 10, 去 | 上 


1 
2" 


1 9 
工 一 5 


. [Re nx 


利用 M 判别 法 容易 证 明 该 级 数 在 [0, 方 ] 上 一 致 收 但 ; ( 互 ,1 内 
应 用 本 题 的 结果 .于 是 可 知 原 级 数 在 [0,1) 上 一 致 收 全 


3) Dini 定理 及 其 应 用 
交 例 5.2.27 (Dini 定理 ) 设 u, (xz) 之 0, 在 [a,5b5] 上 连续 ,n 


=1,2,…, 又 3. wu, (x) 在 [a,5] 上 收 合 于 连续 函数 f(z), 则 


> ww(z) 在 [a ,0 上 一 致 收敛 于 f(x). (东北 师范 大 学 ,南京 大 


学 ) 
证 I (从 正面 证 明 ) 


[已 知 wu, (x ) 守 0(n = 1,2,…), 2 u,( 工 )= f(z), 因 此 


V rELa,b],S, (2)= DB u(r) Af(z) (nm oH). 7, (7)= 


k=1 


fz) 一 S,(x) 0. 我 们 要 证 明 S, (zx) 他/(z)( 当 n 一 %) 在 [a， 


56] 上 .只 须 证 明 ~.(z) 全 0( 当 2 一 co) 于 [a,5]. 因 此 问题 在 于 对 
任意 e>0, 找 N>0, 使 得 n>N 时 ,|r,(z)|<e(YzrELa,b)) 
我 们 作法 是 先 在 局 部 里 找 N ,然后 在 整体 上 找 N.] 

已 知 x,(z) 0, 所 以 YnEN,YzxEl[a,b] 有 r(xz) 守 0, 且 
VzoE[a,6], Ve>0,IN(zo,e) >0,n>N(zro,e)H 时 ,有 0< 
r(xzo)< 达 .将 nn 固定 , 令 n= No。=N(zxo,e), 因 为 r,(X) 三 
f(z) 一 S,(z) 在 La,b1 上 连续 .既然 r,(zxo)<e, 所 以 3 6。>0, 当 

" $04 : 


rE(xo -0,7z0+O0) 时 ,r, (zx)<e. 从 而 n>No 时 更 有 (zx)< 
e,B|r, (xz)|<e(xE(xo- 60,xo +600). 

(至 此 ,我 们 虽然 在 整个 [a ,5] 上 未 能 找到 公共 的 N >0, 使 得 
n>N 时 ,|r,(x)|<e 在 [a,5] 上 同时 成 立 , 但 我 们 已 在 任 一 点 
zioE[a,p] 的 某 个 邻 域 里 能 找到 一 个 相应 的 No ,使 得 n > No 时 ， 
在 此 邻 域 里 恒 有 |~,(z)|<e. 剩 下 的 问题 是 从 局 部 转化 为 整体 . 
这 就 要 用 有 限 覆 盖 定 理 .) 

如 上 所 述 ,对 每 个 点 x, E [a,5], 可 找到 相应 的 邻 堪 ( - 
,Ti+ 人 6) 及 对 应 的 N, ,使 得 n>NN; 时 ,对 E(x 一 人 ;zx 十 
6;) 恒 有 |r, (zx)|<e. 如 此 |(z 一 6 ,zx +6):zxEL[a,6bji 构 成 
了 [a,5] 的 一 个 开 覆 盖 , 从 而 必 存 在 有 限 子 覆盖 .不 妨 记 它们 为 
[zolzi+0)(z — 6,,7z,+6,)|, 于 是 VYzxE[a,b], 总 
ji€ 11,2,…,r|} 使 得 XE(zi-6,7r+6é,), 取 N= max!Ni, 
N,,…,N,| ,那么 n>N 时 , 恒 有 |r,(x)|<e. 证 毕 . 

证 卫 ( 反 证 法 ) 若 在 [a,5] 上 非 一 致 收敛 , 则 3 e。>0, 使 得 
YN>0,3jz>N,3jzEla,5];|r(z)| 志 seo. 取 N=1l, 知 3m 
>1,3zc[e,p], 使 | (zi1)| 之 eo, 令 N=n 知 jn,>n， 
3xzzE[a,5] 使 | (zx)| 之 eo, 如 此 下 去 ,我 们 得 到 {xn| 的 子 序 
列 ni<nzs<…<nm<…, 使 得 |7, (zi)| 之 eo(k=1,2,…). (1) 

利用 致密 性 原理 即 Bolzano - Weierstrass 定理 ,在 有 界 数列 
zl 里 ,存在 收 化 子 列 |zi 1 一 zo€[a,6]( 当 j 一 + % 时 ). 因 
|r,(z)| (关于 2). 

所 以 VmEN， 当 nm, >m 时 ， 有 
| rw。 (ms )| 过 1。 ,Cs, ) | 之 e。 ( 因 式 (1)). 


“由 于 (zx) 二 f(z) - S,(z) 连 续 ,所 以 J 一 +co 时 ,在 4。 (zx )| 
之 eo 里 取 极 限 , 知 
.505 ， 


| ~ (zo) 之 es (VYV mE€EN), 


与 3 ua( 工 ) 在 [a ,5] 上 收敛 矛盾 .证 毕 . 

注 Dini 定理 条 件 wu, (xz) 宇 0(n =1,2,…) 改 变 为 :“ 固 定 I 
时 ,各 u, (xz) 保持 同 号 ( 当 z 变化 时 wu (xz) 可 以 变 号 )” 结 论 仍然 
成 立 . 此 时 xz 固定 , 令 n A+ % 时 , 仍 有 |r,(z)1 0; 上 述 证 明 , 适 


当 修改 后 ,依然 有 效 . 
交 例 5.2.28 在 区 间 [0,1] 上 : 
1) 证 明 函 数列 { 1 + 于】 (n=1,2,…) 一 致 收 人 
2) 证 明 函 数列 f(z)= 一 一 一 一 


号 + [1+ 至) 
n 


收敛 ; . 
3) 求 出 极限 jim | 一 一 8 一 一 (武汉 大 学 ) 
9 二 


dz 
上司 
证 1) 
证 I n> 时 ,(1+ 王 ) er, 且 全 都 在 [0,1] 上 连续 , 故 由 


Dini 定 更 知 (1+ 子 】 王 e， 


EL [e112] et 0 和 ne 
(+ 三 ) (关于 加 , 故 ze[0,1] 时 


0<e= - (至 ) <e- (+ 去 ) ~ ( 当 >oo). 


所 以 ,在 [0,1] 上 ,{1+ 至 ) 之 e ( 当 n>00). 


2) 由 于 
,506 . 


G+ (1+E) -1-e 
1 1 _ na) 
lte + (1+ 芋 ] G+te)[e+ (1+E) | 
<|(1+#) “| +|e -1| 


= (11+) + -1 福 0 在 [0,1] 上 ( 当 no%)， 


1 1 
因此 ,在 [0,1] 上 ,一 一 一 一 六 半 -( 当 n 一 2 时 ). 
+ 人 (+ 到) 
3) 由 2) 知 ,可 在 积分 号 下 取 极限 
de” 


。 1 dz 1 1 d ! 

im| d+(1rz) | 1+e” TT | er(1+er) 
n . . 

2 

l+e. 


=1+1n 


d. 一 致 有 界 与 等 度 连续 

交 例 5.2.29 设 |/,(z)1 是 区 间 (a,65) 上 的 连续 函数 序列 . 
并 且 对 任 一 xo€ (a,b),1f, (zo)1 都 是 有 界 的 .证 明 : | f(z) 在 
(a ,5) 的 某 一 非 空子 区 间 上 一 致 有 界 . (北京 大 学 ,云南 大 学 ) 

证 ( 反 证 法 ) 若 (a,5) 内 任何 非 空 子 区 间 上 都 不 一 致 有 界 ， 
那么 在 (a ,65) 内 就 可 找到 一 个 区 间 套 Ai 二 A: 二 … 二 A, 二 … ,使 得 
所 在 A, 上 恒 有 f(x)>n， 如 此 在 区 间 套 的 公共 点 zo 上 
LA (xo) 无 界 .与 已 知 条 件 了 矛盾 . 

”假设 1f, (x)| 在 任何 ( 非 空 ) 子 区 间 上 都 不 一 致 有 界 . 则 3 z， 
E (a,6) 及 n1EN, 使 得 f,, (zx1)>1. 又 因 f, 连续 , 据 保 号 性 ,在 
含 zx; 的 某 个 闭 子 区 间 A,C(a,6) 上 , 恒 有 f(x)>1. 

{f,(z) | 在 A, 上 仍 不 一 臻 有 界 ,所 以 zx, EA 及 n, EN, 使 
得 /. (zx;)>2, 据 连续 保 号 性 , 3 闭 子 区 间 A, CA ,使 得 A。 上 便 
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有 所 (z)>2. 如 此 继续 下 去 , 便 得 一 串 闭 区 间 
. AlDA,D DA DO, 

在 A; 上 恒 有 f(z) >. 
利用 区 间 套 定理 2?, 3 xo€ A (k=1,2,…)， 
从 而 户 (zo)>R (k=1,2,). 

1f,《(z)| 在 xo€ (a,5) 处 无 界 . 与 已 知 条 件 矛 盾 . 

例 5.2.30 设 [f,(z) 在 区 间 [0,1] 上 一 致 有 界 , 试 证 存在 一 
个 子 序列 ,在 10,1] 的 一 切 有 理 点 上 收敛 . 

证 我 们 知道 [0,1] 的 全 体 有 理 点 可 以 排 成 一 个 数列 和 a,1 


(nla = lo ll121312341.. 
"2'3’34'’4’5’5'5’356° | 


因 |f, (zx) 一 致 肥 界 , 故 |f,(a1)1 是 有 界 数 列 .由 致密 性 原理 
其 中 存在 收敛 的 子 序 列 . 为 了 便于 投 述 , 记 此 收敛 的 子 序列 为 
LA 于 是 PCzCEA (zi 在 z=ai 处 收 敏 . 同 理 , 因 
1 (aa 让 是 有 界 数列 ,又 必 存 在 收敛 子 列 | f,, (az). 即 
LPCzICLA ziLP sz) 在 z=aiyas 处 都 收敛 .如 此 不 
断 地 进行 下 去 ,不断 地 在 子 序列 里 取 子 序列 ,使 1/ , (xz) 在 a,， 
az，,…,a; 处 收敛 ,于 是 得 到 一 串 子 序列 : 
RAR 
fa x) ,faa (x), fas Cx) fas (rT), 
fa x), fsa (zx), PCz) fy I) 


(1) 
foalz), fal zr), foal xr) fo rt) 


@ ”注意 ,区 间 套 定理 要 求 区 间 的 长 度 |A, 1 一 0( 当 nco). 但 区 闻 长 度 不 趋向 堆 
时 ,公共 点 仍 存 在 ,只 是 公共 点 不 一 定 唯一 .这 里 我 们 只 须 公 共 点 存在 ,无 须 唯一 性 . 
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-最 后 用 上 表 对 角 线 元 素 组 成 一 个 子 序列 f(z)1, 即 : f(z)， 
fo zx), fys( x), f(r) 
易 知 此 级 数 在 点 a; (i = 1,2,…) 上 收敛 .事实 上 , Va,(i€1:1， 
2,…|), 已 知 (1) 中 第 i 个 子 序列 在 w 处 收敛 ,而 f,, (zx),firiir1(z)， 
… 是 第 i 个 子 序列 的 子 序列 , 故 |f,, (x) 在 a; 点 上 收 敏 .由 此 知 
| 六， 人 Z) 在 alyaz，…ao | 上 收敛 ， 

等 度 连续 

”定义 设 驶 是 区 间 工 上 定义 的 函数 族 ， 所 谓 族 驶 上 的 函数 
在 [上 等 度 连续 ,是 指 :VYe>0,386>0, 当 zzETf 且 |zi-z<5 
时 有 1 

[f(z1)- f(r)|<e (VfEM). 

特别 ,IT 上 定义 的 函数 序列 | f, (xz)| ,在 1 上 等 度 连续 ,是 指 : 

Ve>0,38>0, 当 zi,z2€E1, 且 |zxi -xi|<6 时 有 
[f(z)- f(x)|<e (Vn€EN). 

显然 , 若 骂 是 有 限 族 ( 即 由 有 限 个 函数 组 成 ) , 且 工 为 有 界 闭 
区 间 ,那么 中 每 个 函数 连续 ,就 必然 等 度 连 续 . 下 面 会 看 到 , 若 
岂 为 无 穷 族 , 员 中 每 个 成 员 连 续 ,只 不 见得 是 等 度 连 续 的 . 

例 5.2.31 车 序列 |f.(z)| 在 1 上 等 度 连 续 , 且 lim/,(z)= 
f(x)( 当 xzE7T), 那 么 f(x) 在 了 一 致 连续 . | 

证 因 |f, (xz)| 等 度 连续 ,所 以 Ve>0， 39>0, 当 zi,zzE 


T,|zi 一 zz < 时 有 | 广 (z,)- 万 (zz)1< 万 , 令 nco 取 极限 可 


得 | f(z1) -f(zx,)| 志 可 <e. 此 即 表 明 f(z) 在 1 上 一 致 连续 . 
让 全 结果 表明 ,着 Ion 六 Co)- (而 f(x) 不一致 连续 , 则 
1f,(z)| 不 可 能 等 度 连续 .例如 ;| x"| 在 [0,1] 上 正 是 如 此 . 
例 5.2.32 车 骂 是 区 间 了 上 定义 的 函数 族 ,V FE 吸 皆 在 了 
上 可 微 , 且 {(x):fE 观 | 在 I 上 一 致 有 界 , 那 么 电 在 工 上 等 度 
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连续 . 
证 因 {f (zx):;fE 骂 | 一 臻 有 界 , 故 3 M>0 使 得 |f (zx)| 志 


M(Y zxE1,VY fEN). 于 是 Ye>0, 取 6= 冶 ; 则 当 zi;X2€1, 且 


1z -xz|<6 时 恒 有 
[f(zi)- f(z)l= fF (8)(z1 -x ) EM|zri- zx, 
<M' 训 =e (Y fEM), 
即 吸 在 了 上 等 度 连续 . 

交 例 5.2.33 设 函 数 序列 | f(z)| 在 区 间 [a,65] 上 为 等 度 连 
续 的 . 试 证 : 若 在 [a ,bj 上 f,(z) 一 f(z)( 当 n 一 时 ), 则 f(z) 
全 FF(z) 在 [ca,5] 上 ( 当 ”co 时 ). 

证 I (Ve>0, 先 对 每 xz, E[a,5], 找 5, >0, 使 得 |z 一 x, | 
<6 时 ,| f(z) -f(z )|<e. 然 后 应 用 有 限 覆 盖 定 理 .) 

VrELla,b], 因 lm f(z)= f(x). 所 以 Ve >0,3N,= 
N(e,Xz), 当 n>>N, 时 有 


[f(z)~ f(z)1<3 


由 于 11 等 度 连续 ,从 而 f 连续 ( 见 例 5.2.31). 故 对 此 e>0,36 
>0, 当 |z-x|<6, 时 ,有 


(f(z) -f(z)l<F, 1f(z)- f(r)1<§. 


于 是 
[f(x) -Fr (zr) -f(z)l+tIf (x) f(z) 


+ 1f(z)-f(z)|< 序 + 子 + 计 =e. 


这 时 |(z 一 6 ,z+6)|zx;E[a,5]| 组 成 [a,5] 的 一 个 开 履 盖 . 

根据 有 限 履 盖 定理 ,其 中 存在 有 限 子 覆盖 , 记 之 为 {(zx, -6,,z, + 

6,)|i=1,2,…,rj. 取 N=max{Ni,N;,,…,N,|, 则 n>N 时 ， 
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VrE[a,b],Ii€E11,2,…,r| 使 得 zx€E(z; 一 6,,x;+ 6;), 从 而 
有 . 
[f(z)- f(x)|<e. 
这 就 证 明了 :在 [a,b5] 上 ,f(x) 字 f(z)( 当 n 一 %). | 
证 由 ff,(x)| 在 [a,5j 上 等 度 连 续 , 知 f(z) 在 [a,5] 上 一 致 
连续 .因而 Ye>0,3j6>0, 当 zz ,zx €E[a,bj|lx -zx |<65 时 ,有 
[f(z) -f(z |< f(r) -f(z )1<§. 
今 将 [a ,5]k 等 分 ,使 每 个 小 区 间 的 长 度 <8( 这 是 可 以 办 到 的 ,只 
~b— b-a 
要 令 ~ 一 5 一 便 可 ). 

记 上 等 分 的 各 分 点 为 a = ao<ai<…<a = .因为 f(a,) 一 
f(ai)( 当 mn 一 吕 ), 所 以 对 上 述 e>0,3N,>0 使 得 n> N, 时 ,有 
[f(a)- fla)l<§ (i=1,2,,k). 

令 N= max| N,N,,…,NN,| 则 n>N 时 ， 
VrE[la,b],3a(i€E 11,2,…,k|), 使 得 |a, -xz|<3， 
[f(z)— fr) lef (rz) -f(a)|+|f,(a)- Fa)l 


tf(a)-f(z)lI< 记 + 训 + 伍 

这 就 证 明了 :于 [a,65] 上 ,f(zx) 尘 f(x)(n 习 时 ). 

注 从 证 明了 五 中 容易 看 出 ,条 件 “f, (xz) 一 f(z)( 当 n 一 oo 
时 )”" 只 须 在 [a ,5] 上 某 个 稠密 子 集 |a， 1 上 成 立 也 就 够 了 . 

作为 该 问题 的 逆 命 题 , 我 们 有 

“六 例 5.2.34 设 f(z)(n=1,2,…) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连 
续 , 且 n 一 eo 时 ,f(z) 闻 f(z) 于 [a,61. 试 证 {f, (zx) 等 度 连续 . 
(郑州 大 学 ) 

证 因 [a,65b] 上 f(z) 连续 , 且 f,(z) 袜 f(z)( 当 n 一 ww 时 )， 
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一 E. 


因此 f(z) 连续 .从 而 在 [a ,5] 上 一 致 连续 : Ye >>0, 3 6。>>0, 当 

z'sx Ela,b],|zx -x |<6o 时 有 |f(z)-f(z")|< 亏 . 

由 一 致 收敛 性 ,对 此 e。>0, 3 N>0, 当 n>N 时 ,有 
[f(z)-f(z)|<3 (VrE[a,b). 

如 此 |f(z)-f(z) elf (rz)- fr)1+ lf(z)- f(r) 


+17(z)- 疡 (z)1< 本 + 可 + 本 =e9 
对 剩 下 的 fi (x),…, fn(z) 应 用 Cantor 定理 知 ,每 个 f (i=1， 
2 0N), 36,>0(i=1,2,,N), 当 zx’ ,x Ela,b],|lzr 一 | 
<6 时 ,有 |f(z )--f(z )|<e. 如 此 令 56=min{66,6,,… ,Ov| 
时 ,Vx ,x E[a,b],|z ~-x |<5 时 ,一 切 n€EN 恒 有 |f.(x) 
一 有 (x )|<e. 证 毕 . 

例 5.2.35 可 微 函 数 序 列 |f,(z)| 在 [a,65] 上 收敛 ,3M 
>0, 使 | f, (xz)| 三 M(Yn=1,2,…,YzxE€[a,5b]). 试 证 
{f(z) 在 [a ,5] 上 一 致 收敛 . (上海 交通 大 学 ) 

提示 ”可 利用 上 面 例 5.2.32 和 例 5.2.33. 也 可 直接 证 明 . 

例 5.2.36 设 跟 是 定义 在 Lac,5] 上 的 连续 函数 族 , 一 致 有 
界 ,等 度 连续 , 试 证 在 骂 中 存在 函数 序列 f(r), 户 (z) 
廊 (z),… 在 La,5] 上 一 致 收敛 . (吉林 工业 大 学 ) 

提示 ”参看 例 5.2.30 及 例 5.2.33. 

交 例 5.2.37 设 函 数 序列 {f(z)| 与 1g, (xz) 在 区 间 I 上 一 
致 收 钱 ,而 且 对 每 个 n=1,2,…, f(z) 与 g, (xz) 在 1 上 有 界 ( 界 
可 随 ”而 异 ) ,证 明 | f(x)'g,(z)| 在 I 上 亦 为 一 致 收 化. (华东 
师范 大 学 ,北京 大 学 ) 


@ ”注意 ,我 们 不 能 由 此 说 | f,(z)| ,>n 在 [a,6] 上 等 度 连续 .因为 这 里 NN 与 e 有 
关 . 
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分 析 不 妨 设 (zx) 他 f(z),g,(z) 诗 g(x)( 当 mn 一 吕 关 于 
ZEGT). 要 证 明 f(zx)*g (z) 福 f(z)"g(z), 利 用 不 等 式 
|f(x)g(x)- f(xr)g, (zr)| 
S|f(r)g(z)- f(r)g, (x)|+|f(z)g, (zx)-— f(r)g, ol 
=|f(x)||lg(zr)~ g(rz)|+|g,(z)| |f(x)- £ (xz). 


可 见 只 要 证 明 : 3 M>0, 使 得 
[f(r)|l<M, lg (zl 和 M<(VzET,YnEN). (2) 


因为 有 了 这 样 的 M , 则 
(1) 式 委 Mlg(z) 一 8 (CI+MIACD- pC). (3) 


于 是 根据 g,(z) 苹 g(z)， fz), 可 知 Ye>0， 3N>0 合 
得 n>N 时 ， 
|g(x)-—g, Dea fe) a 


(3) 式 去 M: FNF + M 有 7=e 


下 面 设法 证 明 ,存在 满足 式 (2) 的 M. 
事实 上 , 因 f,(x) 字 f(z), 所 以 对 于 e=1,3 ni. 使 得 
(f(z) -f(x)l<e=l (VrEl). 
(fC EI Fz) -fi CN +1 (zx) NS1+1, (7)1, 
因 f(x) 有 界 ,3 M, >0, 使 得 |f,, (zx)|<M,(YzE7) 故 
[f(z)l<1+M, (YrET). 
同 理 , 由 g,(z) 全 g(z), 及 每 个 g, (xz) 有 界 ,可 知 3 M, >0, 使 得 
lg(z)I<1+M, (VYzrET). 
又 由 g,(z) 广 g(xz), 可 知 对 e=1,3j3N>0,n>N 时 
|g, (zx)- g(x)|<1. 
所 以 ig, (zx)|<|g, (xz)- g(r)l+lg(z)| 
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<2+M， (VzrED. 
gi(z),gi(z)， gw(z) 分 别 有 界 ,因此 , 了 G; ,使 得 
lg (zx) SG, (VrED(i=1,2,.,N). 
最 后 , 令 M=maxil+ Mi,2+ M,,Gi,…,Gn|, 则 
If(x)I<M,|g (x)l<M (VrEI,YVnEN). 

问题 得 证 

二 、 一 致 收敛 级 数 的 性 质 

a. 关于 逐 项 取 极 限 


例 5.2.38 ( 逐 项 取 极限 定理 ) 设 级 数 3) u, (x) 在 za 的 某 
个 空心 邻 域 DT (zo)= }iz:0< |1z-zil<f8l 里 一 致 收敛 ， 


lim u, (z) = c, , 则 > c, 收 敛 , 且 - 
< xo n=1 


lim 5 u(x)= > lim u, (x)= 5 c,. (1) 
(西安 电子 科技 大 学 ) 


证 I 4 因 允 ) w(x) 在 Us(z6) 内 一 致 收 化 ,所 以 Ve>0， 
3N>0, 当 n>N 时 ,VYpEN, 有 


] 2w(o|< e, Vz€ Us(zo) 
令 xz 一 zo, 取 极限 得 
| Dols<e. 


k=nt+l1 


由 Cauchy 准则 ,级 数 >，c, = c 收 伍 (c 为 某 个 常数 ). 


2 由 S(z)= 了 ws(z) 一 致 收敛 及 c= 3 ,的 收敛 性 , 易 
知 Y.e >0, jnEN, 使 得 | 
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1S(z)- S,(z) I< 5,|e -Pal< 了 


其 中 S, (zx)= > ui (zx). 
将 辕 定 , 因 S.(z)= Dw(z)> Dic( 当 xz 一 zo 时 ), 故 对 


se>0,3j6>0, 当 |z -zol<8 时 ， 


|s.(z) -Dal<§. 


从 而 
Se el lS) Ss -Bol 
—cC SS 本 = €. 
即 (1) 式 成 立 . 
证 I 关于 > ,的 收敛 性 同上 . 现 证 明 可 逐 项 取 极限 .在 
处 补充 定义 , 令 ， (0)- 1 


则 wx, (z) 在 zo 处 连续 ,并 且 5 u, (zz) 在 zo 的 邻 域 (xz 一 6,xo + 6) 内 


一 致 收 伍 D ,从 而 由 和 函数 连续 定理 ,可 知 > wu (z) 在 x, 处 连续 ,从 而 


oo 


四 事实 上 , 若 记 S(z) = 2 (xz), rE Uo(xo), S(xro)= > . 因 在 


(za) 上 级 数 了 us(z) 一 致 收 伊 , 故 Ve>0,I Ni>0,n> Ni 时 ,|1S(z)- 六 u(x)| 


£=1 


<e( 当 zxE Uo (zx0) 时 ). 又 位 cs 收复 ,对 此 6。 > 0, 3Na >0, 当 7) > N; 时， 
n=1 


1S(zo) -了 w(xzo)1<e. 取 N=max|Ni,N;|, 则 n>N 时 , 恒 有 


| s(x) 一 Dulz)|< EVYrE(ro -6,ro+6)., 
Fey 
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im u, (x)= >; un (xo)= > = > limwu, (x). 
例 5. 2.39 假定 函数 v。 (在 区 间 (0， ]) 里 单调 增加 ， 并 且 


w(x) 之 0,n=1,2,…, 又 假定 >) u,( 工 ) 在 (0,1) 里 逐 点 收敛 ,并 


且 有 上 界 ,那么 之 ， Un (z) 在 (0,1) 里 一 致 收敛 ,并 且 


im > 2 (Z) = > lim wu, (x). (1) 


Xl n= =1 zx>l1 


(厦门 大 学 ) 
证 根据 上 例 ( 逐 项 取 极限 的 定理 ) ,要 证 明 式 (1), 只 要 证 明 


oo 


2 xu (z) 在 (0,1) 里 一 致 收敛 ,并且 极 限 lim u, (x ) 存 在. 


1 先 来 证 明 lim ww (z) 存 在 . 因 已 知 wu, (zx) 实 0, 又 


s(z)= > w(x) 收 合并 有 上 界 ,所 以 存在 M 之 0, 使 得 
SEM, Vre(0,D). 
而 w(x) 单调 增加 训 lim w,(z) 存 在. 另外 车 记 
lim un (TX)= uu, (1), 


1 


则 在 (0,1) 上 有 
0<u, (ru(l) (n=1,2,.…). (2) 


2* 剩 下 只 要 证 明 > …(z) 在 (0,1) 里 一 致 收敛 . (2) 式 表明 
只 要 证 明 级 数 六 、u (1) 收 敏 即 可 


因 > lz)<s(z)<M, 


令 zx 一 1 取 极限 ,得 
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Du DEM, (n=1,2,). 


因 wi (1) 之 0 故 > u, (1) 收 敛 . 从 而 据 M 判别 法 ， > wu.( 工 ) 在 


(0,1) 上 一 _ 致 收敛， 证 毕 . 
b. 和 函数 的 连续 性 
要 点 “和 函数 连续 的 定理 常 以 如 下 三 种 形式 叙述 ， 


定理 1 若 uw,(z) 在 区 间 了 上 连续 (n=1,2,…)， Pula) 
在 1 上 一 致 收敛 , 则 S(z)= > wu (zx) 在 1 上 连续 : 

定理 2 若 w(x) 在 z= zo 处 连续 (n=1,2,…)， > ww (z) 在 
心 的 某 个 邻 域 里 一致 收 伍 . 则 S(z) 一 > ws (z) 在 z= zo 处 连续 


定理 3 车 u,(z) 在 (a,5) 内 连续 (n=1,2,…), D>) u(x) 
在 (a ,6 内 闭 一 致 收敛 [ 意 指 在 (a ,6) 内 的 任 一 闭 区 间 上 分 别 一 
致 收 策 ] 则 S(z) 王 > w(x) 在 (a,6) 内 连续 . 


下 面 我 们 将 看 到 ， 以 上 三 定理 ,在 使 用 时 ,各 有 好 处 .如 


例 5.2.409 证 明 : > 三 二 7 当 < 车 整数 时 收 售 , 周 期 为 


1, 并 且 当 z 夺 整数 时 和 函数 连续 . 
证 因 
-1 -= -Dtyt Dy (1) 
,< (n— x) (n—z) (一 se 
当 xx 整数 ,mco 时 ， 


1 1 1 _1 a 


故 级 数 (1) 收 化 .又 € 


ftD= DD bp i zy ( 令 7] 一 


1 四 = DD typ) (z 闪 整数 ) 


所 以 和 函数 f(z) 以 1 为 周期 .其 连续 性 只 须 在 (0,1) 内 证 明 . 由 于 
(0,1) 内 


1 
二 en ’ 


[or = [本 < 
所 以 级 数 (1) 在 (0,1) 一 致 收敛 , f(z) 在 (0,1) 里 连续 (定理 1). 
证 毕 . 
例 5.2.41 设 w(z) 在 [a ,5] 上 连续 (2 =1,2,…)， 之 ， u, (I) 


在 (a,5) 内 一 致 收敛 .求证 >) u, (xz) 在 [a,5] 上 一 致 连续 . (北京 


师范 大 学 ) 
证 由 于 xx (xz) 在 [a,5] 上 连续 ， lim wn (7) = zx, (a), 


lim w, (x)= wu,《5), 又 因 > ua《Z) 在 (a,5b) 内 一 致 收敛 ,利用 


Ea 


逐 项 取 极限 定理 (或 重复 例 5.2.38 的 证 明 ), 可 知 级 数 在 x = a， 
z= 5 处 收敛 .于 是 2 us,( 工 ) 在 [a ,5] 上 一 致 收 合 0. 据 和 函数 连 


续 人 性 定理 (定理 1) 知 3 u(x) 在 [4,65] 连续 ,再 由 Cantor 定理 ， 


在 [a ,5] 上 一 致 连续 . 
交 例 5.2.42 设 |1z,j 是 (0,1) 内 的 一 个 序列 :0< zx <1, 且 


@ 可 用 例 5.2.38 脚注 中 的 办 法 类 似 证 明 . 
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， Si (is 让 , 试 讨论 函数 F(z)= > 在 (0， 1) 的 连 
续 性 ,其 中 
1， x>0, 
sgn i z=0， (北京 大 学 ) 
-1, zx<0. 
解 1 因 


en) |< 二 ,Vze(0,D), 且 六 二 收 伍 ， 
2 2 全 { 2 


所 以 对 和 在 (0,1) 内 一 致 收 全 
ee …) 为 (0,1) 内 任意 一 点 , 则 通 项 
w(x) = SECz 二 在 = zo 处 连续 ,由 1 应 用 和 函数 连续 定理 


2, 知 f(x) 在 -处 连续 ， 
3" 设 zi 是 [xz,| 中 任意 一 点 , 因 
/= 瑟 于 3 和 1 于 人， 
右边 第 一 项 在 x = xz 处 连续 ,第 二 项 在 x = zc; 处 间断 ,因此 f(xz) 
在 z= zc 处 间断 . 
注 {z,} 可 以 在 (0,1) 内 稠密 ,因此 在 证 明 zs xz, 时 连续 ,无 
法 用 定理 1, 只 能 用 定理 2. 


交 例 5.2.43 证 明 f(x)= > (z+ 三 ) 在 (一 1,1) 内 连续 . 
证 Ya 0<g<1, 考虑 内 闭 区 间 [ -gq， q]C(-1,1). 因 
(= + 过 ) (< (iz1+ 去 ) 入 (e+ 二 ) (VzE[-g,g]), 


re 
所 以 > (z+ 去 ) 在 [ - 9,g] 上 一 致 收银 .由 9 的 任意 性 ,由 定理 
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3 可 知 A(z) = > (= 在 (- 1,1) 内 连续 ， 


注 该 级 数 在 ( -1， 1) 内 收敛 ,但 非 一 致 收敛. 因此 本 例 不 能 
直接 使 用 定理 1. 
和 函数 连续 性 定理 ,还 可 用 于 推断 非 一 致 收敛 .如 


女 例 5.2.44 证 明 了) 7 这 :在 (0,+ oo) 内 非 一 致 收 全 


~ 0， 0 时 ， 
二 元 二 


S(z) 在 z=0 处 间断 ,因此 该 级 数 在 [0, + co ) 上 不 一 致 收敛 ( 定 
理 1). 进 而 在 (0, + ce) 内 也 不 一 致 收敛 (因为 ,假若 在 (0, + ce ) 内 
一 致 收敛 ,加 之 级 数 在 x =0 处 收敛 , 便 可 推 知 级 数 在 [0, + co ) 上 
一 致 收 伍 ,矛盾 ). 

c. 和 函数 的 可 微 性 与 逐 项 求 导 


要 点 若 要 证 明 了 ) wu, (zx) 在 区 间 1 上 可 微 , 且 可 逐 项 求 导 ， 


即 在 T 上 , ( >)w(z)) = 了 w(x) ,只 要 证 明 如 下 三 条 即 可 : 


1) 级 数 >) v,(z) 在 工 上 收敛 (或 者 ,只 要 验证 在 1 上 至 少 
有 一 个 收敛 点 ); 

2) u,(z) 在 1 上 有 连续 导数 (n=1,2,…); 

3) > u,( 工 ) 在 1 上 一 致 收敛 (或 在 I 的 任 一 内 闭 区 间 上 一 


致 收敛 ) 
〈《 对 于 函数 序列 ,有 类 似 叙 述 ). 


妆 例 5.2.45 证 明 f(x)= Sne-“ 在 (0,+ co) 内 收 伍 , 但 


"， 520 ， 


不 一 致 收 伍 ,而 和 函数 在 (0, + ce ) 内 无 穷 次 可 微 ， 
证 IT 1 VzE(0,+co), 因 mae ”一 0( 当 m>+co 时 )， 
所 以 b> ne “ 收 化 . 


2 VnEN, 因 ne “一 n 0( 当 x 一 0 时 )， 所 以 在 (0， 二) 
上 级 数 通 项 
ne “0 ( 当 n—>+%). 


从 而 3 ne-* 在 (0, + %) 上 非 一 致 收 化 
3" 因 级 数 在 (0, + oo) 上 收 伍 , (ne “) = 一 n*e “连续 ， 
_ Serm 在 (0,+ o) 上 内 闭 一 致 收 伍 ,[ 因 Vse>0, 有 0< 


ne “ne “ 当 zELe,+ ~“) 而 级 数 》 n?e-“ 收 全 | , 故 f(z) 
可 微 且 


f(r) 二 (Bul)) 一 之 /ov(z) (0， 十 co ) . 
一 般 而 言 , 若 已 有 


f° (zr)=(-1) Si ne , (1) 
则 通过 类 似 方法 可 证 Fo (2z) 可 导 , 且 可 逐 项 求 导 得 到 .这 就 证 明 
了 (z) 任 意 次 可 微 .(1) 式 对 任意 EEN 成 立 . 
证 了 级 数 在 (0, + %) 内 收敛 ,但 不 一 致 收敛 ,证 法 同 证 工 . 
现 证 f(x) 无 穷 次 可 微 . 
f(r)=e "t+2e +3e 十 入 十 Ne “+(nt+l)e "dD* +..., 
e f(z)=e “+2e “++ (nl)e “+ne "d+... 
所 以 


(es)f(e)= f(z) ef(z) = Se"=_e 
帮 f(z) 在 (0, + oo) 上 任意 次 可 微 


例 5. 2.46 证明 Riemann“ 函数 


5(Cz) = 忆 二 
在 (1, + %) 内 连续 ,并 有 各 阶 连续 导数 . (北京 大 学 ) 
提示 ”可 在 (1, + co ) 的 内 闭 区 间 上 ,应 用 数学 归纳 法 进行 
证 明 . 
交 例 5.2.47 7(z) 在 (- ,+c) 肉 有 任意 阶 导数 ,级 数 
FO FF FEE FE) Ef) + | f(t)di+ 


十 | dz| 大 )dti 十 十 | dc" dia fle)de, 
+ 
按 两 个 方向 在 (一 ,+ %) 内 一 致 收敛 . 试 来 级 数 的 和 函数 
(同济 大 学 ) 
解 f(z) 有 各 阶 导数 ,自然 各 阶 导 数 都 连续 ,该 级 数 逐 项 求 
导 之 后 ,级 数 仍 是 它 自己 .因而 一 致 收敛 .满足 逐 项 求 导 三 条 件 ， 
所 以 


3 F(z), = dx. 


两 边 同 时 积分 得 in F(z)=z+C,F(z)= Cie” (其 中 C, =e: 为 
常数 ), 令 z=0, 知 Ci= f(0)+ (0)+…+ "(0)+…. 

注 ” 逐 项 求 导 定理 中 的 条 件 ,只 是 充分 的 ,有 时 条 件 不 满足 . 
还 可 利用 导数 定义 证 明和 函数 的 可 微 性 . 

* 例 5.2.48 设 {a, | 为 区 间 [0,1] 上 全 体 有 理 数组 成 的 数 
列 ,zz) 在 [0,1] 上 一 致 地 满足 Lipschitz 条 件 , 即 ; 3 上 >0; 使 
得 ,Yzi,zzE[0,1I]. 有 

[u(x1) -u(r2) 1SL| zr ~ Zz, | (YnE€EN). (1) 
又 设 wu. (0)=0,w,(z) 只 在 a, 处 无 导数 (n= 1,2,…), 在 [0,1] 其 


他 地 方 有 导数 . 试 证 (x) = > “在 [0,1] 上 连续 ;在 [0,1] 的 
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dF dF(zx) _ 
”F(z) 


wu 5 


有 理 点 上 不 可 导 , 无 理 点 上 可 导 , 且 导数 f(x) = > 


入 站 .由 于 有 理 吉 的 机 守住 .本题 不 能 使 用 过 项 来 导 的 定理 
证 1° 由 式 (1) 可 知 u(xz) 在 [0,1] 上 连续 且 等 度 连续 , 现 证 
它们 一 至 有 界 .事实 上 
[us Cz) | lu, (xz) — wu, (0)| + 1u, (0)| 
<L|Izr-0l+0<L (YnEN,VzE[0,1]). 


z 由 于 | 思 :| < 二 , 且 可 其 收 全 所 以 级 数 > “在 


[0,1] 上 一 致 收敛 ,因而 和 函数 f(z) 在 [0,1] 上 连续 . 
3" 设 zoE(0,1) 为 任 一 无 理 数 ,来 求 广 (zo ) 
Co (zo) _ u(rTo th) w(xo) 
丰 泣 是 关于 自 变量 的 函数 项 级 数 ， 取 5>0 充分 小 ， 使 得 (zx。 - 
0,zo+6)C(0,1). 由 已 知 条 件 式 (1) ,我 们 有 
u(xo th)— uu,(ro) <L 
| 


而 允 基 收 伊 ,所 以 也) 呈 加 人 和 2 关于 在 (zx - an 


+ 人 ) 内 一 致 收敛 .于 是 可 利用 逐 项 取 极 限 的 定理 ， 


f (zo) =lim fe) 马 如 


0< |A|1< 9. 


一 5) #0). 
4" 设 zx。 = as( 有 理 点 ) 这 时 
f(a)= DT wT 5 +. 
n=1 玉 
用 3 中 的 方法 ,可 知 右 边 第 一 项 在 ze = a 处 可 导 , 但 据 已 知 条 件 ， 
第 二 项 在 a 处 不 可 导 , 故 F(z) 在 a 处 不 可 导 (k= 1,2,…). 即 
* $23 。 


f(x) 在 [0,1j] 的 有 理 点 上 无 导数 . 
※ 例 5.2.49 ” 试 构造 一 个 函数 使 之 在 (一 %， + ) 上 处 处 连 


续 , 但 处 处 不 可 微 . 
方法 ”用 一 串 锯齿 波 ( 如 图 5.2.2 中 v， (4)) 进 行 天 加 ， 这 些 


波 的 振幅 按 n 以 等 比 数列 的 方式 无 限 变 小 ,使 级 数 (zz) 
= -> wu,( 工 ) 一 致 收 人 第, 从 而 (z) 连 续 . 另 一 方面 ,让 这 些 波 的 周 


期 ， 随 7 而 无 限 变 小 ( 即 折 动 得 越 来 越 快 ,无 限 变 快 ) 使 得 和 波 
f(z) 的 图 像 无 限 “ 粗 烽 ”", f(x) 处 处 不 可 导 . 


y=u1(x) 


y=12(x) 


图 5.2.2 


解 在 每 个 区 间 [m ,m+1] 上 (m=0, 圭 1, 圭 2,…) 令 


ZX-m, 当 z€ [m,m+ 立 )， 


uo (x)= 


m+1 一 z, 当 7E [w+ 二 ,m+1)， 
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ii(z) = 于 za(4z) san(z) = 
下 面 我 们 来 证 明 
f(z)= Dy uz) GD 


在 (- co ,+ %) 内 连续 . 但 处 处 不 可 时， 事实 上 : 
1° 因为 |uo (zx) )| 委 1， 


| zs (1= | Ble 中 < 二 VzE(-oco,+oco)， 


冯 坟 土 收敛 ,所 以 F(z) = > ww (z) 在 (- co,+ oo) 内 一 . 致 收 伍 ， 
Cx) 处 处 连续 . 


2” VY x0E (+ 中 ), 我 们 取 z= za 土 玉 . (2) 


若 我 们 证 明了 极限 lm 下 如 /二 个 开 J 不 存在 , 则 .f(z) 在 mm 不 可 


导 . 从 而 由 ze 的 任意 人 性 知 f(z) 处 处 不 可 时 ,由 式 (1) 


fe Be 


~ us (TX, ) 一 ur (xo) 
pe Ya Xo 


注意 |z zol = 方 对 于 & 之 n 的 wu 而 言 ,二 是 由 的 周期 二 的 整 信 
数 , 因 此 


Ui (ZX ) = us (xo) ( 当 k 宕 nn 时 )， 
故 fe fe 3 0 (3) 
至 此 (2) 式 中 的 土 号 尚未 选 定 , 为 使 (3) 式 无 极限 ,我 们 规定 (2) 中 
的 符号 如 此 选取 :使 zx. 与 r, 位 于 锯齿 波 u,_,(z) 呈 直线 的 同一 半 


波 区 间 上 .于 是 刀 -!(z) 一 tt(zo) 等 于 1 或 -1 因 ，. ,(z) 的 


nan Xo 
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一 个 周期 包含 u,-1(z) 的 四 个 周期 , 故 xz, 与 zo 更 位 于 zs-z(z) 的 


同一 直线 段 区 间 上 ,z-z(zs) 一 -2 (Xo) -1 或 -1. 同 理 (3) 式 中 


Tu Xo 
每 一 项 皆 为 1 或 -1. 如 此 选 定 之 后 ,(3) 式 是 这 种 级 数 > a, 的 部 


分 和 :其 中 oa,=1 或 -1. 由 于 a 0( 当 ”co 时 ), 故 之 ao 发 


散 . 从 而 (3) 式 当 ”一 co 时 无 极限 .证 毕 . 

4. 逐 项 积分 与 积分 号 下 取 极 限 

要 点 1) 若 能 证 明 逐 项 积分 (积分 号 下 取 极 限 ) 的 定理 的 条 
件 满足 , 则 可 直接 应 用 定理 . | 


2) 若 不 满 尼 逐 项 积分 定理 的 条 件 ,而 要 证 明 | 了) u(x)dx 
= 六 wu,(z)dz, 则 关键 在 于 检验 是 否 有 
im| R,(x)dzx=0, 


其 中 R, (x ) 夺 > us( 工 ) 为 级 数 的 余 和 . (对 于 积分 号 下 取 极 限 ， 
情况 类 似 ) 

次 例 5.2.50 设 h(z),f,(z) 在 [a,5] 上 连续 ,n=1,2,…， 
又 对 [a ,bj 中 任意 的 Xi ,Z2 和 正 整数 n 有 


AACHENAC HIE 
其 中 M >0 为 常数 ,求证 
tim hz)f, (xz)dr=0. 
(南京 大 学 ) 
分 析 要 证 明 lim| h(z)f',(z)dz = 0, 关 键 问题 在 于 证 明 
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(zx) 闻 0( 当 n 一 吕 时 ,关于 xE[a,65]). 因 为 h(xz) 在 [a,5] 上 
连续 ,所 以 h(xz) 在 [a,5] 上 有 界 . 车 f,(x) 袜 0, 便 有 h(z)f, (7x) 六 
0, 从 而 可 在 积分 号 下 取 极 限 ,得 出 欲求 的 结果 .下 面 只 证 F (z) 全 0. 


证 因 广 ,(z) 在 [a,b] 上 连续 ,所 以 一 致 连续 , VY 二 >0, 习 8 
>0, 当 | zi -zl<6G 时 ,有 
17(zD)- PCza)l< 二 ， 
取 m 充分 大 ,使 得 ”二 4 < 6 ,将 [a,b]m 等 分 : 


a=Xxo<Tri<<r, =b, 
利用 已 知 条 件 


AACR NAC 一 mi. 
由 微分 中 值 定理 , 3 6 E (xz, ,zx,) 使 得 
7 (6 二 区 . 
于 是 VzE[a,5],z 必 属于 某 个 小 区 间 [z，_ ,zx;], 所 以 
(FC) NSN, (x) f+ |,(€)| 
<li+:M_1+M 


n n n 


故 广 (z) 全 0( 当 moco) 于 [ca ,0]. 
例 5.2.51 设 g(z) 及 f(x) 之 0(n=1,2,…) 在 [a,b5] 上 有 
界 可 积 . 且 : YcEl(a,5), 当 n 一 吕 时 f, (xz) 产 0 于 [c,b] 上 ; 


各 | f(z)de =1, im g(z)=A, 试 证 im| g(z)/.(2)dz=A. 
分 析 已 知 lim f(z)dz =~1, 所 以 lm 4A7.(z)dz=A-. 因 
此 ,要 证 明 lim | g(z)f,(zx)dz = A, 只 须 证 明 
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im| gz)f.(z)dz= lim | Af. (x)dz, 


或 妈 | 
lim| (A-g(zx))f,(r)dr=0. 


将 积分 拆 成 两 项 : 
| Ca-g(z)f.(z)dr=| (A g(x) f(x)dz 
+ [ (A gz) f(z)de. 
因 lim g(xz)=A, 可 见 6>0 取得 充分 小 时 第 一 项 能 任意 小 ,再 将 
5 固定 , 因 /.(x) 广 0( 当 no 时 ) 于 [a + 8,6] 上 ,所 以 充分 大 


时 第 二 项 能 任意 小 . 
证 由 limg(z)=A 知 :Ve>0,33>0(8<b-a), 使 得 a 


<z<at+68 时 ,|A -g(xz)|< 计 :因此 
je 一 g(r) (dr| 
< 1 A- g(x)| ACadz+| 0 A Il+| g(x) Df (rx)dr 


委 和 Atz)dz +(| A 1+ MD)| 六 (z)dz 
(这 里 M 表示 g(x) 的 界 , 即 [g(x)|<M 于 [a,6] 上 ). 
因 lim| f(z)dz=1, 所 以 3 Ni>0,n>NI 时 ， 


0 委 [AGE AC ESS 
又 因 在 [a + 8,5] 上 ,f(z) 福 0( 当 n>oo 时 ), 所 以 JN >0, 当 及 


>N, 时 ,0<f.(z)< 


N,1, 则 n>N 时 ,有 
" $28 ， 


€ 
ZTATTMIo -a5) N= maxlN,, 


fa- g(z)f(z)dz| < 于 + 生 =e 证 毕 ， 


文 例 5.2.52， 试 证 级 数 > z*"In zx 在 (0,1) 内 不 一 致 收 化， 
但 在 [0,1] 上 可 逐 项 积分 . 
证 1 当 z=1 时 级 数 通 项 wx (1) = zln zl -=0. 当 0< 


Z<L1 时， >) Xln x 为 等 比 级 数 ,所 以 和 


so zln x， 0<x<1l1 时 ， 
0， Zz=1 时 .. 
可 见 SG- 0) = tim 所 办 已 寻 == 去 SC0)， 
故 该 级 数 非 一 致 收敛 (根据 和 函数 连续 定理 ). 
2" (证 明 能 逐 项 积分 ) 


oo 2 “ 四 
因 R, (x)= > Zn 并 二 Tl zz 一 守 轩 了 ,zx”, 其 中 


k=nt+l1 1 
lim 和 im , 节 卫 子 都 有 有 限 极限 ， 且 节 由 子 在 (0， 1) 内 连 


0 


续 ,所 以 全 卫 子 nso, 1) 内 有 界 . 即 3M>0， 使 得 | 于 2 mn 
故 


<M, 


[1R, (xz)|<M. Zr”, 
1 1 
a.)az|<| | R, (zx) 1 dx 
0 


<m| xr" dzx= 7 1™0 ( 当 2 一 co 时 ). 
此 即 表明 lim | R,(z)dz =0. 级 数 可 以 逐 项 取 积分 . 


e. 和 函数 的 其 他 性 质 ( 综 合 性 问题 ) 
例 5.2.53 设 /,(x)(n=1,2,…) 在 [0,1] 连 续 ,并 且 
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f(x)Ffn(r), VTELO,1,n=1,2,.. 
车 f(z) 在 [0,1j] 收 敛 于 f(z), 试 证 明 f(z) 在 [0,11 上 达到 最 
大 值 . (北京 大 学 ) 
证 因为 户 (z) FF(z). 所 以 
f(z) (zr) (VnEN,Y xzELO,1]). (1) 
因 fi(x) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 有 上 界 M. 故 . 
f(r)<f (xr)<M (VYzE[0,1)). 
因此 A 一 SupfA(z) 存 在 . 
假若 f(z) 在 [0,1] 上 不 达 上 确 界 y. 则 由 确 界 定义 ,可 知 
3 {x,1CC[0,1], 使 得 | 
limf(zx,)= p. 
利用 致密 性 原理 ,在 有 界 序列 | zx, | 里 , 必 存 在 收 全 的 子 序列 | x | 
一 zoE[0,1]( 当 t+co 时 ). 我 们 证 明 f(xz。)= .不 然 的 话 , 因 
4 为 上 确 界 ,f(zxo)<<p, 从 而 3 jy 使 得 


f(xo)<m<yp. (2) 
因 lim f(zo)= f(zo). 所 以 3 ni 使 得 
fn (rx) Xp - 
又 因 所 连续 ,所 以 38>0, 当 xE(zxo -3,zo+8) 门 [0,1] 时 ,有 
fa (Tip. 


据 z, 一 zo( 当 有 一 co), 对 3>0, 导 开 >0, 当 有 > 天 时 ,|zs 一 
<6, 于 是 
fr (zn )< pn, 


联系 式 (1), 知 

f(z )<p, 
故 As= limf(z, )Ep, 
与 (2) 矛 盾 . 证 毕 . 
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例 5.2.54 设 1F(z)}i 是 在 (- ce,+co) 上 定义 并 且 连 续 的 
函数 序列 , 试 构造 一 个 函数 A(z) ,使 在 (- co ,+co) 上 有 界 , 连 
续 , 当 且 仅 当 对 所 有 n:f,(z)=0 时 f(x)=0. 


提示 可 令 f(z)= 了 7 oT (其 中 > a 可 为 任 
意 一 个 收敛 的 正 项 级 数 ). 

x 例 5S.2.S55 设 f(z) 在 [a,5j 上 可 积 (n=1,2,…) 且 在 
[a,p] 上 让 (z) 全 rz)( 当 2 一 oo 时 ), 试 证 f(z) 在 [a,65j] 上 可 
- 积 .( 天 津 大 学 ) 

分 析 /可 积 的 充分 必要 条 件 是 :Ye >03[a,5j] 的 一 个 分 划 工 ， 
使 得 YufAz <e. 已 知 大 可 积 ,所 以 对 ,可 找到 这 种 分 旭 工 .又 因 
n 充分 大 时 ,可 以 任意 晕 近 f( 关 于 zxE[a,6] 一 致 ). 因此 , 取 充 分 
大 的 ,对 f 取 分 划 工 ,然后 以 此 分 划 作 为 f 的 分 划 即 可 . 

证 因 n 习 ww 时 ,f(z) 人 f(z)( 关 于 xE[a,65]), 故 Ve> 
0, 习 NN>0, 当 n>N 时 ,对 于 一 切 x€El[a,651, 恒 有 


[3 
[f(r) -f(r KR a 
又 因 f 在 [a ,5b5] 上 可 积 , 对 此 e >0, 3 [a， 6] 的 一 个 分 划 T:a= 
Xo 所 Ti 达 … 近 xz =, 使 得 


> wjAzi<< 训 ， 
其 中 wi jo -20 lf) he). 
但 是 Ve ae， Ti ] 有 
| f(x’,)— f(r”,)| 
SIf(r) -fr tf ) -f+ Nf) - fr) 


Cy 
4(b-a) ": 4(b-a) Hob-a) 4 
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于 此 
下 一 1 k-1 一 
证 毕 . 
]， 练 习 5.2 


5.2.1 1) 设 让 f,(z) 在 [a,b5] 上 连续 ,n=1,2,… 

让) {f(z 站 在 [a ,6] 上 一 致 收 化 于 f(x)， 

ii) 在 [a,5j 上 f(x)f(z) ,n=1,2,.… 
试 证 ex 在 [a ,5] 上 一 致 收 敏 于 er ， 

2) 车 将 1) 中 条 件 诈 ) 去 掉 , 则 ie 人 1 是 否 还 一 致 收敛 , 试 证 明 你 的 结 
论 . (河北 师范 大 学 ) 

提示 2) 3M>0, 使 |[/(z)1 委 M, 从 而 n 充分 大 时 | (zx) | 入 1(zx)| 
+|f(xz)- f(r)|EM+1,0S<le® -er | Se f(r)- f(z)|. 

另 证 用 所 在 [-M-1,M+1] 一 致 连续 .由 e>0 找 9>0, 再 据 广 定 
,由 9>0 找 No. 


5.2.2 设 广 (z)= 六 工 os(z+ 生 ),n=1,2,…, 证 明 在 (- oo， 
£=1 . 
+ oo0) 上 1 (zx)1 一 致 收敛 . (兰州 大 学 ) 
提示 ”可 参看 例 5.2.1. 
X45.2.3 设 f(z)= | a-e)a/f (1 一刀 )"dt， 


g(xz)= | 六 (Ddt 
试 证 ;(a) ~>co 时 ， 
-lr 
es 委 z 魏 1 
(b) gs(z) 全 |1zl 关 于 zE[-1,1], 当 oo 时 .， 


E， 


一 上 
A (0<e<1). 


提示 (a) 可 参看 例 4.1.6.(b) 注意 lzl= |， sgn zdz ,然后 用 分 段 法 
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( 见 例 4.1.4) 证 明 | (PFCz)-sgn zjdz 二 0(n->co 时 ), 关 于 xzE[-1,1] 
0 
页 5.2.4 试 证 级 数 号 、( - 1)"(1 -xz)z" 在 区 间 [0,1] 上 绝对 收敛 ,一 


致 收敛 ,但 不 是 绝对 一 致 收敛 ( 指 各 项 取 绝对 值 之 后 , 仍 一 致 收敛 ). 
| 0， 当 z=1 时 ， 
1， 当 0<x<1 时 ， 
可 见 原 级 数 绝 对 收敛 ,S(z) 不 连续 ,违反 保 连 续 性 , 故 原 级 数 非 绝对 一 致 收 
敛 . 原 级 数 为 Leibniz 级 数 . 
IS(zxz)- SCz)1=|rz)1 委 (1 -x)z" Smax(l -zx)zx" = 


提示 [0,1] 上 ， > (1-x)x—>*S(r)= 


于 (和) 三 -一 0(n 一 + % 时 ). 故 原 级 数 [0,1] 上 一 致 收 全 


n+l 


TX+n 


5.2.5 判断 级 数 >， “二 1 在 0<x< + 内 是 否 一 致 收 全 
— 1 
提示 7, | 10 (n>% 时 ). 
5.2.6 讨论 级 数 3) ze-“"0* 关 于 0 之 x<1 是 否 一 致 收 化 ? (复旦 


大 学 ) 


提示 ~,(z)= 


-nr 


= 0(n>% 时 ), 但 snp (zx)=1 0,[0,1] 上 非 


Xe 
1— 


er- 


一 0( 当 n>%), 故 


e 


一 致 收敛 . Y0<e<1, 当 zxE€[le,1] 时 0<r,(zx) 志 
级 数 在 [e,1] 上 一 致 收敛 . 
认 5.2.7 讨论 级 数 >， 人 (x>0) (人 
n=1 T+ 一 


n 


e- 


1 


东 师 范 大 学 ) 
提示 Ve>1,z > 时 通 项 z, 之 所 ,如 世 收 做, 故 原 级 数 在 (1,+ co ) 内 


收敛 且 内 闭 一 致 收复 .zx<1 时 , 通 项 > oo 发 散 .在 (1， 
1+ 二 


n 


"3533 ， 


+ oo) 内 , 令 ?+=1+ 十, 通 项 zs 下 + co ) 内 非 一 致 
1+ 之 
收敛 . 


5.2.8 讨论 级 数 > 二 T(z 之 0) 的 一 致 收敛 性 . (南京 大 学 ) 

提示 。，|x| 实 1 时 通 项 站 0, 发 散 . Y g:0<g<1, 当 0 志 z 二 gqg 时 ,0 委 通 
项 < g",[0,g] 上 一 致 收敛 .但 在 (0,1) 上 非 一 致 收 笋 , 因 通 项 一 到 0( 当 
z->1- 时 ) ,与 Cauchy 准则 矛盾 . 

x 5.2.9 设 函 数 项 级 数 3 u(x) 在 [a,5] 上 收敛 , 试 证 :车 对 任何 
rE[a,b], 36,>0,6,>0, 使 对 任意 的 yE(rz-6.,x+6,) 门 [a,5] 与 任 
意 的 自然 数 都 有 | > wi(y) | < G., 则 了 u(x) 在 [a,5] 上 一 致 收 全 
(北京 师范 大 学 ) 和 


提示 “用 有 限 黎 盖 定 理 -> 部 分 和 的 导数 一 致 有 界 _ 剑 5.2.32 ,等 度 连续 


例 5.2.33 _ 致 收 策 ， 


※5.2.10 设 刀 之 b, 之 … 之 b, 之 … 之 0, 试 证 :级 数 六 basin zz 在 任 
意 区 间 上 一 致 收 但 局 hn 一 oo 时 mp 一 0 加 

5.2.11 试 证 级 数 > + 下 在 ( - ,+ o) 内 闭 -一 致 收 化 ( 即 在 
任何 内 闭 区 间 [ ea ， bc( ow, + oo ) 上 一 致 收敛 ) . 

提示 ” 拆 成 两 个 级 数 之 和 : :TY A>0, [-A, 4A] 上 以 已 今 为 优 


级 数 ; 与 Dy 生子 是 Leibniz 级 数 ,|R,|< 工 一 0. 


女 5.2.12 指出 级 数 > ) 8， 的 收敛 区 间 和 一 致 收敛 区 间 , 并 证 明之 . 
(兰州 大 学 ) 


提示 当 且 仅 当 (0, + %) 内 收敛 ;Ya >0,[a,+%] 上 一 致 收敛 
(Dirichlet). 
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5.2.13 指出 lim In 三- + 1 ) 的 收 全 与 一 致 收 敏 的 范围 .( 兰 州 大 学 ) 


提示 R 上 收敛 , 且 内 闭 一 致 收敛 (VY A>0,[ -A,A] 上 一 致 收敛 ). 
六 5.2.14 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ， 


fi(z)= f(x), fsri(x)= | 六 (dt VY rELO,1l,n=1,2,. 


求证 : >) f,《x) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . (北京 航空 航天 大 学 ) 


M(1- x) 


提示 3M>0, 使 [0,1 上 | /CO1<M. If (OI<MD < 


DT 放 总 1 为 优 级 数 
5.2.15 1) 证 明 函 数列 | (1+ 季 让 
单调 增 大 ; 
2) 证 明 外 如 在 [0,1] 上 一 致 收 人 
(南京 航空 航天 大 学 ) 


n=1,2,.… | 在 zE[0,1] 上 对 ” 


提示 可 用 平和 不 等 TI 三 和 < 人生 放 


2) 通 项 = (1+ 三) ,可 用 Abel 判别 法 ， 


5.2.16 试 证 : 若 级 数 >， as 收 敛 , 则 Dirichlet 级 数 > 笃 在 [0， + co ) 
n=0 n=1 7 


上 一 致 收敛 . 
(陕西 师范 大 学 ) 
提示 ”可 用 Abel 判别 法 . 


*5.2.17 证 明 级 数 >》 三 + 上 致 收敛 . 


~Y 二 


( 一 DA 
提示 “可 参看 例 5.1.32, ~ 一 一 一 


(Abel) 


1+ 一 
n 


**5.2.18 试 下 :Va:0< < 至 ,函数 项 级 数 3 xz" (1- 竺 ) tar"z 


在 [0,c] 上 一 致 收敛 . 若 记 其 和 函数 为 S(z), 试 证 lim SCz)= +o， 
到 -0 

(北京 师范 大 学 ) 

5.2.19 证 明 : >) (- 1)" 世 二 2 在 任何 有 穷 区 间 上 -- 致 收 伊 ,而 在 任 
何 一 点 都 不 绝对 收 伍 . (华中 科技 大 学 ) 

5.2.20 讨论 级 数 > ze (in +) 在 [0,1] 区 间 上 的 一 致 收 合 性 . (北京 
大 学 ) 

提示 设 通 项 | ”=0, 在 [0,1J 上 可 用 Dini 定理 ( 见 例 5.2.27). 

六 5.2.21 设 g(xz) 和 应 数 列 ! f(z)| (n=1,2,…) 在 区 间 [a,5] 上 连 
续 , 且 对 任 一 z€[a,6], limf,(x)= g(x), 问 能 否 断定 乒 (z) 在 [a,b] 一 臻 
收敛 于 g(z)? 论证 你 的 结论 . (兰州 大 学 ) 

提示 例如 可 考虑 f(x)= zx"(1-- zx”) 于 [0,1] 上 . 

六 5.2.22 证 明 : Dy Le “(n+1)zxe-”*0*] 在 [0, + oo) 内 收敛 ， 


但 对 任何 A >0， 级 数 在 [0， Al 上 均 不 一 致 收敛 ,再 证 ;上 述 级 数 在 [0, + oo) 
内 定义 了 一 个 连续 函数 , 问 级 数 在 [0， 41(4>0) 上 可 否 逐 项 积分 ? (南京 
大 学 ) 

提示 (0,+%) 上 和 S(z)=ze |r, (二 )| = 0( 当 no), 
[0,A] 非 一 致 收敛 ,但 YA>0 ,在 [0,4A] 上 仍 能 逐 项 积分 .积分 值 之 和 亦 = 
一 Ae4-e 4+1. 

*5.2.23 在 (0,1) 内 任 取 一 数列 |a,1( 各 项 互 不 相同 ), 作 级 数 
> | 并 3 Qk | 证 明 ， 

1) 该 级 数 在 (0,1) 内 定义 一 个 连续 函数 F(z); 

2) f(x) 在 x=a,(k=1,2,: …) 处 不 可 微 ,而 在 (0,1) 内 其 他 点 处 均 可 微 . 
(南京 大 学 ) 

提示 ”可 参看 例 5.2.42 和 例 5.2.48. 

六 5.2.24 ” 试 作 [0,1] 上 的 连续 函数 序列 | /, (xz)| ,使 之 逐 点 收 伍 于 连 


续 函 数 f(z), 但 lm 广 (z)dzs | /(z)dz. (安徽 大 学 ) 
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提示 “可 考虑 上 (z)= nr*(1- zx") 于 [0,1] 上 . 

六 5.2,25 a 取 何 值 时 ， 

1) f(z)=n're (=12…) 在 [0,1] 上 收 和 敛 ; 

2) 刻 (z) 在 {0,1] 上 一 致 收敛 ; 

3) im | 六 (zjdz 可 在 积分 号 下 取 极 限 ? 

提示 Vz 之 0, f(z) 了 0 ( 当 n 一 %)， 

| 0， &<1 时 ， 
ee k=1 时， 


+oo，&>L1T 时 . 


[f(x) -0l<maxf, (z+)= zane ™ 


= 
r= 二 
n 


5.2.26 证 明 级 数 1+ zz 在 (1, + oo) 上 连续 . (西北 大 学 ) 


提示 Vz>l, 可 取 a.8>1, 使 zxE(e,5). 再 证 级 数 在 [ac,5] 上 一 臻 
收敛 . : 
交 5.2.27 设 , (zx)= yz)+ og(y,(7)) (rER). (1) 
其 中 Wz) 是 连续 有 界 遂 数 ,yo(z)= yo,y(zo)= yo -p(yo),9p 满足 Lips- 
chitz 条 件 : ” 
[gy )- p(y) lSaly -yl|,(0<a<1). (2) 
试 证 :1) fy (zx)| 在 R 上 一 致 收 合 ; 
2) 记 y(z)= im yz)，, 则 y(Z) 连 续 , 且 y(zo)= yo; 
3) 车 y(z) 一 致 连续 , 则 y(z) 也 一 致 连续 .( 武 汉 大 学 ) 
证 1) 由 式 (1)、(2) 知 
[yr (xz) ~ yz)| = | p(y, (x)) — p(y,_1(x))| 
Saly (x) -yi(z)| (0<a<1), (3) 
这 表明 (1) 为 压缩 映像 .y(x)= lim y, (zx) 存在 , 且 


y(x)= D7 Far x) -yx)) + yo. (4) 
反复 用 (3) 式 递 推 , 知 Se 
[yx) yz) Ee ly (x) -~ yo laM, a 
| 
[ 因 y,(x) -~ yo = (xz) + p(yo) -yo 连续 有 界 ， 记 M: [yi(z)— > |l 守 M]. 
0<a<1, 忆 a"M 收 伍 , 故 (4) 一 致 收 化 ,y, (xz) 广 y(x), 于 RR 上 . An 
Gs 
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2) (1) 式 令 n->+ 吕 取 极限 得 : y(x)= yy(zx)+ p(y(zx))， (5) 
于 是 有 y(x0)= J (xo)+ p(y(xo)) ,而 已 知 yo = p(x0) + p(yo), 
相 减 得 |y(zxo)—- yo|= | p(y(zxo0)) — 9(yo0)| 

Saly(zro)— yol (0<a<1). 

故 y(xo)= yo. 

3) 由 (5) 式 知 Vz ,x” ER, 有 

[yz )- yr) = pr) yr) + p(y 7 一 oz))i 
|gy(r)- yx) taly(r)-y(x’)|, 

妈 (yz) -yz ) ST ig) yz). 
故 由 y 一 致 连续 ,可 直接 推 得 >(z) 一 致 连续 . 

5.2.28 设 f(z) 在 (-%,+ %) 上 有 任意 阶 导数 fF"(z), 且 任意 区 问 
[a,6]J 上 f(z) 他 $(z)( 当 mn 一 +o 吕 时 ), 求 证 :$(x)= ce” (其 中 < 为 常 
数 ). (北京 大 学 ) 


提示 (= lm Sf () gz). 
x at+o dr 


5.2.29 设 f(z)= 》) (-D""e—. 


求 1) f 的 连续 范围 ;2) f 的 可 导 范 围 . (北京 大 学 ) 
提示 1) 在 + 之 0 内 闭 一 致 收敛 (Abel) ;zx<0 时 , 通 项 0. 
2) 逐 项 求 导 后 , Ya>0,[a, + ce) 上 有 优 级 数 立 er . 


克 5.2.30 设 f(z)= 2"oos 2"z, 求 lim zi(0f(z)- (0)).( 北 
京师 范 大 学 ) 
提示 Ye:0<se< 本 ,在 [0,e] 上 级 数 收敛 , 且 可 逐 项 求 导 . 


lim x (f(x)-f(0))=f,.(0)= > (2 "cos2"z) | =0. 
n=0, 


x0* z=0 


交 85.3 豁 级 数 


导读 “震级 数 不 仅 具有 重大 的 理论 意义 ,而 且 有 着 广泛 的 实 ` 
用 价值 .因而 理工 科 各 专业 对 该 内 容 极为 重视 ,既是 教学 重点 也 是 
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一 、 罕 级 数 的 收敛 半径 与 收敛 范围 


a. 公式 法 
要 点 ”了 az" 的 收 化 半径 RR 可 按 如 下 公式 计算 : 
1 -~ 1 . 
i) jim YTa,T (A) 
i 特别 车 lim YTa,T 存 在 或 为 + oo , 则 
= 1 ., 

5 若 jim | 22- | 存在 或 为 + oo, 风 

R=limpe (O) 


(约定 :在 式 (A),(B) 中 , 当 分 母 =0 时 ,R= + oo; 当 分 母 = + oo 
时 ,R=0.) 

必须 注意 的 是 ,在 求 收敛 区 间 时 ,务必 要 检验 区 间 端 点 的 敛 散 
性 .对 于 广义 等 级 数 ,可 以 化 为 一 一 般 短 级 数 处 理 如 : 


例 5.3.1 求 级 数 > (sn )( +rtD)" 的 收敛 区 间 、 
解 【这 是 广义 宕 级 数 , 令 =z? + z + 1, 即 化 为 + 的 和 级 数 
> (sin 况 疾 利 用 公式 (C)， 


. 1 1 
SIn 5— 方 一 
ik: 7 十 1 3(n+1 


当 +=1 时 级 数 > sin 起 发散 ; 当 := -1 时 级 数 了 >) (1)"sin 寻 


* 539 。 


收敛 . 故 原 级 数 当 且 仅 当 - IT + x +1<1 时 收敛 . 解 不 等 式 知 收 


人 钙 区 间 为 (一 1,0). 
浆 例 5.3.2 讨论 级 数 
1 1 1 1 
十 一 一 一 十 一 一 一 十 一 一 一 十 一 一 一 一 十 
2zvV2 4zyV3 8rW4 16zxV5 
+ tt 十 
2"z7”"vVnt+l 


的 收 全 性, 求 出 它 的 收 仿 区 最 一 可 收 八 区 江 (北京 师范 大 学 ) 
1 去 2 
解 该 级 数 一 ena 2 


和 
散 ,= -1 时 ,级 数 > 所 二 y 收敛. 故 原 级 数 在 | z|- Is 二 <!| = 


令 z= 


i 对 zt 


—— » Qn » 
而 言 ,R= lim “一 二 lim 
Qs nm 


aaa 

间 上 一致 收 全 
例 5.3.3 求 级 数 > 2 (计生 ) 的 收 全 区 间 . 
解 [利用 公式 (B)]. 由 于 
i 

及 激 1 ( 当 n 一 + oo 时 ). 


. [1 +2 + +50" 50 1 1 2 \“ 
因此 jim 7 Ey + (%) 1+1 


=50， 又 因 > 于 收 伊 地 


n 


3 1” +2" + + 50" 
n=1 n” . 


”在 | -而 :而 | 上 收敛 . 解 不 等 式 -直达 
.540 . 


二 < 二 得 原 级 数 收 伍 区 间 为 于 <z 突 和- 


| 一 


x* 例 5.3.4 设 ac. 关 0，>，a, 收 敛 ， 
n=1 


b» = 3 Qt 去 ja 


n=1 


试 证 :级 数 3) 65,z" 的 收 化 半径 RR 满足 不 等 式 :了 <<R<1. 


证 因 / Do, </ 马 (1+ 去 ) a 
n=1 .n=1 
= V6 < Ye Da = eed Da, 
n=1 n=1 
注意 到 lim |/ > ya。=1, 所 以 我 们 有 


1< lim V6, <e. 
从 而 对 于 收敛 半径 R 有 工 坟 R<1. (公式 (A)). 
不 要 以 为 讨论 端点 是 件 容易 的 事 .请 看 : 


oo (1+zes 至 


x #* 例 5.3.5 求 级 数 >， 4 xz 的 收敛 范围. 


nlnn 


(1+2eos 至) 1 上 +2cos 开工 
解 R-=- 证 /4 -十 4 
noo nin n 下 -oo Vnlinn 
= lm 3 = im 3 
so BEIN(8E) -~Vnlnn 
注意 到 1<Vnln nVYn =n)>1 ( 当 n 习 wo 时 )， 
所 以 RR= 读 . 即 ( - 可, 序 ) 内 原 级 数 收敛.( 下 面 考虑 区 间 端 点 ) 


因为 该 级 数 之 通 项 趋向 零 ,因此 将 相 邻 8 项、 逐次 地 括 在 一 
. “541 ， 


起 ,组 成 的 级 数 与 原 级 数 同 时 敛 散 , 且 和 值 不 变 . 故 原 级 数 可 视 为 
8 个 级 数 之 和 . 
8 1+ 2cos (Sh + rR) 
即 原 级 数 = > > ET 并 
8 % [1+2c0s 7 cr] ge, 
和 这 (BR+r)In(BE+tr) ~ 

我 们 不 难 证 明 ,不 论 z= 亏 , 或 <= - 序 , 其 中 第 8 个 级 数 (7 =8) 
发 散 ,其 余 7 


则 仍 为 于 下 例如 z= 地 ,这 时 第 8 个 级 数 为 


> BET IE > ECEY: 
其 通 项 与 忆 F 的 通 项 同 阶 , 故 此 级 数 发 散 .其余 7 个 级 数 


BEt+r 
1+2cos hr 


3 


oo 


. 1 
之 (8k+r)In(8E+r) 


(r=1,2,.…,7) (1) 
利用 Dirichlet 判别 法 , 易 知 它们 都 收敛 . [因为 


BE TE NO (ho), 


Bk+r ]tt” 

4 < (二 
之 
< 


a) 


(YnEN) 


四 1+2cos 
1 


人 


-1 
2-V2 
(部 分 和 有 界 ) , 故 (1) 式 中 7 个 级 数 都 收 伍 .] ,对 于 z= - 子 的 情 
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况 , 类 似 可 证 . 

b. 缺 项 景 级 数 的 收敛 范围 

要 点 ” 缺 项 客 级 数 ( 如 下 例 ) ,我 们 可 通过 补 项 ,或 利用 上 节 一 
般 函 数 项 级 数 的 方法 处 理 . 


例 5.3.6 求 级 数 >) n” zx” 的 收 剑 范围 . 


解 I 根据 级 数 添加 若干 值 为 0 的 项 ,不 影响 级 数 的 敛 散 性 ， 
及 和 的 值 .我 们 可 令 


2 
1 .3 5 
一 时 ， (k=1,2,.…). 
0， 当时 _ 
如 此 ， >) n™ zx" = 之， Ce ， 
n=1 k=1 


R”! = limy | as | = limY n” = limYn =1. 
又 因 zx= +1 时 , 原 级 数 之 通 项 (二 1)”n”w0( 当 n 一 %), 故 该 
级 数 收敛 范围 为 (一 1,1). 
解 五 ”看 作 函 数 项 级 数 ,用 Cauchy 根 式 判别 法 . 因 


n 7 十 oo 之 | 
bm | ， 当 ll>>1 时 ， 
o 0， 当 |z|<1 时 ， 


所 以 收敛 范 围 为 ( -1,1). |xz|<1 时 的 极限 可 由 如 下 不 等 式 看 出 ， 


n 


例 5.3.7 求 > 2 的 收敛 范围 
。 解 “ 因 为 作为 函数 项 级 数 


芯 ( 云 ) ( 当 ， 充 分 大 时 成 立 )， 
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0， 当 |z1<1， 


2 
NE 


十 co ， 1z| >1. 
按 Cauchy 根 式 判别 法 的 极限 形式 ， 可 知 原 级 数 的 收敛 范围 为 
[一 1,1] 区 间 . 
c. 利用 收 人 证 半径 求 极限 
* 例 5.3.8 设 数列 | a， | 满足 条 件 imV Ta。] = 1， 记 其 部 分 . 


和 为 S, = = > as ，, 试 证 
limV 1S,1=1. 
分 析 ”我 们 的 问题 等 价 于 已 知 级 数 ya,zr 的 收 全 半径 尺 = 
1, 求 证 级 数 | 
> (oo+ or+…+a)z' 的 收 化 半径 RR, =1. 换 


名 话说 要 证 明 R, = R .我 们 看 到 :; 
二 利用 级 数 乘法 知 ,|xz|<1 时 


Dr > ，avz" = PD) (aotartet+a,)r"= > Sx". 
“0 2 n=0 和 


可 见 3 的 收 化 半 径 R| 宇 1 = RR. 


若 2 S, 六 收敛 , 则 我 们 有 
(1— zx): 2) S,z ”= 5 QZ” . 
.10 “0 


可 见 2 ax 也 必 收 敛 , 故 R 宇 Ri .总 之 我 们 有 . 
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Ri=R=1.- 
x 例 5.3.9 C: 表 示 n 个 元 素 取 个 的 组 合 数 , 试 证 


可 Yel- 
: 3" + a 
其 中 | - 入 k=0,1,2,.…,3” 
0， 其 余 . 
证 “问题 等 价 于 证 明 级 数 >) a,z" 的 收 合 半 径 为 (+. 当 < 


>0 时 ,各 项 为 正 , 故 任意 加 括号 不 影响 收敛 性 :将 级 数 第 3” 项 至 
2.3" 项 括 在 一 起 组 成 新 级 数 


> (Con zx + Claz’ +1 二 Cr "+3" ) 


= -> [zx’ ” (1+ 工 )3 j= > ta， (1) 
这 是 一 函数 项 级 数 . 国 和 
0， 当 |z(1+ z)1<1， 


limw lIz(1+.x)|” 人 i|z(1+z)|=1, 


十 oo ， [|xz(1+zx)|>1.. 
注意 不 等 式 |z(1+ zx)| <1 等 从 于 < xz < 了 +. 由 此 知 


在 zx>0 的 情况 下 :级 数 袜 or 当 < 人 1 时 收 敏 当 zx> 
5 一 1 时 发 散 . 而 a -的 收 全 尝 和 为 人 1 故 


Ey 襄 T= -5 


.#* 例 5.3.10 设 ao, 之 0， > 发散 ， im 
0. 试 证 : 
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证 I 因 ,ca, 发 散 ,所 以 >，avz" 的 收敛 半径 尺 过 1， 


imwa, 之 1， 
剩 下 只 要 证 明 相反 的 不 等 式 . 
记 A4,=al+ar+…+a, 则 由 已 知 条 件 当 72- 十 co 时 ， 
4 4 一 A _ Cn 
1 


因此 全 1. 进而 wa + os 十 十 av 一 VVA 一 1 


Cn 
Qi 十 aa 十 .十 CQ 


故 limy a, <limYart+ +a, = limyA.=1. 


<1, a<ata,+…+a,. 


(1) 


(2) 


(3) 


证 同上 , 易 证 eww" 的 收 化 半径 R<1, lim 人 = 1 


MW 2 A = Datost … 十 a,)z" 的 收 僵 半 径 为 1.1zx| 


<1 时 (1 2) Dat + = ar", 因此 R>1. 


总 之 及 =1 证 毕 ， 
二 、 初 等 函数 展 为 乔 级 数 


要 点 ”将 初等 函数 展开 为 赛 级 数 ,通常 方法 是 ; 

1) 通过 变形 转换 , 利 几 已 知 的 展开 式 ; 

2) 利用 逐 项 积分 或 巫 项 微分 法 ; 
. 3) 待定 系数 法 ; 

4) 计算 指定 点 的 各 阶 导数 ,然后 利用 Taylor 级 数 ; 
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5) 利用 级 数 的 运算 (加 , 减 , 乘 ,复合 ). 
通过 变形 .变换 ,利用 已 知 的 展开 式 


oo 2n+1 
_ivn 
sin z= > 1) [CPE DI T, 于 及 上 ， 
oo - 2n 
一 n 族 
Cos z= 之 | 1) Ga ,于 有 上. 


oo 


er 一 3 ,TRL. 


In(1+ x)= Sy) "于 (~1,1] 上 . 


n=1 


(1+x)"= De + 于 (1,1) 内 . 
六 例 5.3.11 下 直列 画 数 展 z 的 震级 数 ,并 说 明 收 敛 


加 1 
DD fn- rar re 


2) p(x)= sin’z. (武汉 大 学 ) 


一 工 一 并 _1l-zx 
解 1) /(z) -GT 下 


pa 一 DD) zr"! 
=1—-zxt+xzs 一 T+ 
(|zl<1). 
.3 3. _1. _3( (—1)"r"*! 
2) sin zx 4sin x 4sin 37=4 2 nT 


1 1)"(3x)"'! 3 < ( Zn 、_2a+1 
4 2 nDT -4 3 )z 
(一 coy+oo). 


例 5.3.12 设 >>0, 求 证 : 


ox- 11z-lY 11z-1 
In x 2|241+3 (Ei) + 于 (2 + 


提示 “变量 替换 法 : 令 玉 了 = 二 即 zz= 了 ,从 而 In z= 


ln 二 In(1+t) 一 ln(1 一 z) .展开 再 回 到 原来 变量 z. 


条 用 项 积分 或 项 级 分 法 
值得 注意 的 是 : 逐 项 积分 与 逐 项 微分 ,常常 只 能 在 区 间 内 部 进 
行 .但 这 并 不 等 于 说 ,所 得 的 展开 式 一 定 不 会 在 端点 上 成 立 .如 


例 5.3.13 试 求 /(z) =arctan 汪 :的 吞 级 数 展开 式 


f(z)= | f(t)dt= |， (ae 
ye 
= (a 


( 逐 项 积分 ) 
2 2n+1 : 
一 一 > 立 
-Dr (Iz1<Y3). 
( 论 坟 点 的 情况 ), 当 z=/ 时 ,级 数 


一 2)2 < "|] V2 
D [5 +1T = 2 (DL 


=/2(1+ 雪 -省 - 才 + 二 + 吉 -…) 


人 
oo 四 
-V2 (DD mt D1 )" rr3) 
=V2 时 该 级 数 收 敛 , 同 理 x = -V2 也 收敛 .又 因 f(x)= 
pe ek z= +V2 处 连续 ,所 以 上 面 展开 式 在 [ -V2,W2] 上 


成 立 (利用 Abel 定理 ). 
利用 待定 系数 法 


例 5.3.14 求 zsna (zl<1) 的 震级 数 展 式 . 
1 一 2zcos w 十 工 


提示 “用 待定 系数 法 . 
设 ZSin a 加 3 a 


7 
1—-2zxcosa+i+z | 


则 zsin a =(1-2zcos at+z’) > CQ 
n=0 


=aot+alx t+ az2 +asx’ + — (2a0cos a)zx 
— (2aicos a)x’ — (2ascos wa)zs3 十 ~ 
+ aox’ tax +， 
比较 等 式 两 边 同 次 每 的 系数 ,得 a ==0,al = sin a， ,a2 =sin2a ， 
a, = sin 7ia，， … 这 里 用 到 三 角 恒 等 式 sin(n +1)a=2sin na'cos a 
-sin(2 -1l)a (n=2,3,.…). 
利用 Taylor 级 数 . 


~In(z+V1+zx’) : - 
x* 例 5.3.15 求 一 一 -一 一 -的 震级 数 展开 式 . 
7 


， @ 左 端 级 数 通 项 趋向 零 , 因 此 相 邻 二 项 逐次 地 括 在 一 起 敛 散 性 不 变 ,收敛 时 和 值 
不 变 ， 

@ 右边 是 两 个 Leibniz 级 数 ,都 收敛 , 故 对 应 项 之 和 组 成 之 级 数 ( 左 端 ) ,也 收敛 ， 
且 左 . 右 相等 . 
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oo a) 
解 I (1) 
设 y= In(z+v1+x’) ,因此 


VifB 
1 1 |, 
”于 Vir 
即 (1+x)y =1- xy. (1) 
由 此 两 边 同 时 求 n 阶 导 数 ,得 
(I+ yD + (2n +l) ry + ny "D0. (2) 

令 工 =0, 得 

yo =n yD (3) 
(下 标 “0” 表 示 在 x =0 处 的 值 ) .在 (1) 中 令 Z=0, 得 

2 o= 工 . 


(1) 两 边 微 商 一 次 ,得 
2zy + (1l+ rx)y=-y- zry. 
令 z=0 知 
y= — yo=0. 
将 y=1,y,=0 代入 递 推 公 式 (3) 中 ,得 
. y=0 (n=1,2,.…), 
y= 1)" [2n) 1 y= 1)" [(2n)11], 
帮 
jn(z+V1+z2)O ~ 2n)11Y2 
( i "1 站 


= py ye . (4) 
容易 证 明 右 端的 级 数 收 伍 半 征 民 =1. 利 用 逐 项 微分 方法 ,所 可 验证 


0 这 里 符号 “~" 表 示 右 边 的 级 数 为 左边 函数 的 Taylor 级 数 . 
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该 级 数 的 和 函数 y = S(z) 是 (1) 式 给 定 的 微分 方程 的 解 , 且 S(0) 
=0, 而 函数 y _In(z+y In(z+ YI+ 工 ) 也 是 如 此 .根据 解 的 唯一 性 ,可 知 


V1l+xr 

(4) 式 中 的 “一 "可 改写 成 “= ”( 当 | zj<1 时 ). 又 因 (4) 中 级 教 当 
= 1 时 收 敏 ( 据 Leibniz 定理 ) ,而 函数 y -ei In(Cz+YvI+zZ) 在 x 
-处 也 连续 .所 以 按 Abal 第 二 定理 ,(4) 式 中 的 “~" 改 为 "=" 对 

工 = 1 也 成 立 . 

解 且 (待定 系数 法 ) 令 
y= 之 anT 

代入 (1) 得 


oo oo 
(1+zZ) > anz” 1 一 工 一 并 >) CT ， 
n=1 n=0 


即 
a1+2a,x+ > [asrint+1)t+ai(n~1)]jzr" 
n=2 - 
=1~aozx— Dy qarir”. 
n=2 
a1=1,2a,= -ao, 
比 得 
较 系 数 3as3t+ai= ~ai,4as+2a,= ~ a,, | (5) 
ln(z+VI+Z2) 
zz-0 v 1+z z=0 
于 是 由 递 推 关系 (5) 可 得 a,, =0 (n=1,2,…)， 
a:=1,a -之 a 2.4 a 
1 9 3 3， 5 3 S53? ba 
-一 n (2n)11 
a2n+1 = (~—1) 727TITJTT 
所 以 
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< no < _ (2n)!! z+1 
了 二 之 QT 一 之 1)” nr ri 
为 方程 (1) 适 合 条 件 y|,-。=0 的 唯一 解 . 故 得 


Iin(x+V1+zx’) _ (—1)* (2n)1! 2nt1 
7 名 (zf 


重复 解 I 中 相应 的 内 容 可 知 此 式 在 ( 一 1,1] 上 成 立 . 
利用 级 数 的 运算 
例 5.3.16 求 f(z)=In (1 z) 的 每 级 数 展开 式 ， 


解 I ln(I1-z)=- > 三 在 [ -1,1) 上 内 闭 一 致 收 伍 , 故 
[ -1,1) 上 可 用 级 数 乘 法 . 


PR - 字 - 
T 2 3 
ATl 1 1, 1 1 1 工 .11 
= 2 |3 NE + + 元 ' 工 | 


/< 1 + 
= DD) 


(和) 


-a (tp 


k=1 


上 面 的 展开 式 在 [ -1 .1) 内 成 立 ， 
解 卫 先 求 导数 广 (z) = - 21 一 世 ) 的 展开 式 
例 5.3.17 求 f(z)= 二 (1+ 之 ) 按 坟 的 寡 的 展开 式 至 三 次 


项 . 
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解 〈 利 用 震级 数 的 复合 ) 


f(z)= Lt) ee HB | 


1 一 二 XxX+ x 一 一 Xx 十 | | (|zr|<1). 


三 、 求 和 问题 


a. 利用 逐 项 求 导 与 逐 项 求 积分 

要 点 ”利用 逐 项 求 导 或 逐 项 积分 ,将 级 数 化 为 已 知 的 展 式 
求 和 . 

站 例 5.3.18 计算 无 级 数 


x zx 


-I SE “+ D"ata- 林 +“ 之 和 
(|z|<1). 

(安徽 大 学 ) 

分 析 该 级 数 困难 在 于 有 分 母 ,如 果 无 分 母 ,这 便 是 一 个 等 比 
级 数 ,其 和 立即 可 以 写 出 .但 此 级 数 容易 证 明 其 收敛 半径 等 于 1. 
因此 ,|z|<1 内 可 以 逐 项 微分 任意 多 次 . 将 级 数 逐 项 微分 两 次 之 
后 便 消去 了 全 部 分 母 ,成 为 了 3、 ( -1)"z". 求 出 和 再 积分 (从 0 
积 至 x) 两 次 , 即 可 得 解 


解 因 加 


("车 =In(1+ z)(1zl<1). 
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再 做 一 次 得 


i nt+2 rz 
DD | In(1+ 1)dz 
=xln(1+ x)-x+ln(1+xz) (|z|<1). 
左边 级 数 正 是 原 级 数 . 


例 5.3.19 证 明 : 对 于 任 一 正 整 数 &， 3 后 是 。 的 整数 倍 . 
(北京 理工 大 学 ) 
` 分析 要 证 明 3) 要 是 。 的 整 倍数 ,关键 在 于 求 级 数 的 和 ,为 


oo 


此 我 们 考虑 对 应 的 每 级 数 /(+) = 了 > 2 所 .车 能 求 出 F(z), 令 
z= = 1 就 可 得 原 级 数 的 和 (此 每 级 数 收 全 半径 + 0). 求 f(z) 的 
困难 在 于 通 项 的 分 子 里 有 因子 x (否则 pe =e -1). 为 了 


消去 ' ,将 此 级 数 先 乘 以 二 再 逐 项 积分 ,这 么 做 一 次 ,分 子 就 消 了 
一 个 因子 n ;反复 做 次 , 便 可 消去 n*. 


oo 


证 记 f(z)= > (R R= lim 


了 一 oo 


| = +o| 


下 十 


则 [A (SB et jdt= 并 雪 「 大 1dt 


oo 


反复 这 么 做 次 ,得 . 
* 1 -1 1 1 _1l,， 
| zd zd | A 


=e”—1. 
于 是 
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jz)=(…(((e -1)r) rz) zr) rD= pp (zr)e’, 
夏 


天 
其 中 p, (zx) 为 xz 的 整数 系数 次 多 项 式 . 由 此 知 
原 式 = f(1) = p, (1)e (p,(1) 为 整数 )， 
即 为 e 的 整数 倍 . 
b. 方程 式 法 
要 点 ”设法 证 明 级 数 的 和 满足 某 个 方程 式 然 后 求 此 方程 
的 解 . 
交 例 5.3.20 试 求 下 列 宕 级 数 的 和 函数 
S(z)=1tzt 夺 + 二 1 六 3 
(广西 大 学 ) 
提示 ”收敛 半径 = + co , 逐 项 微分 可 知 
S (zr)=1+xS(zx). 
且 S(0) = 1. 解 此 微分 方程 知 S(z) = 号 (ever 1). 
次 例 5.3.21 证 明 : 若 函数 F(z) 在 [0,1] 上 连续 , 令 f(x) 


= f(x) ,f(r)= | f(y)dy (rEL[0,1],n =0,1,2,..…), 则 


6 
ry 
TA46t 


2 广 (z) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 


@ (er -1)xr= ze=pi(xr)e’, 
((er -1)x)zr= zr(l+xr)e= p(xr)e’, 
若 进行 到 第 上 -1 次 时 为 各 -1(z)e*( 其 中 p -1 为 整数 系数 -1 次 多 项 式 ) 则 第 上 次 
应 为 
(pr-1(x)e) z= (px) r+ pi(r)r)er = p(x)e’, 
其 中 ps (x) 为 整 系数 次 多 项 式 .因此 ，， 
(e177)z)z…)z= p(x)er( 对 一 切 上 成 立 ). 
Da 


3# 
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9(Z) = [ e" “f(y)dy. 


(东北 师范 大 学 ) 
证 1 ( 先 证 明 该 级 数 一 致 收敛 ) 
因 fF(z) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 有 界 . 即 了 M>0, 使 |F(Cz)| 科 
AM 于 [0,1] 上 ,由 此 知 


1 f(z) 1= fray| = [fay|< M(1 ~ 1), 
1 f(x) 1=1 Af(y)dy [< M| (1 ~ z)dz = M (3, 
用 数学 归纳 法 易 证 

[f(a SM HL- 二 (VY ,=1,2,3,…). 


但 对 M 冯 CE 一 致 收 化 .所 


以 > (zx) 在 [0,1] 上 绝对 一 致 收 化 . 
2 (证 明和 满足 微分 方程 ) 记 原 级 数 之 和 为 


p(x)= [Aart [ dn, f(t2)dts t+". (1) 
此 式 两 端 同时 加 以 f(xz), 再 同时 在 [xz ,1] 上 取 积分 得 
[far+ | oaz= p(z). (2) 
由 此 求 导 得 2 (z)+p(z)+z)=0. (3) 
从 (2) 式 看 出 9(1)=0. (4) 


在 条 件 (4) 下 求解 微分 方程 (3) 可 得 
p(z)= | f(y)e dy. 


未 学 过 微分 方程 的 读者 可 这 样 来 求解 ; 设 
p(xz)= u(xz)e“, 则 代入 (3) 式 得 
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u(x)= -f(zx)e’, 
所 以 wz)=— | ADedt+C. (5) 


根据 (4) 应 有 u(1) = 0, 故 知 C= | flr)edi, 代 入 (5) 
从 而 “(x)=-| f(t)e’ dt | flz)e'dt 
= | fi)erdt= | moyeay 


因此 p(z)=e | Fedy= | f(y)e” “dy. 


c. 利用 Abel 第 二 定理 计算 数 项 级 数 的 和 
要 点 ”根据 Abel 第 二 定理 ,车 要 计算 某 收 敛 的 数 项 级 数 


上》 .的 和 ,我 们 只 要 设法 求 出 等 级 数 7a,z" 在 ( -1,1) 内 的 和 


函数 S(z) 然 后 令 z->1- 0 取 极 限 , 则 


,二 lim SCT). 


而 和 函数 S(z) 可 以 通过 逐 项 积分 ， 逐 项 微分 ,或 方程 法 等 各 
种 方法 求解 . 


六 例 5.3.22 1 _ 工 + 的 和 . 


8 11 
根据 Levnis 定理 该 级 数 收 敛 . 下面 以 S 表 其 和 . 易 知 短 级 数 
六 (二 z*! 的 收敛 区 间 为 ( - 1,1] ,于 是 由 Abel 第 二 定理 ， 
S= lim S(z). 
注意 S(0) =0, 因 此 “ < 
S(z)=S(z)- S$(0)= | S(t ( 当 |zl<1 时 )。 
"357 : 2 


oe 


利用 逐 项 微分 法 ， 
SCz)= D-DD) rN 


1+Z 
因此 
sCn)= | soDdt= |， Td 
= - 寺 In(1+ x)+BIn(1- z+ x’) 
+ ctan 亏 (z 一 主 ) + 方 arctan 词 . 
从 而 
S= lim, Ss(z)=hh 志 +; 寺 - 字 "m2 
例 5.3.23 求 1- 地 + 六 -而 + 
解 了 nm2+3 呈 ， 


* 例 5.3.24 求 级 数 1+ > (-1)" 久 和 半 的 值 


解 (考虑 1+ D6 洒 和 "在 z = -1 的 情况 ) 
1 ( 原 级 数 收 敛 ) 因 儿 3 省 ,又 
V13<13 =2, V35<332 


=4,,V (2n —1)(2n+1)<2n, 


0< (2 -DI!_VI3V35V Gn -1 (n+1) 
2n1! 五 4 


1 1 
0 一 委 | 一 > OO 
Vm 0 ( 当 " 9)， 
根据 Leibniz 定理 , 原 级 数 收敛. 
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2 震级 数 1+ 《加 二 汪 上 "的 收 第 半 径 为 1, 这 是 因为 


-= lim 7 = 
"m2n—1 


.a 
R= lim—— 
no 


由 此 知 该 宕 级 数 在 ( ~1,1) 内 收敛 . 
(计算 短 级 数 的 和 f(z)=1+ 5, 1 ) . 枯 


1 13 13.5 。 
RE 0 T+ 


2 Fas 十 … 十 


(2 一 3)(2 1) "i 


.+ 13'5. . 
1 
2zf (xz)= z+F37 十 ， oo 
1:3 “(2n ~—3)(2n—1) 


1.3 2 ,, p 
7 To 


‘2nr" t+. 
一 一 1 1.3 2 
2f (zx) 2xf (7)=1+ F371+F 7 十 .十 
1.3…… (2 —1 ， 
1 tx). 


f(r) 1 
: flz) 2(1— zx) 
积分 得 In f(x)=In 和 . 
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因此 Am- 


(2n-1)!l!l | (|z|<1). (1) 


即 1+ 2 Gn 7 
zx 一 -1' 取 极限 ,利用 Abel 第 二 定理 , 知 


4 令 
~ (2n 一 1)1! | (2n 一 1)1!1 "| 
1+ DD Ir i 
z=-1i+V1l-zx z 


SG 坟 “(吉林 大 学 ) 


x* x 例 5.3.25 计算 极限 lm >， > 

分 析 六 了 使 和 式 化 简 , 放 大 油分 母 里 的 1+ j, 国 此 各 项 
分 别 乘 以 x''' ,再 逐 项 求 导 . 

CD mm ji 1 

解 5 


i+ 


-De oldz 


= Jj 


-| p33 riz i!ldz 


= | Da) DD)dz 


0 =1 
-1-(-D""'w 
了 过 dz 


-| 一 工 一 (一 工 )” 


0 1+z 
n+1 


二 ! 1 m+l1 m+t+l1 +1 
= | rzLz+(-D +(-1) 
+(-D" "zx" "ldz. 
注意 到 
[x 加 ! zx 
ee ee 
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1 
, ， 一 人 
所 以 , lim, Sn | CA? 


-rr_ lg 让 dz 
ez (1+zZ) 


1 
-in(Gl+z)| + + 
2 
(~—1)” 
+t) 
—1)” 因 一 致 收 人 第 ”之 一 工 )” 
未 i 六 a EST 
"0 2 2 =TT 2 
‘x + aT er 
_ ~ n(nt+1) 
A 


(关于 一 致 收敛 性 ,可 参看 例 5.2.8 的 证 法 ) 用 逐 项 积分 、 逐 项 微分 
法 求 级 数 > ( 1) Fr 的 和 . 


四 、 口 级 数 的 应 用 


a. 计算 积分 
要 点 ”将 被 积 函 数 展开 为 军 级 数 , 然 后 逐 项 积分 . 
例 5.3.27 证 明 


1 ,2 
I+ 4k 


2 

2 7 

提示 利用 展 式 
(tx) = DOr ltart ee De +. 


n=0 
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+ a n+1),, "+… (|z|<1). 


当 |&|<1 时 
— 一 (2n 1)11 2n -2n 
(1— ksin 0)- = > ,Gi 三 -Rsin 0， 


关于 9 在 | 0, 至] 上 一 致 收 伍 .再 逐 项 积分 ,并 利用 Wallis 公式 


「 smeae = 0- p 得 . 


六 例 5.3.28 计算 积分 | 这 dz， 


1 11 2 十 2 
解 工 | sdz = 1i—zx ,z 
1 一 0 1-—zx 


1 1 2 
= | ln xdz + | -二 ln rdx. 
0 ol-—zx 


1 2 oo . 
z 可 ， 
因 | ln xdzx = 1, 及 一 zn z= > x*"In z, 故 


n=1 


2 
一 一 十 2n 
上 式 = -1 | DE ln zxdz. 


重复 例 5.2.52 的 证 明 ,可 知 级 数 了、 z*"In x 虽然 在 [0,1] 上 不 一 
致 收敛 ,但 仍 可 以 在 [0,1] 上 逐 项 积分 ,因此 


oo 


上 式 = 一 1+ >) | x "ln zdz 


n=1 


人 1 

一 Cn - Cry 

__ /~ 1 "1 le 1 
= Droresm ep en dE 
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解 〈 利 用 内 闭 一 一 致 收 和 分 , 逐 项 积分 ,再 取 极 限 ). Yc,p: 
0<a< 才 <8<1, 因 级 数 辣 = 一 z 在 [a,8] 上 一 一 致 收敛 ， 


可 知 级 数 > zln x= 让 世 亦 在 [a, 有 上 一 致 收敛 .因此 


8 1 rp 
| d= | ln xdz. (1) 
“ln zdz|< | zl dz| = ty | 
但 六 nz z|<|| = n xdz = aI 


所 以 级 数 (1) 关 于 a ,BE (0,1) 一 致 收敛 . 故 


! ln > 


中 


” Bb 
lim > | Zn 过 dz 
a0” n=0 va 


el 


> | zx"ln rdz 


n=0 的 村 


| 


-让 Znln xdxr= > gy 


六 例 5.3.29 车 f(z)= Dy asr"(a, >0,n=0,1,2,…) 的 
收 伍 半径 为 + %, 且 >》) asn! 收敛 , 则 | e“AF(z)dz 也 收敛 ， 


且 |，。 f(z)dz 3 awn1.( 东 北 师范 大 学 ) 


证 | ez)dz -| (e Se )dz 


于 一 个 
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= lim (六 (ozez)jdz 


A—+%J0 


1 
二 
#8 

SD 

~ 已 
> “一 一 

© » 

Se 

oo 

上 
a 

[a 

8 
~ 


这 里 等 式 (1) 是 因为 


a 


|a,x"e ”| = (1+ rtet +t 


<ae'f (于 )=ann! (VY zx 宇 0),， 


(1) 


(2) 


(3) 


且 2 asn1 收敛 , 故 2 az"e“ 在 [0,A] 上 一 致 收敛 ,可 逐 项 积 


分 .等 式 (2) 是 因为 


A A 
| Ze “da | = | Te “dz 
0 0 


<a,f Ze “dr=an! (YA>0), 


且 已 知 Ban! 收敛 ， 因此 > 。 小 ze dz 关于 A 在 [0， 


+ co) 上 一 致 收敛 ， 故 可 乏 项 求 极限 得 等 式 (2) 


至 于 | z"e “dz =n! 可 反复 使 用 分 部 积分 法 n 次 得 到 . 


或 利用 Euler 积分 : 


| Ze “dr=T(n+1)=n!. 
0 


* 例 5.3.30 试 利用 已 知 的 公式 
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1 dz A 
一 一 一 一 一 二 一 一 一 + ( 当 a>1 时 )， (1) 
| (a-z)vV1-z’ V -1 | 
证 明 : | Es (n=1,2,). 
方法 将 (1) 式 两 端 同时 按 a :的 蹇 次 展开 ， 然后 比较 同 次 敌 
的 系数 . 
dz 
解 1° () 式 左 端 = 
| 6 (a—-zx)vV1l-x’ 


1 < 1r! 
二 六 之 去 | 到 本 dz (2) 
= > | de ( 奇 次 项 积分 
为 零 ) 
2" (1) 式 右 端 = = 于 (1- 疡 
a 一 1 2 4 
oo ， 1 OD 
-ci(- 十 ) 
/2n-1)!! 
-> ( Gt ja 
a 1 fr 2 六 1 /(2n~1)1!1! 
总 之 ， ta” J zd Dr Ci aE 
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比较 a 同 次 宕 的 系数 , 便 得 欲 证 的 等 式 . 

现 补充 证 明 等 式 (2) 的 合理 性 . 四 数 ) 7 二 
于 工 在 (一 1,1) 内 闭 一 致 收敛 . 所 以 V[a， 5b]C(-1,1), 在 Le， 6] 
上 可 逐 项 取 积分 : 


1— =0 工 一 并 
又 六 士 收 全 但 ( 自 然 关于 a,bE[ -1,1] 一 致 )， 
n=0 和 
6 zx 1 | xz _ 
| 这 <「 < ,二 上 


(Va,bE[~-1,1],YnEN). 
即 对 于 < ,56E[-1,1]， mEN 一 一 致 有 界 ， 故 由 Abel 判别 法 ,级 数 


2 ,Es 
关于 a、bE[ 一 1,1] ,一致 收敛 .从 而 可 逐 项 取 极 限 : 


7S ll 


二 1 ~ 1 “ 二 S 一 ]i 
-之 a” | ~ 二- n=0 二 
"ll zr” 、 
二 一 dz. 证 毕 . 
各 a | Vl-xr’ F 
b. 证 明 不 等 式 
等 级 数 是 表达 应 数 的 重要 工具 ,因此 也 可 应 应 用 于 证 明 不 等 式 . 
如 : 
交 例 5. 3.31 证 明 不 等 式 
er 十 e220 ,zeE(-o， + oo ) . 
(中山 大学) 


* 566 : 


bd 2 
a 工 一 一 二 z 
证 因 :e*+e =2ch > 2 2 a1 T? 


2e =2 之 CE 
而 Gnome er er<2e5 
c. 近似 计算 
短 级 数 常常 用 于 近似 计算 .如 : 
次 例 5.3.32 求 « 的 近似 值 ,计算 到 小 数 点 后 第 三 位 (误差 
不 超过 10 一). (安徽 大 学 ) 


一 TT 一 __ a-1 工 2 i 
提示 arctan z| ， pk 1)” 371 i! 
“a 


利用 Leibniz 级 数 的 余 和 信 计 ， : 


1 1 
[rl |= Frm Tl 


要 |7, | < 了 D00 只 要 六 攻守 1 < 加 0 由 此 可 知 应 取 的 项 数 之 5. 


五 、 综合 性 问题 


克 例 5.3.33 设 S(z)= De sinn’rx(—- Oo<zr<+%). 


试 证 :1) S(z) 在 全 数 轴 R 上 可 任意 次 微分 ; 

2) S(z) 的 Maclaurin( 马 克 劳 林 ) 级 数 当 zs0 时 发 散 . (武汉 
大 学 ) 

证 YAZD0,YxzER, 有 


esin( nz+h 到 | 二 2) e “了 收敛 . 因此 
n=1 ' 


3 ensin( nz + 至 ) 在 R 上 一 致 收敛 ,由 此 不 难 用 数学 归 
纳 法 证 明 结论 1) , 且 
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SH(zr)= D3 e nsin(n’z 十 天 到 jeB). 
下 面具 就 结论 2) 进 行 证 明 . 


根据 式 (1),S®(0)= S(0)=0,S%(0)=0,(4=1,2,.… 


SUD (0) = (1)* SY eaaeen (k=0,1,2,.). 
故 S(z) 的 Maclaurin 级 数 为 
SH(0) ， 
S(zr)= 他 | 一 


二 > 7 + 1 1[(- 1)* Dom | 
要 证 明 x 0 时 发 散 , 若 能 证 明 通 项 站 0 即 可 . 
事实 上 ,VY x #0, 其 通 项 ur (zx): 


—n 2(2k+1) |z|*+! 


1 oo 
lu (zx)|= e “7 
1 2 
pre QE) | zl 


>e +1D (2 十 于 )24+ [zi. 


时 ,有 1zl> 过 ,因此 


当 k> 38 


2e 
2 工 


2 十 1 
(>e 2C4+D2 (各 宇 1. 证 毕 . 


* 例 5.3.34 设 短 级 数 f(z)= at+a x+… 十 GaT 十 … 


工 ==1 处 收敛 , 试 求 极限 
加 车 [7 -人 光 ) 
其 中 "为 自然 数 . (吉林 工业 大 学 ) 


) 


6 
证 [利用 bin =V 2 e "rz:(0<0,<1)] 


.22 _ V2rnve™ 


~ 人 


0 ( 当 y—>o%). 


(1) 


“在 


所 以 ima (0-1 (和 于 )] ( 信 h= 辕 ! 
0- -£0 (0) 


= lim 
= — a(nt1)!. 
该 星 级 数 在 (一 1,1) 内 收敛 , 逐 项 微分 n+ 1 次 后 , 令 x =0, 可 
知 f"*?(0)=ajri' (n+1)!. 
次 例 5.3.35 设 FA(z) 在 (- co,+oco) 上 无 穷 次 可 微 并 且 满 
足 : 
(a) 存在 M>0, 使 得 | Fo(z)I 委 MLVzE(-coo,+oco)， 
k=0,1,2,.]; 
(b) f( 辫 )=0 (n=1,2,.…). 
证 明 ; 在 (-%,+%) 上 f(x) 寺 0. (广西 大 学 ) 
证 上 因为 各 阶 导数 一 致 有 界 , 所 以 ( - mo ,+ om ) 内 处 处 有 


f(z)= > 10) (1) 
) 
( n+ n+1 

GI AC 


2 由 7 人 冯 ) -0 (n=1,2,…) 知 ,1(0)= limf( 去 )=0， 
他 -nm 
/0 各 一 =0 
据 Rolle 定理 , 3 0 ， 互 > 6 > 记 ;> > 二 > > 六 >eo > 
二 rr>… 使 得 三 (6 )=0, 从 而 8 一 0(n 一 oo 时 )， 
1 el) mv 
f= tm AO -0 
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类 似 可 证 , 当 FoO(z) 在 8 > 多 9 > 和 >>E0 > 
(6 一 0) 点 处 有 Ho (6 )=0, 且 Fo(0) =0, 便 可 推出 
AD(z) 亦 然 . 

于 是 z=0,1,2,… 恒 有 "(0)=0, 从 而 


f(x)= > (0) =0 (wow<i<+to). 
注 条 件 (a)[ 各 阶 导数 一 致 有 界 ] 不 可 缺少 , 香 则 命题 可 以 不 
和 sin 工 ， z 失 0， 
0， x=0. 
六 例 5.3.36 设 F(z)= 六 三 (o<z<1). 求 证 : 当 0<z< 
时 有 加 
ME) + FI) + (nail -2)]=T. (1) 
(北京 航空 航天 大 学 ) 
证 A 


产 = 守 -级 数 在 (0,1) 内 可 逐 项 微分 , f(x) 有 连续 导 


~ 

人 ~、\ 

二 
4 

xj 


[f(z)+f(1-zx)+ln zin(1- x)] 
=f (a) fF(1- z)+ lz)} ln 


xz-—1 
2 zl ” (1— zx)"-! 2 rl 
DD)" 
= n 
=0. 


于 是 f(z)+f(1-zx)+ln zln(1-z)=C,zE(0,1)， 
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令 z~0* 取 极限 知 C=/(1)= 3) 六 = 世故 
f(z)+f(1-x)+t+hn zln(1- zx)= 亏 - 
六 例 5.3.37 证 明 Tauber 定理 : 设 在 -1<z<1 上 有 
f(z)= DY arz" ,lim re, =0. 


车 lim JUFCz)=S， 则 > ,收敛 且 其 和 为 S.( 吉 林 工 业 大 学 ) 
分 析 ” 用 加 一 项 减 一 项 的 办 法 ,我 们 有 : 


n oo oo 
天 [3 (3 
[Da s|= |BDa, - Dar: - Sa 
&=0 到 一 人 k=1 R= antl k=0 


过 [Bad -a)|+ | pe | Sa -S|. 
因此 ,问题 在 于 证 明 ,n 充分 大 ,z 充分 接近 1 时 右 端 三 项 都 能 任 
意 小 . 


Sela| 
证 由 lim ma， =0， 知 limn1a, i =0， 从 而 lm 一 一 =0,， 


又 因 lim f(z) = S, 所 以 A (2) )-s|=o¥ nn 一 oo 时 ). 故 
Ye>0,3N>0, 使 得 n>N 时 ,有 


Salal 


0<< 熏 : 


于 是 ,利用 式 (1) 
[Basl< ID -a)|+ | Daz | 
十 | Da 一 s|. 
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取 z=1- 二 ,右边 第 一 
| 六 mL 了 | = [Bald -oltrete + t+) | 


oka | 


< Dlald- az) k= 2 < 本 ; 
右边 第 二 项 
2 1 ~ 3 € ~ 天 € » 1 
[2 Si De 
-8 -<. 
37 工 3 
n 
右边 第 三 项 


故 | a - s|< 本 + 和 + 和 =- es. 证 毕 . 


* 例 5.3.38 设 f(z)=1+z+ 困 + …+ 下 ,其 中 站 为 自 


然 数 . 试 证 :方程 f, (zx):f,,1(z)=0 在 实数 域内 有 了 唯一 实 根 . (四 
川 师范 大 学 ) 

分 析 f(zx)=0 当 mn=0 时 ,f(z)=1 无 实 根 ; 

n 二 1 时 ,f(x)=1+x 有 唯一 实 根 ; 


n=2 时 ,所 (x)=1+z+ 生 = 二 [(z+1)*+1]>0 无 实 根 ; 


n=3 时 ,f(z)=1+z+ 池 + 亏 - 三 次 方程 至 少 有 一 实 根 ， 


而 了;(z)= fo(x)>0,f(z) 严 有 7, 故 f(x)=0 只 有 唯一 实 根 . 
不 妨 记 此 实 根 为 x;, 因 户 严 了 了 ,可知 n=4 时 ， 
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=0,， 当 zFzs, 

A 当 z<zs, 

>0， 当 zz>z;. 

因此 f,(z) 在 x= x; 处 取 极 小 也 是 最 小 , 故 Y 工 ， 


f(r) 之 min filz)= fz)= (rz) t+ >0. 


因此 f(x) 无 实 根 . 
类 似 地 ,可 写 出 一 般 的 推理 过 程 : 
fz 无 实 根 这 f,,1 仅 有 唯一 实 根 过 f, ,无 实 根 ( 留 作 练 习 ). 
于 是 ,在 R 上 ， 
无 实 根 ， 当 "” 为 偶数 时 ， 
仅 有 唯一 实 根 ， 当 = 为 奇数 时 . 
总 之 户 (z) CCz)=0 在 及 上 仅 有 唯一 实 根 . 


x< 例 S.3.39 设 户 (z)=1+z+ 厅 + 二 下 ,zu 是 


Pzmr1( 工 ) =0 的 实 根 .求证 :z, <0, 且 lim zw= 一 oo， 

提示 1) VmEN,zZ0 时 加 (z)>0Iz<0 且 zl 充分 
大 时 pzari(z)<0. 所 以 pw(z)=0 的 根 x 存在 ( 因 介 值 性 )， 
且 zx, <0. 

2) YrE(-%,0), p, (xz) 一 e >0( 当 n 一 品 时 ), 所 以 
pznri(z) =0 的 根 x, ~- oo( 当 ?>co 时 ). 

因为 车 mo 时 , 思 sr(z)=0 的 根 z, 一 -oo. 则 了 A>0， 
使 得 (-A,0)? 中 含有 ji zw | 的 一 个 无 穷 子 列 ?. 从 而 存在 收 合子 列 
Im 一 To(zo 为 某 有 限 数 zo 之 一 和 A). 


eo = lim pa ri (xo) = lim lim pnti(xm)=0, 矛 盾 . 


f(r)=0, 


@ 注 任意 数列 {asl:a, 一 ~- (n> 时 ) 嘻 YA>0,as 亿 (一 品 , -~ A) 最 多 只 
有 有 限 项 . 
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me _ f(z)_ 
* 例 5.3.40 9 


> Zz”, 试 证 lim 志 =,1 lm 一 存在 且 都 等 于 /(z) 的 最 小 根 . ( 北 


京 大 学 ) 
分 析 要 证 明 -- 与 :2 i 都 以 /的 最 小 根 为 极限 ,必须 设法 求 
出 c, 与 f 根 的 关系 . 
证 因为 是 仅 有 正 根 的 多 项 式 ,所 以 可 设 全 部 的 正 根 为 
0O<al<a,<…<a,. {1) 
于 是 f(z)=A(z-a) (ra) ra) | 
(其 中 x, 表示 根 a; 的 重 数 ,i=1,2,…,k). 于 是 


flz 一 Cl 工 一 G8 
7 
1 1 十 十 1 
411 一 三 1 一 三 
al CR 
-人 EE) + (EE) 
a ac0 \a1 QU ro VC 


数 得 ,= 一 上 …+ -全 (展开 式 的 唯一 性 ) 所 以 


六 十 十 路 
lim -= lim + = lim 2 4 
nroCnt+1l nr Cn nm rl 二 十 re 
一 AT n+T 
. al ak 
分 子 分 母 同 乘 以 a’ ,并 注意 式 (1)， 
Cr _ 7 
Lim 四 al (最 小 根 ). 
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im -lim 一 
a 

注 此 例 说 明 : 仅 具有 正 实 根 的 多 项 式 ,其 对 数 导 数 的 考级 数 
展开 式 的 收敛 半径 等 于 其 最 小 根 . 


〈 拟 合法 ) 

S +S+S+T…+S 
※ 例 5.3.41 设 S,= D0 = 
k=0 


试 证 :1) 若 1o, 1 收 合 , 则 a, = ol(n)( 当 n 一 吕 时 ); 


由 此 


=al. 


2) 若 1o, 1 收 化, 则 f(r) 三 >，aiz" 在 (-1,1) 内 绝对 收敛， 
n=0 | 


县 
FFCz)=(1-Zz7 D2) (nt+1)o re"; 
n=0 
3) 车 limo,=S， 则 ,lim f(z)=S. 
证 1) 因为 ec -ss 
所 以 5S, = (n+1)o ~ man， 
S 
i -ww0 ( 当 mra 时 ) 
a,_ 5S,-S, ，5S，) 15，， 二 _ 
故 忆 = 一 一 一 一 At 0 ,( 当 zco 时 ). 


2) 根据 完 一 0( 当 ”一 oe), 所 以 当 半 充分 大 时 ,有 | ao | < 
masz"1<alzl” ,而 >， nz 的 收 伍 半径 为 1, 故 知 级 数 F(z) 


三 2 asz" 在 (-1,1) 内 绝对 收敛 .如 此 , 当 <E(-1,1) 时 ,利用 
级 数 乘法 得 
A 2 (aotayt+a,)r" = > Sr", 
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站 = Dy (sot s+ “+S,)z"= 之 (+l)oniz", 


工 
即 f(z)=(1- 7x) > (n+1)o,r". 0) 
3) 下 面 利用 拟 合 法 ， 来 证 明 lim of (x)= S. 
由 T= Dy = ate, 
可 得 1 的 分 解 式 
1=(1- x2) 5 (n+D)a". 


两 端 同 乘 以 S, 因 此 S 可 写成 与 (1) 类 似 的 形式 (此 即 拟 合 法 的 思 
想 ). 


S=(1- 2) 5 (n+1)Sz". 
于 是 


f(z)-S=(1- sD nt Do -sz (2) 
已 知 limo, =S, 所 以 Ve>0， I N>0, n>N 时 


lo..1 SI< 记 . 
故 (2) 式 中 n> N 各 项 的 和 ( 当 0<z<1 时 ) 
14 - zn +L(on - S)z"| 
< zB +t De 
委 子 A = 
Cn 前 NA 大昌 
Dnt Dos) 


， 
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当 z 一 1 一 0 时 保持 有 界 , 男 一 因子 (1 xz) 为 无 穷 小 量 . 因此 
38>0, 当 0<1-z*<6 时 ， 有 | 


|a- oO + 1)(owi - sr |< 5. 


总 之 1f(z)-S1< 却 + 方 =e- 
即 S= lim f(x). 
zr1-0 
练习 5.3 


5.3.1 对 于 等 级 数 > a ， 

1) 求 出 收 伍 半 径 ;2) 讨论 在 收敛 域 端点 上 的 收敛 性 ;3) 指出 在 什么 样 
区 间 上 级 数 一 致 收敛.( 内 蒙古 大 学 ) 

提示 | -于 ,了 于 ) 内 收 仇 ,Ye:lal< 半 ,| -十 ,a ] 上 一 致 收 全 


5.3.2 若 级 数 > asXx" 有 收 钱 半径 RR, ,而 级 数 > 5,.x" 有 收 皱 半 径 
n=0 n= 人 0 

R, . 则 级 数 

(a) > (av + b, )zx" ;(b) S anGbar” 
的 收敛 半径 各 是 怎样 的 . 

《(a) R>min(R1,R,);(b) R>R,R,Y 

提示 。(a) 若 Ri<z<R:, 则 忆 (a ,+5 jz 发散. 

(b) 若 x= RR,0(0< 90 达 1), 则 a,6,x" 收 化 . 

5.3.3 设 a. 之 0， 5) awr" 的 收 化 半径 为 1, 和 函数 为 F(z), 若 3 a 

n= m0 

发 散 , 求 证 Jim f(x)= + oo . 


提示 “可 用 反 证 法 . ss 
再 提示 ”否则 3M>0, 及 |z,j~>1-0( 当 ”+oco 时 )， fA ) 
ww 六 
= Da 三 M. 于 是 Vm: :0< = 如 <M 与 Sn 
1 站 gi 
地 人 
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六 5.3.4 证 明 :>(z)= [过 说 满 yo = y( 中 国 科技 大 学 ) 
n=0 “ 


提示 “ 因 轧 [本 订 在 R 上 处 处 收敛 , 故 忆 r 交 亦 然 . 逐 项 求 导 四 次 可 


得 y=y. 


. .ee k+2 
提示 k+2 加 1 1 
” MTTOTDT FETII (RTI CFI 


2 


原 极限 = ( 2) C8 D1 >) cS 1 ) = 亏 


z=1 


1 


r=1 了 


*5.3.6 设 序列 a,17_, ,16, ,满足 :a， >0, 级 数 >) az 当 | 工 | < 
n=0 


1 时 收敛 , 当 z=1 时 发 散 ,又 lim 各 = A,(0<A< + oo), 证 明 


> br” 


lim 所 = A.， (南京 大 学 ) 
GZ 
n=0 
n ， 如 下 k 
Dr Da (2-ak 
证 i -A|= | 二 Ve>0,3N>0, 当 7> 
Dj a nxt 
k=1 =1 
N 
6 e 1+ oA) 的 
ee t=1i EE 二 
N 时 之 A | < ;此 式 亿 一 + 3， 又 因 2 +™, 


页 
> CA 
k=1 
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> |+ aA) > Djarr 


3 Ni >N, 使 得 二 一 一 一 一 < 十 ,上 式 有 < 子 “人 一 "一 + 
x 
Za “ Dar 1 
=1 k=1 
NL - . NN 
CA 2 
三 , 因 习 一 一 1( 当 zx 一 1 ), 帮 33>0, 当 0<z<1-63 时 ,用 一 < 
2 Sa 
k=1 
2, 于 是 当 n> Ni,0<1- z<8 时 ， 上 式 < 玫 ， 2°1+ 方 = 证 毕 . 


。 mn Un no 
※5.3.7 设 一 -=a 2 =2,3,: ,|al < 


Tat1 = Xa + cv ,n=1,2,.%,c>0. 
求 lim zw: 
交 5.3.8 设 a, 之 0(n=1,2,…), 祖 ) 4asx" 当 -1<zx<1 时 收敛 并 且 有 
上 界 ,证明 ; 
1) lim, > anx" 存 在 ;2) > au 收敛 ; 
3) im 之 anX" = 和 a, . (厦门 大 学 ) 


提示 1) x 一 1- 时 ， 总 mt 7 有 上 界 ; 2) 于 的 部 分 和 有 界 ; 
3) [0,H 上 az 一致 收 伍 . 


5.3.9 设 F(z)= 人 asz" 的 收敛 半 径 为 尺 = + oo. 


令 万 (z)= Dh ar. 
求证 : 当 n 一 + oo 时 
ff rTIFz)) (asz 生 0). 
提示 “收敛 半径 R= + 一 V[a,b] 上 广 宇 六 并 且 广 ,三 一 致 有 界 ， 
3A>0, 使 f(x)E[-A,A](V zrER). 
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再 提示 /在 [ ~ A,A] 上 一 致 连续 二 一 7(7(z)) 革 /CA(z))( 当 
woo) 关 于 xzE[a,b] 一 至 

女 5.3.10 求 级 数 >) n2# zav-! 的 收敛 区 间 与 和 函数 . (华中 师范 大 
学 ) 加 

《 收 策 区 间 ( -11) ,端点 发 散 ,和 = 27》 


交 5.3.11 证 明 


(— 1)"-! 
= (2n -1)(2n+1)3" 


(西南 师范 大 学 ) 
提示 ”参看 例 3.1.19, 可 写 出 xarctan z= 5 (Ds rl. 
再 提示 “上 式 逐 项 积分 可 得 左边 等 式 ,分 部 积分 可 得 右边 等 式 . 
x 5.3.12 验证 积分 | In Tz 2 过 存在 且 等 于 2 Z T6577 (湘潭 
大 学 ) 


提示 xz in 


2xvV3 -9 
18 “ 


1 
于 

=v 了 | Xarctan Zdz = 
0 


1+x _ 


jd 2a-2 
a 
三 2 之 | 元 TI 在 [0,1- sj] 上 逐 项 积分 ,然后 令 所 一 人 


另 解 令 。 = 拉 荆 作 变换 ， 原 积分 = 2 de 再 令 w= 上, 则 


-2 lInvw dw 见 下 面 5.3.14 工 -> 1 
1— vw 4 <{ (2n -1) 


*5.3.13 试 证 : 
"etan thn xz] ; 二 2 
(四 川 大 学 ) 
提示 利用 am 1= 了 (- 1)"! 坊 -ltl<1). 
令 0<e<zx<1, 在 [se,x] 上 逐 项 积分 ,然后 令 e->0* 


x x5.3.14 证 明 ;4= 人 严 于 dr,B= | Edr,C= [| z 
x 


-1 
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收敛 ,并 求 其 值 ， 
提示 x=0 为 奇 点 , 当 0<x<< 方 时 有 


3 ,| Ez| <2jin zx|， 1 | <4 ln 
避 证 A.C 收 儿 .利用 分 部 积分 ,a(1+ ) 的 展 式 站 ,1 上 可 滨 项 积分 .C- 
x _3 x 、 
五 ,4= 也 C 本 ,B=2C= -也 


※5.3.15 设 短 级 数 > wz" 的 收 伍 半 径 大 于 0, 证 明 : 
D lim DY er” =0; 


2) 如 果 a1 志 0, 并 且 在 原点 的 一 个 邻 域 里 ,| 了 ) az" | 之 la | 1x1- 
2z' 逐 点 成 立 ,那么 la, | 二 2.( 厦 门 大 学 ) 


§5.4 Fourier 级 数 


， ”Fourier 级 数 是 函数 项 级 数 的 一 种 特殊 形式 . 它 是 研究 和 表示 
周期 函数 的 有 力 工具 .本 节 我 们 将 围绕 展开 与 收敛 问题 进行 讨论 . 

导读 此 部 分 内 容 相 当 重 要 .可 能 由 于 计算 过 长 ,考研 题 相 对 
较 少 . 


一 、 正 交 系 
要 点 ”要 证 明 | yp, (xz) 在 La,5] 上 正 交 , 即 要 证 明 
| pz) paz)dz=0 (mR 时) 


例 5.4.1 试 证 明 Legendre 多 项 式 


2 d" (zx’ —1)” 1 d(x ~1)" 
X,(z)= 2°n1 dz Gn Tn dr” 


PR 之 值 . 
证 记 
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“7 (x —1)"=(z-1)"(r+1)", 
则 ww ,yu ,…,u "了? 当 工 = 1 时 为 0. 且 


X, (x)= OT ") 
为 的 n 次 多 项 式 . 设 m<n , 则 X,( 工 ) 为 m 次 多 项 式 .反复 应 
用 分 部 积分 法 (n 次 ), 有 


Ql | Xz)X, (x)dz 
- | u(r)X, (zr)dz 
ee 
-nx (zdz 
一 一 人 ur D(x)X', (rx)dr=.. 


=(-D"[ u(rz)X" (zr)dzr 


=0 (因为 X, (z) 是 m 次 多 项 式 ,n>m 可 知 XX 人 (xz) 二 
0). 这 就 证 明 {X， (z)} 有 正 交 性 . 


用 类 似 的 方法 可 求 出 「 (Cr)dr=7 7. 
-1 n+i+1l 
例 5.4.2 设 序列 |y, (z)} 满 足 方程 
[CD ]tam 0 (Vrelassl) 
(n=1,2,.…) 
(其 中 nm 时 4, 二 4) 及 边界 条 件 
ys (a)=y,(6)=0. (2) 


试 证 {y, (xz)| 在 [a ,5] 上 为 正 交 系 . 


证 自 (1),4y,= -在 [p(x) 宾 ], 于 是 
‘582 ， 


b [4 
:| yyn dz = | AsYn Ym dz 


下 [ev 


-p(zD) 守 | + 2 全 这 de 
-| ba (3) 
注意 此 式 积分 号 下 的 y, , y, 地 位 是 平等 的 ,将 m,n 互 换 得 
4 ywaz= az) 衬 各 az. (4) 
(3) - (4) 得 -ao) yyn dz =0, 
故 . | ydz=0 ( 当 nm 时). 


例 5.4.3 设 0<Al<A<…<4, 达 … 满 足 
osin VA +tVAscos Val=0 (o>0). 
求证 : | (x)| = {sin V4,z| 在 [0,1] 上 为 正 交 系 ,并 求 


| (dz (用 o,4, ,1 表示). 
提示 利用 三 角 公式 计算 积分 | yy (zx)y(z)dz( 澡 后) 及 
[ 2 (z)dz ,并 对 结果 应 用 题 设 的 关系 式 . 


二 、Fourier 系数 
要 点 若 f(x) 以 2 为 周期 ,在 区 间 [ -x,x] 上 可 积 , 则 
-二 | f(x)cos nrdr, n=0,1,2,., 
-二 人 rz)sn nzdr, n=1,2, 
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称 为 f(z) 的 Fourier 系数 .和 + > (avcos nx + 6b, sin nz ) 称 为 


f(x) 在 [一 x,x] 上 的 Fourier 人 由 此 易 知 Fourier 系数 有 如 下 
性 质 . 

1) 车 AP(z), 户 (z) 的 Fourier 系数 为 ac 由 ,560 与 ca ,80 ， 
则 函数 F(z)= afi (xz) 土 Bf; (xz) 的 Fourier 系数 为 ; 

a = ad 人 tpBa® (n=0,1,2,.…), 
b=ab tt +BY (n=1,2,.…). 

2) 若 f(z) 在 [一 x,x] 上 连续 ,分 段 光滑 ,a, ,5, 是 f(z) 的 
Fourier 系数 ,利用 分 部 积分 法 , 易 知 广 (z) 的 Fourier 系数 (用 a ， 
六 表示 ) : 

b=—-na, (n=1,2,…), 当 f(-x)= f(x) 时， 

ao=0,a’=nb, (n=1,2,.…). 

3) 车 f(z) 在 [~x,x] 上 分 段 连 续 ,a, , 是 它 的 Fourier 系 


数 , 则 不 难 验证 , F(z) 二 | (7D- 插 EL 的 Fourier 系数 (用 
A, , B, 表示 ): . 


下 面 让 我 们 再 来 证 明 一 些 性 质 . 

例 5.4.4 1) 设 f(xz) 以 2x 为 周期 ,在 (0,2x) 内 有 和 界 , 试 证 : 
车 A(x) 避 , 则 系数 5, 之 0; 车 f(z)7, 则 6,0(n=1,2,…); 

2) 设 F(z) 在 (0,2x) 内 广 (z) 有 界 , 试 证 : 若 六 (zx) ,7, 则 
4 之 0; 若 f(x), 则 a,<0(n =1,2,…); 

3) 设 f(x) 在 (0,2x) 上 可 税 , 试 证 :车 


F(z)=| (ep - 插 jaes， 
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则 fF 的 系数 a, 之 0; 若 F(z)7, 则 a, 0(n =1,2,.…). 
证 1) 将 [0,2xjn 等 分 , 则 


GD 经 


- 工 | f(x)sin nzdz = 二 > f(x)sin nzdz 


= 了 [站 ji (zs nzdx + re 3 in nzdz | 


= 2 立信 2 f(x)sin nrdz 一 


[Al + sin ntdt | (其 中 T= tt 加 


(DD) 入 


(和 二 这 


GD [f(z) -f(z + sin mizdz 之 0. 


= 工 | 
(这 是 因为 Az) NN,f(z) /z+ 至)>>0; 又 因 区 间 [ (1 一) 入， 
(: - 志 )] 上 sin nz 之 0. ) 


2) 与 3) 可 利用 要 点 2,3 的 关系 得 到 . 
例 5.4.5 设 f(z) 是 以 2r 为 周期 的 函数 ,满足 a 阶 Halder 
条 件 ( 亦 称 a 阶 的 Lipschitz 条 件 ): 


[f(x)- f(y)LIz-yl" (0< c 委 1). 
证 明 : a.=0 (去 ) ,6.=O[( 去 ) ( 当 n 一 吕 时 ). 
证 ,= 去 | f(x) nzdz (1) 
(S$ z=i+£) = [f(t E)eosn tr) 
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= -去 | (+ 三 jos nidi 
= -到 | /s+ Je nzdz. (2) 
(1) (2) 平 均 得 
a. = 去 | [f(z) -f(t )]eos nzdz. 
los 云 | -f(z+E)|leos nzldz 


<L" (2)|. leos "zldz<L(E). 
因此 1a,| = 0 关外 类 似 可 证 141= (去 ). 
例 5.4.6 设 F(z) 有 界 , 周 期 为 2r, 并 在 (- r,r) 上 逐 段 单 
调 , 试 证 w = O( 立 ) ,=O (二 )( 当 n 一 oo 时 ). 
EI 0 f(z)eos nzdz 


(Sz=+ttr) = 人 (一 Cur y f(z a 
(k= -nt+1,. ,0,1,: ,1). 

同 理 a, = A( k tx oos nzdz. 

二 式 平均 得 a, = = 人 < [f(z+ tr)- a tet 


(k= -nt+1,.,0,1,2,.…,n). (1) 
(1) 中 的 2 个 式 子 相 加 求 平均 ,得 


la.|= 去 | 志 > D)*[/ f(z+ kr) 
-人 和 一 
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1 «| |eos nzdz |: 
n 


1 fF k k-1l 
委 一 一 十 二 区 | 一 十 
< .二 f(z n r] f(z n "| 


|cos nzldz 


< Vr | | cos xzldz< 元 Vr (2) 


(其 中 Vf = sp| D1 f(z) - fz): - =x0 < < 


=x| 表示 在 [一 x,x] 上 的 全 变 差 . 因 f(x) 有 界 , 且 分 段 单调 , 故 
Vf< + oo).(2) 式 表明 0, = 0 元. 同 理 可 证 .=o0 人 二) 
证 工 (借助 于 Stieltjes 积分 ). 


= 元 |- COz)cos nzdz= 去 | f(x)dsin nx 
-人 上/(z)sin xz| -去 | sin nzdf(z) (3) 
= -去 | sin nzdf(z). 


因此 | a， 


< 去 二 |[ sn nzdf(z) | 


@ ”对 于 Stielties 积分 ,分 部 积分 公式 亦 成 立 . 设 -x=xwo< zi<…<zi=x 为 任 
一 分 划 , 则 


££-1 


£1 : 
(8)Asin nei = 2 /ELsin nz ma] 


sh 


(5_-i)sin mri 一 3 CS)sin nz 
f=0 


£1 
= f(&-1)sin mr 包 [f(€)- AS-D]sn nx- f(éo)sin n( ~- 下， 
其 中 Xi 6; zi i+1， 令 和 = ox a +1™ Xi 1 一 0， 取 极 限 ， 即 得 此 式 (3). 
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® 1 1 ™ 
一 * 魏 一 ， 9 
x lsin nr|l* Vf 7 Vf 


所 以 a,=0( 记 })- 同 理 可 证 6, =O (二 | 
六 三 、 求 Fourier 展开 式 


a. 求 Fourier 展开 式 的 基本 方法 
要 点 1. 将 [a ,8] 上 可 积 函数 展 为 Fourier 级 数 , 最 基本 的 方 
法 是 :i) 按 系 数 公式 计算 系数 


了 | J(z)cos dr,n = 0,1,2,.…, 


b, = 于 | /Cr)sin dr,n = 1,2,…,， 
其 中 /= 4. 训 将 算出 的 系数 代入 级 数 


Qo ~ nnz , NAx 
一 - 十 十 一 一 一 
f(z) 5 2 Qa C0s 一 b, sin 一 一 . 


年) 根据 收敛 定理 ,判定 一 可 改 为 等 号 的 范围 . 若 ALz) 在 [a ,5] 上 
分 段 光 滑 @ ; 则 级 数 的 和 函数 


中 | Zsin néAf( zx;) |< max, | sin nx |， 2 [f(xin1) -zi | 


x 


x 
委 ”max 1sin az  V 7 
-xz<x 

-x 


令 人 三 max| zi+1 一 zi | 一 0 取 极 限 , 即 得 
[fs nrdf(xz) | 魏 _Iax | sin nz | V f. 


@ 分 段 光滑 意 指 : 可 将 区 间 [a ,5] 分 成 有 限 眉 ,在 每 个 小 区 间 内 部 函数 有 连续 的 
导数 ,在 小 区 间 端 点 ,函数 f 与 六 有 单 俩 极限 . . 
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fx), 当 zxE (4,5) 为 f(z) 的 连续 点 ， 


/x Az+ 罗 ，。。 当 xE(a,6) 为 f(z) 的 间断 点 ， 
S(z)= 
™ 3[f a+0) + f(5 -0)], 当 xz=a,b 时， 
星 周期 ， 其 他 . 

特别 ,车 f(z) 以 217 为 周期 ,或 只 在 [ - 1, 直上 有 定义 , 则 上 面 
系数 公式 里 ,应 取 区 间 [a ,5]=[- .此 时 若 f(z) 为 奇 ( 偶 ) 函 
数 , 则 a, =0(2, =0); 此 外 还 不 难 验证 若 fF(Cz ) 为 奇 ( 偶 ) 函 数 且 
(0,7) 上 和 JOC-z)=Fz), 则 aa =pb =0(6b, = az,t1 = 0); 若 
F(z) 为 奇 ( 偶 ) 函 数 且 (0,!) 上 f(1 -zx)= -COz), 则 as=6ii 
=0(6, = a2, =0). 

值得 注意 的 是 ,可 积 函 数 在 指定 区 间 上 的 Fourier 展开 式 是 唯 
一 的 ,而 三 角 展 开 式 是 随意 的 了 .将 F(z) 以 不 同 的 方式 ,开拓 到 比 
[a,5] 大 的 区 间 上 ,在 较 大 区 间 上 求 开拓 后 的 Fourier 展开 式 ,就 
可 得 f(z) 在 [a,5] 上 不 同 的 三 角 展 开 式 .例如 [0,1] 上 给 定 的 函 
数 F(z), 若 将 F(z) 奇 开拓 到 [ - /1,0) 上 便 可 获得 a, =0( 即 只 含 
正 弱 ) 的 展开 式 . 若 将 f(z) 偶 开拓 到 [ - ! ,0) 上 , 便 可 获得 b, =0 
〈 即 只 含 余弦 项 ) 的 展开 式 . 

2. 由 Fourier 级 数 的 定义 ,及 积分 的 性 质 易 知 Fourier 级 数 具 
有 可 加 性 :二 函数 之 和 的 Fourier 级 数 ,等 于 它们 Fourier 级 数 之 和 
(同类 项 合并 ). 

3. 由 Fourier 级 数 的 定义 及 正弦 .余弦 函数 系 的 正 交 性 易 知 


三 角 多 项 式 宁 + > (akcos kz + bisin kx ) 的 Fourier 级 数 , 是 它 


本 身 . 
4. 若 FLz) 在 [ ~r,x] 上 正常 可 积 ,或 有 奇 点 但 绝对 可 积 ,有 


@ 其 系数 不 要 求 是 此 函数 在 此 区 间 上 的 Fourier 系数 . 
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如 下 的 Fourier 级 数 : 
Hz) 一 字 + 之 (acos nz + b,sin 7 )， 


则 不 论 此 级 数 是 否 收敛 , 若 收敛 也 不 管 是 否 收 敛 于 F(z), 恒 可 逐 
项 积分 : 


[ (AD- 插 jdz= > | (a, cos nt + b, sin nt)di, rE 


[一 zs]. 并 且 此 式 必 是 函数 p(z)= | (GOP 2 ja 在 [一 x， 


xj 上 的 Fourier 展开 式 . 
S. 若 F(z) 连 续 、 分 段 光 滑 , f(z) = fF( 一 x), 有 Fourier 展开 
式 : 


AF(z)= 字 + 六 (a, cos nz + bsin nz), TE- 7x,x]. 
则 逐 项 求 导 之 后 , 便 得 到 了 (x) 的 Fourier 级 数 
f(z)~ > (avcos nr + b,sin nr). 


若 附 加 了 (z) 分 眉 光 滑 的 条 件 ， 则 三 的 Fourier 级 数 收 敛 于 
f(x+0)+ f(r- 0) XE(-—XA,A). 


若 再 加 上 了 (z) 连 续 的 条 件 , 则 得 广 (z) 的 Fourier 展开 式 : 


f(x)= >) (acos nz + bsin nr) ,(— n,n). 
n=1 


车 了 (一 x) = 了 (7x), 则 此 展开 式 对 于 + 也 成 立 . 

去 例 $.4.7 设 F(z)=r-zzE(0,r). 

1) 将 f(x) 展开 为 正弦 级 数 ; 

2) 写 出 和 函数 的 表达 式 , 绘 出 和 函数 图 形 ; 

3) 该 级 数 在 (0,x) 上 是 否 一 致 收敛 .( 厦 门 大 学 ) 

解 1) 将 f(xz) 作 奇 开拓 到 [ -r,0] 上 ， 求 开拓 后 的 函数 在 
[一 ,x] 上 的 Fourier 级 数 .这 时 
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as=0 (n=0,1,2,…), 


5= 二 | (x— x)sin nrdz 
.To 


1 


2 x 2 x 
一 全 (rr 一 工 )cos nr -去 | cos nzdz 
nn 0 nnJo 


= 


n 


因 开 拓 后 的 函数 分 段 光滑 , 据 收 敛 定理 ， 


oo 


f(z)= > Zsin nz, 当 x E(0,x) 时 . 
2) 级 数 和 函数 
起 一 之 ， 在 (0,rx) 内 ， 


2 . -rr+Zz， 在 (-r;,0) 内 ， 
>) sin nz 二 
“1 7 0， 当 工 =0, 士 r， 


呈 周 期 ， 在 [ -rz 外 . 


oo 


其 图 形 如 图 5.4.1 所 示 . 


图 5.4.1 


3) 该 级 数 在 (0,x) 内 非 一 致 收敛 .因为 在 区 闻 端 点 z=0、x 上 
级 数 收敛 ,假若 级 数 在 (0,7) 内 一 致 收敛 , 则 级 数 在 [0,x]1 上 一 致 
收 全 ,和 函数 应 在 [0,x] 上 连续 .矛盾 . 

为 了 计算 简便 ,有 时 可 以 更 换 区 间 求 展开 . 

六 例 5.4.8 试 将 
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_ |1-z,0<zr<2, 
17) |, -3,2<r<4 
在 [0,4] 上 展开 为 余弦 级 数 ， 

解 将 f(z) 作 偶 开 拓 到 [ -4,0) 上 ,从 图 形 易 知 , 求 开 拓 后 
函数 的 Fourier 级 数 ,最 小 周期 实 为 4. 因此 我 们 只 要 在 [ -2,2] 上 
求 展 开 式 即 可 .这 时 

站 ,=0(2=1,2,…)， 


2 2 
ao 二 万 ， (1-x)dz=0， 


2 
= 子 | (1 ~ x )cos dz 
0 


= -4 [(-1)"-1] 
nn 


0， n 为 偶数 ， 
|e, 为 奇数 . 图 5.4.2 
nn 
故 > 
f(x)== 有 六 本 Heos SE ,10,4]. 
交 例 5.4.9 人 
( )= 之 ， 0 过 zx<1, 
入 了 二 2- 过 ，1 委 zx 二 2 


在 [0,2] 上 的 Fourier 展开 式 . 
提示 求 |z| 在 (一 1,1) 上 的 Fourier 级 数 . 
交 例 5.4.10 求 - 
_10 -Xz 二 0， 
f(z)- sin xX, 0< zx 
在 [一 x,x] 上 的 Fourier 展开 式 . 
解 将 /(xz) 改 写成 
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f(z) = Et in| 

去 1sin z| 为 偶 函 数 , 且 在 [0,x] 上 满足 f(x-z)= f(x), 因 此 
到 1sin 元 | = 字 + > Q2n COS 271， 

其 中 Qazn = 区 | 到 sin cos 2nzdxz = -hj 

所 以 ， 

f(x)= 2 (0<lzl<®). 
交 例 5.4.11 1) 将 周期 为 2x 的 函数 

f(z)=Fr(2r- x), 2E[0,2n] 


展开 为 Fourier 级 数 ,并 由 此 求 出 > 二 


2) 通过 Fourier 级 数 的 逐 项 积分 求 出 出 这 二. 


(复旦 大 学 ) 
解 1) =i 村 z(2x-z)dz= 可 mr 
< 工人 所 z(2x 一 Jeos nzdz = -证 


6, 


1 + 工 ; z(2r- x)sin nzdz= 0 
于 0 

- (=1,2,.), 
且 f(x)= 寺 x(2-z) 在 [0,2r] 上 处 处 可 导 , (0+0) = f(2x0)， 
"根据 收敛 定理 有 . 

于 z(2x- 并 ) 二 2 hee nz ( 当 zE€[0,2x]). (1) 
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n 


2) ,根据 Fourier 级 数 逐 项 积分 的 定理 


有 
xz T1 _ 四 1 :4 _ ~、1 『 
| [#2 zt ) ET™ dz 之 产 cos 71tdt， 
12 1 
即 TT- + 五 2 jin nz. 


此 式 为 左 端 函数 的 Fourier 展开 式 . 同 理 继续 逐 项 积分 两 次 ,得 
-Ler + -2 = SL = 到 -了 jzE[0,2r]. 


36: 48 340 Aini\ n 
令 z=2x 可 得 
| "ll_l 
nr 90™ 


例 5.4.12 设 f(z) 是 以 2r 为 周期 的 连续 侦 函 数 , 它 的 Fou- 
rier 级 数 为 


AF(z) 一 字 + Barcos nz. 
求证 : 

1) 函数 H(zx) = 元 | f(z+t)f(1)dt 是 以 2x 为 周期 的 连 
续 偶 函数 , 它 的 Pourier 级 数 是 


H(z)~ + Yu Qa“ COS nr. 


n=1 


2) 字 + 二 axcos nz 一 致 收敛 于 五 (z)， 


(同济 大 学 ) | 
证 1) VzoE(-%, + oo )， f(z+ 4)/(+) 作 为 二 元 函数 在 
Tzo -1X 人 Xo+1, 一 x 忒 t1 世 x 上 连续 ,所 以 | 


ECz) = 过 | f(z+1) f(t)dt 
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”在 zo 处 连续 . 即 瑟 (z) 在 (- ,+ %) 内 处 处 连续 . 
又 四。 有 (-z)= 元 | /etd 
( 令 - 工 +t=2) = 二 | fu)f (ut zx)du 


= 去 | flutz)f(u)du=H(r) (VzER)， 


所 以 五 (z) 为 偶 函 数 . 用 a’ ,2 表示 五 (z) 的 Fourier 系数 , 则 5 人 
=0(n=1,2,.…), 


= 1 je 1 pr Dra)ar 


因 f(x + 1) f(z) 作 为 二 元 函数 ,在 -x 志 + 志 x, -rr 和 :上 委 r 上 连 
续 , 积 分 可 以 交换 次 序 .因此 令 w=xz+z, 则 


| maz+odz = fu)du 
= 过 | fu) du =ao, 
于 是 ot a f(t =a: 去 | fC)de=a. 
co 二 ‘H(zx)eos nzdz 
1. 
z = 二 人 元 | f(z + Deos nzdz jr(e)dz. 
令 z+z=w, 则 ， 


i ore) rt 


i 


Ef PKz+aeos nzdz 
= 荆 [x wu)cos n(u—t)du 
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= (| fC)eos nudu je nt 


全 。 
十 (元 | fsin nudu jsin nt 


= a,cos nt. 
于 是 , 

a = 二 asf(t)cos ntdt=as (n=1,2,…). 
故 H(z)~ + pe cos nx. 


2) 因 f(z)~ 全 + DD aeos nz, 


由 Bessel 不 等 式 ( 见 例 5.4.20 之 注 ) 知 字 9 + > 必 收 伍 , 于 是 由 
| a2 cos la Yen 
知 级 数 En > ozcos nz 
在 (- ,+ oo) 内 一 致 收 化. 记 和 函数 为 S(z) ,如 此 S(z) 连 续 ， 
有 SC(z) -+ 让 ozcos nz 是 S(z) 的 Fourier 级 数 . 即 H(z)， 
S(z) 二 连续 函数 有 相同 的 Fourier 级 数 , 因 此 万 (z)== 3(z)， 
a 于“ cos nz H(z ) . 


b. Fourier 展开 二 的 一 一 些 别 的 方法 


六 例 5.4.13 已 知 f(z)= 工 在 (一 r， "上 的 Fourier 展开 式 
为 


= DD gin mei 1z|1<x. (1) 


试 求 函数 p(xz)= zsin 二 在 [ - r,r] 上 的 Fourier 展开 式 . 
解 ”利用 三 角 公 式 ,由 (1) 得 


oo (一 1 和 1 
Xsin x = > 二 2sin nzsin 并 


二 1 
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_ 1- 蚊 5+2 全 1)” 


CD oos nr 〔〈(| zl<r). 
因 所 得 级 数 当 | xz | < 时 一 致 收敛 , 故 为 Fourier 展开 式 . 又 因 
sin Z - =0, 所 以 展开 式 在 x = tx 时 亦 成 立 . 

值得 注意 的 是 :上 例 使 用 的 方法 ,具有 普遍 性 .我 们 有 
例 5.4.14 设 f(z) 有 如 下 的 Fourier 级 数 : 
f(z)~ 字 + > Qu Cos nz + b,sin nx. 

试 证 :将 级 数 逐 项 乘 以 sn x ,可 得 F(z)sin x 的 Fourier 级 数 

f(zx)sin z+ > (3 bi 


Qn-l Qnt+1 . 
COS 1 十 sin nx | . 


证 ” 逐 项 乘 以 sin z 之 后 ,利用 三 角 公 式 可 得 


FSin z+ > a [sin(n +1)zx-sin(n—1)zx] 
n=1 


十 > 六 二 [cos(n -1)z~cos(n+1)z] 


1 ， 1 。 
Fsin 工 二 万 > dn-1SIn nT 一 却 > Ce+1SIn nx 
n=2 n=1 


1 忌 1 ~ b 
本 之 b, -1008 7 十 订 之 DeD8 az 十 万 
( 记 bo =0) 
= (oe net 2 gn nr) 


此 级 数 实 为 F(z)sin z 在 [ 一 x,X] 上 的 Fourier 级 数 . 
因为 车 用 a, , 8, 表示 f(z)sin z 的 Fourier 系数 , 则 


Si 
_1r . 3 
-元 | f(x)sin zdz=D， 多 A 
" St 
I 和 
= 元 | f(x)sin xeos nrdzr pa 
(yy 
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| f(x)sin(n +1)rdz 


-去 | f(z)sin(n 一 1)zdz 


= 计 (6.N 一 名) 和 a=12m， 
同 理 
B= (a 一 ae) nl 
例 5.4.15 求 函 数 
_ sin nx 
f(x)= 2 PF siz (DD 
的 Fourier 展开 式 (181<1). 
解 I 因 0<1z| 志 地 时 ， 
sin nz 2n 
| 站 四 入 1p| 


且 由 比 式 判别 法 知 >) 181"2 收 伍 , 故 级 数 (1) 在 | - 也, 到] \ 


1{01 上 一 致 收敛 ,从 而 f(z) 在 其 上 连续 ,在 x =0 处 为 可 去 间断 . 
类 似 可 知 ,f(z) 除 x =krlk=0, 土 1, 土 2,…) 有 可 去 间断 之 外 ， 
处 处 连续 ,f(z) 在 [ 一 x,x] 上 可 积 .由 式 (1)， 


f(x)sin z= 六 prsin nz. (2) 


显然 ,级 数 (2) 在 ( - co , + co) 上 一 致 收敛. 以 a, 、b, 表示/(z) 的 
Fourier 系数 ,利用 上 例 结果 我 们 有 


6 =0, 六 (bn 一 5,_1)=0, 从 而 可 知 5, =0 (n=1,2,…). 


又 序 (c. a)=p, (3) 


[这 是 1a, | 中 间隔 一 项 的 递 推 关系 ,因此 下 面 只 要 求 出 ce , 便 可 依 
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次 求 出 ai ai…y ay 车 求 出 了 a1; 便 可 求 出 C3C59 "ss | 
azm+1，"…] 从 而 、 
CQ2n-2 CQ2n =28” ， 


于 是 Q0 一 BD) 022 00) =2 DB"! = 1 (4) 


同 理由 an 一 antli 王 28” 

4 _ 2p | 、 
得 ai TpF (5) 
由 (3)、(4)、(5) 式 可 得 a, = ep ,n=0,1,2,.. 


故 fn) ~ Boos ne (~-oo<r<+™). 
上 级 数 一 致 收敛 , 故 为 f(x) 的 Fourier 展开 式 “ 一 ”可 改写 成 


解 I (复数 解法 ) 若 x 为 复数 , 令 Im > 表示 x 的 虚 部 .于 是 
1 一 。 ‘1 ~ iz Nn 
f(zx)= gn 7 8 sin nz = mm zm (pe ) ] 


-_ 1 an 人 (全 )= B Ime’(1- pe“)] 
snz \l-Be’) sinz(1-pBe)(1i-— Be™) 


二 一 一 -一 一 一 -一 一 一 B 一 
(1- Be”)(1- Be ™) 


=1-Be +l-pe ~-(-pe -pe t+ 有) B 
CI 二 pesJ0 pe™) 工矿 


-ee 
2 加 
-T+ DP nx. 


因 上 级 数 在 [ - x,r] 上 一 致 收敛 , 故 为 Fourier 展开 式 . 
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注 本题 如 直接 用 系数 公式 计算 积分 ,也 可 以 做 出 ,但 十 分 麻 


烦 . 
例 5.4.16 求 f(x) 二 -7 x(191<1) 的 Fourier 
展开 式 . 
解 (复数 解法 ) 令 z=e”,z=e ™”， 
则 sin z= 坟 (z 一 z),cos 区 = 六 (z+). 
于 是 
_1/ 1 .1 
f(z)= 击 (I 二 站 ) 
= (9)" - D(z)"| 
二 2 = 之， dsin zz( 一 co<z<+co). 


例 S.4.17 求 f(x)==In(1 一 2gcos z+g)(9<1) 的 Fou- 
rier 展开 式 ,并 计算 积分 


| lIn(1~2acos z+a’)dr (-oco<au<+oo). 
0 


提示 “可 用 复数 解法 ,或 先 求 广 (z ) 的 Fourier 级 数 (利用 上 
题 结 果 ) ,然后 逐 项 积分 .最 后 
0， 当 |x| 委 1， 


“In(1-2 + a )dzr = 
| acos zt a )dz 2x lnla|, 当 |a|>l. 


四 、 综 合 性 问题 

例 5.4.18 设 f(z) 在 [a,65] 上 可 积 ,试用 Fourier 展开 式 证 
. 明 | 
| lim| f(x)|sin nzldz=2 | f(z)dz. 


方法 ” 先 将 |sin nz | 展 成 (一 致 收 钙 的 )Fourier 级 数 , 逐 项 乘 
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“以 f(z), 再 逐 项 积分 , 逐 项 取 极 限 . 利 用 一 般 教科 书 中 的 Riemann 
引 理 9 , 便 知 极 限 为 二 | /(z)az. 
证 1 1sin z| 有 一 一 要 收 钱 的 Fourier 展开 式 


COS 2kzx 


lsin zl= 夺 -人 4 co ,十 oo ). 
因此 
li ne| = 和 全 A,T]. (1) 


2” 用 有 界 函 数 饥 乘 一 致 收 伍 级 数 的 各 项 ,所 得 级 数 仍 一 致 收 
敛 . 故 


f(z)lsin z| = 和 f(x) -4 3 co， [ xr] 
一 致 收敛 ,可 逐 项 积分 : 
| fC) lsin nzldz =2 | f(z)dz 


_4 & [(* f(z)cos 2knzr 
元 人 A dz. (2) 


3 设 |F(z)| 和 M(VzE[a,5]). 级 数 (2) 的 通 项 


cos 24nzdz M.(6b—-a) 
4 一 1 4 有 2 一 T 


ED UE 因而 级 数 (2) 一 致 收敛 (关于 ). 


4° 在 级 数 (2) 中 , 令 令 n 一 吕 逐 项 取 极 限 ， 并 利用 Riemann 引 
理 , 则 得 


lm| flz)lsin nzldz= 宇 | flr)dzr 


< 


车 f(z) 在 区 间 [a,65] 上 可 积 ,或 无 界 但 绝对 可 积 , 则 
lim [f(z)sin prdzx =0, lim | rdz =0. 
p>+ooJa p+ oJa 
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6 
4 | fCz)eos 2knzrdz 2 5 
-二 > lim— = 三 | f(x)dz. 
k=1 “TT 2 


4& -1 
证 毕 . 
注 请 跟 例 4.1.9 及 例 4.1.10 进行 比较 . 
由 Fourier 展开 式 可 得 到 别 的 展开 式 . 如 ; 
例 5.4.19 已 知 f(xz)=cos orz(a 半 整数) 在 (-r,r) 上 的 
Fourier 展开 式 为 


Qcos nz 


,|1 ,~ ， 
COS QZ = Zsin CQ 52 十 之 (1 Zn 。 (1) 
试 证 下 列 展开 式 成 立 : | 
1 1 二 2z 
元 元 + 之 1) (2) 
.， __1, ~ 1 1 
ii) co 和 2 (si) (3) 
i 1 1 2 
证) tan z+ = 2 28Ti | 
工 一 Tx T+ 一 上 一 
2 
(4) 
解 将 (1) 式 改写 成 : 
T cosar_ 1 /QCOs Ax 
2 sinar Za 之 ( 1) ”27 一 7 开 ， (5) 


令 z=0, 再 把 ax 改写 成 x, 即 可 得 (2) 式 . 

在 (5) 式 中 令 z =, 表 将 ax 改写 成 ,可 得 式 (3) .最 后 ,利用 
tan z= 一 cot- 至) 可 得 式 (4) 

下 列表 明 ,在 均 方 意义 下 ,采用 Fourier 系数 ,可 使 三 角 多 项 式 
逼近 达到 最 佳 . 

六 例 5.4.20 假设 函数 f(z) 在 闭 区 间 { 一 x,x] 上 可 积 ， 
T, (xz) 为 三 角 多 项 式 ; 
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Ti(z) = 名 + > (a co0s hz + Bisin hz). (1) 
试 求 系数 Qk ,有 使 均 方 误差 
5 = 元 | lf(x) -T(x) hdr (2) 


最 小 . (中 出 大 学 ,中 国人 民 大 学 ) 
解 . WDA, 乘 开 并 利用 三 角 函 数 的 正 交 性 ,可 得 


0<6, 二 元 f(x) T(z dz 


a 


2 [ra -Dlacos hr + Bsin hr)] dz 
"| .rdr - 计 [ 和 + 宫 (a + 的] 


+ 去 仁 (ao 一 ao)” 十 六 (un 一 a) 十 (B. 一 6:)” | 
其 中 a ,bi 是 了 的 Fourier 系数 .可 见 当 | 
ar a(Rk=0,1,2,) ,B= b,(k=1,2,.") ， 
时 56, 最 小 ,此 时 


oy 


5 = 和 = 到 .Az)dz 一 让 [多 + De + 62) | (3) 


注 据 5, 的 定义 式 (2), 恒 有 86, 之 0. 因 此 ,利用 本 例 的 结果 ， 
我 们 实际 也 证 明了 :车 f(z) 在 [ -x,x] 上 可 积 , 则 Besset 不 等 式 
| 去 | f(z)dz 之 时 + > (az + 62) 

成 立 .其 中 a, ,65, 是 f(z) 在 [x,x] 上 的 Fourier 系数 .另外 (3) 式 
表明 当 采 用 Fourier 系数 时 ,6, =$,( 当 nn 增 大 时 ) 利 用 这 一 点 ， 


容易 证 明 新 的 结论 . 


例 5.4.21 次 人 x) 在 [ rj] 上 连续 ， 则 有 Parseval 等 式 成 
立 : 
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x 2 oo 
于 | Pdz= 生 + Der). a) 
证 根据 Weierstrass 逼近 定理 , Ye >0, 3 三角 多 项 式 
Ty(z), 使 得 
[f(z)- T(x)|<ez (YrzrE[-x,r]). 
从 而 5v= 云 | |f(x)- Tu(x)l*dzr<e. 


根据 上 例 , Tv(z) 的 系数 采用 Fourier 系数 时 ,9w 达 到 最 小 , 且 这 
时 的 Sv = Bw 取 上 例 式 (3) 形 式 , 当 nn 增 大 时 ,6, 4. 故 n 宇 N 时 ， 
我 们 有 
0< 时 -4+ 2 + 局 )]<s 
(D 式 获 证 
xj 上 有 奇 点 ,但 F(z) 平 方 可 积 , 则 boroevd 六 信保 近世 

下 . 面 讨 论 Parseval 等 式 的 若干 应 用 . 

例 5.4.22 试 利用 Parseval 等 式 证 明 ， 

1) 车 f 与 g 在 [ - r,x] 上 符合 Parseval 等 式 的 条 件 ,它们 的 
Fourier 系数 分 别 为 cb 与 、B， , 斌 证; 


Eee)dr= b+ Dh (ov, + 6b,8, ). 


2) 就 [ - xx] 上 全 体 连续 函数 而 言 , 三角 函数 系 |1 eos 并 ， 
sin zxcos nz ,sin nx，"…| 为 完全 的 . 即 :[ -x,x] 上 任意 连续 函 


苞 人 <) 着 与 三 角 丙 数 系 的 得 个 元 正 交 , 则 f(x)==0 于 [一 xx] 
上 . 
证 1) 写 出 f(x)+ g(x) 与 f(x)- g(x) 的 Parseval 等 式 相 
减 即 得 . 
2) 由 已 知 条 件 可 知 a, = 56, =0, 从 而 利用 Parseval 等 式 , 知 
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C0 ao 


| F(z)qz=0, 因 f(z) 连 续 , 故 f(z)=0. 


” 例 5.4.23 设 函 数 f(z) 在 区 间 [0,2x] 上 可 积 , p(x) 在 [0， 
2rj 上 连续 , 且 在 (0,2x) 内 可 展 为 它 的 Fourier 级 数 : 


9p(z)= 字 + 5 (aicos kr + bisin kr), rE (0,2r). 
人生: 
试 证 : 
f(z)y(z)=Ff(z)+ 2, (aif (x)eos kr+bf(x)sin kr) 
pe | 


(1) 
可 在 [0,2x] 上 逐 项 积分 . 
分 析 要 证 明 


| f(x) p(x)dr = | f(rjdzrt > (a f(x)o0s kz 


+ bf(z)sin kr)dr, 
即 要 证 明 : 


Lo -| f(z)dr- 》 2 artaem hz 
+ bf (xz)sin hz)dz20 ( 当 ?co 时 ). 
记 S,(z) 寺 地 + > Caneos kr + bsin kr), 
即 要 证 明 
| az)[g(z)- si(z)]dz0 (no 时 ). 
根据 Cauchy 不 等 式 ， 
[zte(z) - sz)]dz| 


二 (J F(z)as | (pe) 一 S.(z)) "dz| ， | 
由 此 式 可 知 ,问题 进一步 归结 为 证 明 ， 
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六 ee -sz))Prdz=0 (3 nro 时 ). 
0 
用 Fourier 系数 公式 ,不 难 验 证 有 

去 人 1e(z) - SCz)?dz 


1f* > 1 2 
= 元 |, m(z)dz -去 + (+ 后) 
由 于 p(z) 连 续 ,根据 Parseval 等 式 ,上 式 右 端 当 ”一 co 时 趋 于 零 ， 


问题 获 证 . 
注 这 里 我 们 看 到 , 若 p(xz) 连 续 , 则 


去 | (p(z)- SCz))zdz-0 ( 当 moo)， 
即 S, (zx) 在 平方 平均 意义 下 收入 字 pCz). 
交 例 5.4.24 设 函 数 f(z) 在 区 间 [0,2x] 上 可 积 ， 
2 2 
证 明 去 | Atz)(r-z)dz= 己 关 ， (GD 


其 中 b= | fz)sin nzdz (n=1,2,.…). 
(南京 航空 学 院 ) 

证 I 9?(z)=r-z 在 [0,2r] 上 连续 可 微 , 按 收敛 定理 可 得 
Fourier 展开 式 


苞 一 并 一 > Zsin nz,(0,2x). 
根据 上 题 ,可 在 [0,2x] 上 对 
f(x)(x- xz)= > 二 7(z)sin nz 
逐 项 积分 .于 是 式 (1) 获 证 . 
证 I 用 4&4， ;6 ;a ,BB 分别 表示 二 可 积 函 数 f(x)、p(z) 的 
Fourier 系数 , 则 已 知 有 关系 ( 例 5.4.22): 


Co0Q0 


二 | f(x)p(zr)dzr= 一 十 之 (ene + bp.)， 
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令 p(z)=r-z 可 得 w =0,B, = 寺 , 这 便 得 到 式 (1). 


例 5.4.25 设 F(z) 是 以 2x 为 周期 的 连续 函数 ， 
证 明 : V,(z) 世 f(x)( 当 n 一 时 ) 于 [一 x,xj 上 .- 
”方法 与 收敛 定理 的 证 法 类 似 . 

证 令 上 -过 =2，, 则 

V (x)= (2n)1! (+ ycoszr du 

， 2r(27 ~ DTI! x 2 

= 元 CTIT 全 1] | f(zt+ u)cos™" du 

-| [f(xz+u)+f(z ~ w)]Joos" du. 
利用 Wallis 公式 或 分 部 积分 可 得 


| cos*" dx = (2 -1)! 1 
0 2 Ca) 


1= (2n)11 ™ 2 
x(2n 1) T° 


因此 有 单位 分 解 


故 
_ (2n)1! < 2 
f(z) = zr | 2f(x)cos ‘Ddu, 


从 而 
va) fn) | 六 C++ 

-2f(z) Jeos"$ du | . (1) 

记 yg(z,u)=f(rtu)+t+ f(r nu) f(r) 因 f(r) 在 [ x,2n] 

上 连续 ,所 以 一 致 连续 . 故 Ye>0,35>0 (8<x), 使 得 |zx - 


Xx"|<6 时 有 |f(z)- f(z”)|< 寺 .于 是 当 zE[0,x],0<|ul<6 
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时 ,有 . z 
p(xou) [SIF Crt) fC) + f(z-w) -f(z)1<#. 
由 此 


Ql | i 
zr | | p(x,u)cos Fdu 
(2n)11! 2 
< Sr | p(x,u)leos"s du 
(2n)1! ?nd 
< 了 2n—1)11 cos cos "Fdu 
e (2n)!! < .sd Le 2) 
“T2700n -17 | z& 二 万， 
因为 f(z) 是 连续 周期 函数 ,所 以 存在 常数 M 使 得 处 处 有 
|g(z,u)|<M. 
因而 
(2n) 1 ” 2n U 
370in IT J eee Sau | 
(2n)!11 ‘ “ad 
M 0m I | cos Fdu 
(2n)1! 
M tan IT 2 covrodo (= 羡 ) 
(2n)!! “6 
<M a I" (3) 


记 = cos 疙 ， 因 0<8<x, 所 以 0<g<1， > 可 Tg 收 


敛 ， 
(2n)!1! 


Gr-TTe 0 ( 当 n>). 


帮 对 6>0， 3N>0, 当 n>N 时 ， 
(3) 式 右 端 < | (4) 
,608 . 


最 后 由 (1) (2)、(3)、(4) 得 知 


1 
V2) -f(D) <7 "| 
2xr Tr !! r P(r,u)eos" | 


EeeE 
< 万 + 万 一 e. 
即 V(z) 字 f(z) ( 当 一 co 时 ) 于 [ -rr,x] 上 . 
太 例 5.4.26 设 f(z) 在 [0,x] 上 有 连续 导数 , 且 f(x) 在 


[0,x] 上 分 段 光 滑 ， | f(z)dz =0, 试 证 : 


[ f(z)dz>[ f(z)dz. 
证 将 f(z) 偶 开拓 到 [ -x,0] 上 ,由 已 知 条 件 ,开拓 后 的 函数 
能 在 [ 一 xz] 展开 为 Fourier 级 数 ,av =0,6, =0, 且 可 以 逐 项 微分 . 


f(x)= >》) ascos nz ,TE[O,rx], 


f(r)=— 2) nasin nz ,XE[0,7r], 
二 者 均 为 Fourier 展开 式 . 利 用 Parseval 等 式 知 


< f(r)dzr= 之 1 ua 之 2 oi= 主 | f(r)dzr, 


[ f(x)dz>[ F(x)dz. 


关于 Fourier 级 数 的 一 致 收敛 问题 
因为 Fourier 级 数 如 果 一 致 收敛 ,其 和 函数 必 在 R 上 连续 . 故 
27 为 周期 的 函数 ,要 想 在 R 上 展 成 一 致 收敛 的 Fourier 级 数 ,必要 
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条 件 是 它 在 全 数 轴 上 连续 . 若 F(z) 仅 在 [ -~ r,x] 上 给 出 , 则 f(z) 
必须 在 [ - x,x]j] 上 连续 ,而 且 f( -zx)= f(7) .下 例 给 出 该 间 题 的 一 
个 充分 条 件 . 

六 例 5.4.27 若 f(z) 是 周期 为 27 的 连续 函数 ,在 [ - r,r] 
上 分 段 光 滑 , 则 f(x) 的 Fourier 级 数 一 致 收 僵 于 F(z). 


证 /f(z)= 委 + 六 (aeos nz+bsin nx) (收敛 定理 )， (1) 
这 时 f(x) 分 段 连 续 , 其 Fourier 系数 a ,5 有 关系 


a’ = nb,,b’ = .~ na, 


. (所谓 Fourier 级 数 逐 项 求 导 性 , 见 例 5.4. 4 前 的 要 点 2 和 例 5. 4.7 


前 的 要 点 5. 在 了 分 段 连续 ,f 连续 ,f( 一 x) = f(7) 的 条 件 下 ,该 性 
质 可 直接 通过 分 部 积分 得 到 . ) 


因此 
[此 处 应 y 用 了 平均 什 不 等 式 ， 如 : 


_ fa 1 /2 1 
根据 Bessel 不 等 式 , 可 知 . 
>) tasl+t 15,1<5 5) (2 04+ 古 )<+a， 
故 原 Fourier 级 数 (1) 不 仅 一 致 收敛, 而 且 是 绝对 一 致 收 伍 (于 妇 
上 ). . 

注 (任意 区 间 的 情况 ) 若 f(x) 罕 [a ,5 上 连续 ;分 段 光 滑 ， 
fla+0)= f/f(5 一 0), 则 f(z) 可 在 [a,5] 上 展开 成 一 致 收敛 的 
Fourier 级 数 . 

下 例 给 出 一 个 应 用 . 

交 例 5.4.28 设 了 (xz) 为 以 2% 为 周期 ;是 在 { - r,r] 土 可 积 
的 函数 . a, .5, 是 f(z) 的 Fourier 系数 . | 

1) 试 求 (延迟 函数 ) 六 之 + 1) 的 下 ourier 系数” 
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n 
n| 2 


aa 和 62)+ 工 . 
n 


人 
dn 
nn 


2) 若 了 连续 ,[ - xx] 上 分 段 光滑 , 试 求 卷 积 函数 
F(z) = 过 | ff(z+ rd 


的 Fourier 展 式 ,并 由 此 推出 Parseval 等 式 . (哈尔滨 工业 大 学 ) 
解 1) 将 FFCzr+b 的 Fourier 系 数 记 作 A,,B，. 


则 A, = 三 | f(xt+i)cos nrdz 
一 一 一 | f(u)cos n(u—t)du 
= 二 | flu)Leos nucos nt+ sin nu sin nt]du 


一 cos 必 ' 二 | (zx )oos nudu + sin mw 三 | fu)sin nudu 
= a,cos nt + b,sin nt (n=1,2,.…). 


类 似 地 . 
A = a0,B, ey, oos nt — a, sin nt (n=1,2,.…). 
2) 据 上 例 , 这 时 


f(z)= 字 + > cos nz 十 bsin nz 在 R 上 一 致 收 襄 . 


连续 周期 函数 f(z) 必 有 有 界 . 上 式 两 边 间 乘 以 有 界 应 数 f(z + :)， 
仍 一 致 收敛 ,可 以 逐 项 积分 . 故 : 


F(z)= 元 | DCz+ad 
= 二 | Ff(z+i)det pe (qo m +b sin m)f(x +t)d 
= 了 A + > (a,A, + 6,B, ) 
. 0) 2 m0 


9+ Pl (aaos nr + bsin nz)+b (bo08 nr — ansin nr)] 


-+ > ‘+b “)cos nx (—- oo<it<+%). (1) 
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此 式 中 令 x =0, 即 得 Parseval 等 式 
x 2 ” 
二 | f(z)dr=+ Dy (es +6°). 
由 此 即 知 (1) 式 一 致 收敛 ,进而 (1) 为 F(z) 的 Fourier 级 数 ( 留 作 
练习 , 见 练习 5.4.1 题 ). 
注 1° 求 卷 积 的 Fourier 级 数 , 本 例 与 例 5.4.12 方法 、 途 径 完 
全 不 同 . 


2” 从 (1) 式 可 知 F(z) 应 是 偶 函 数 .通过 变量 替换 也 容易 验证 
( 见 例 5.4.12). 


练习 5.4 


六 5.4.1 设 守 + 3 (ascos kr +bsin 他) 在 [ - xx] 上 一 致 收敛 , 斌 


证 它 必 是 [ - x,x] 上 其 和 函数 的 Fourier 级 数 . (西北 师范 大 学 ) : 

提示 用 a, ,6, 表示 和 函数 的 Fourier 系数 ， 利用 逐 项 积分 ， 容易 验证 
到 ,= ay 5 =b, 

、 0， -rr 和 z<0， 

夜 5.4.2 设 F(z)= 1, 0<z<n, 

1) 求 f(z) 的 Fourier 级 数 ; 

2) 这 级 数 收敛 吗 ? 收敛 于 F(z) 吗 ? 为 什么 ? 

3) 这 级 数 在 区 间 ( - x,zx) 蜂 一 致 收 伍 吗 ? 为 什么 ? (厦门 大 学 ) 

提示 直接 用 公式 和 收敛 定理 . 

f(x), 0<1zl<r 时 ， 


A(z) 一 到 + 去 之 DTysin(2n-Dz= 去 ， X= 一 x,0,z 时 ， 
周期 2x， 其 余 . 
〈- rr) 上 非 一 致 收 伍 , 因 和 函数 已 不 连续 . 
5.4.3 已 知 了 是 以 2r 为 周期 的 可 积 函数 , 它 的 Fourier 系数 为 an 3b, 
(nn 之 0), 求 函数 
f(z)= 走 | fe)de (nx0) 
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的 Fourier 系数 A, , B, (n 衬 0). (西北 师 范 大 学 ,合肥 工业 大 学 ) 
《4 = ao,4,= 呈 sm 二 (n=1,2,…),B, = 如 sin 地 (n=1,2,.…)) 
5.4.4 试 将 f(z)= 一 x 一 zx 在 (一 x,0) 内 展开 成 正弦 级 数 ,并 判断 此 级 


数 在 (一 x,0) 是 否 一 致 收敛 .( 河 北 师范 大 学 ) 


提示 。” 作 奇 开拓 踊 变 成 例 5.4.7. 
六 5.4.5 ” 试 将 周期 函数 f(xz) = arcsin(sin z) 展 为 Fourier 级 数 . ( 蛤 尔 


滨 工 业 大 学 ) 
提示 。 / 为 连续 奇 函 数 ,以 2x 为 周期 , [0, x] 上 f(z) - 


z， [0 至 ] 
-xz， [也 ,| 
《f(z)= 生 让 zsin(2n+1)z, 在 RR 上 处 处 成 立 》 


六 所 十 e ” 


5.4.6 已 知 f(z)= er 

1) 在 [一 x,x] 上 将 J Fourier 级 数 ; 
2) 求 级 数 > 二 之 和 - (天 津 大 学 ) 
提示 /为 偶 函 数 ,5, =0. 注 意 


ee Brdr = -rp (acos bx + bsin bx), 
2 。 


| esin brdr = rpr (esin br — beos bx) 


不 时 地 被 用 到 . 


(二 + 立 GDe ne 汉 (时 一 e- 至 )- '- 方 .》 


六 5.4.7 设 f(z) 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 且 F(z) = z, -rc<r< 
x, 求 F(z) 与 | F(z)| 的 Fourier 级 数 ,它们 的 Fourier 级 数 是 否 一 致 收敛 (给 出 
证 明 )? (北京 大 学 ). 


,i 工 ， 当 -x<z<xr 时 ， 
提示 1 /~ “2 D “= 当 z= -x,x 时 , 车 
县 周期， 其 余 . 
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(一 rr) 内 一 致 收 伍 ,加 上 - rz 处 收敛 ,可知 [ - x,x] 上 一 致 收 伍 .和 函数 应 
当 在 [ - r,x] 上 连续 . | 


2° (zj1 = 到 4 > 7 res(2n - 1),zEf[-r,x] 一 致 收敛 ， 


因 忆 rr 收 全. 或 利用 例 5.4.27 的 结论 . 


5.4.8 在 [0,x] 上 展开 f(x)= x+cos z 为 余弦 级 数 ， (华中 理工 大 学 ) 
提示 cos x 的 Fourier 级 数 是 它 自己 ,只 要 求 出 s(x) = 的 展开 式 二 
者 相 加 即 得 . 


《F(z)= 二 +cosz- > 2 1)z.》 


六 5.4.9 试 利用 5.4.2 题 的 结果 , 求 出 g(xz)=sgn x,h(x)=|zx| 在 
(一 x,x) 上 的 Fourier 展开 式 . 


提示 g(x)=2(f(z)-- 却 ). 于 是 由 /可 写 出 g 的 展 式 , 逐 项 积分 可 
得 h(x) 的 展开 (注意 何 处 可 写 等 号 ). . 

5.4.10 设 f(x)=z,[0, 也 ]. 试 将 f(z) 展 成 DP) bzarisin(2n 一 1)z 
型 的 三 角 级 数 . 

提示 参考 对 比 前 5.4.5 题 的 结果 . 寻 查 作法 .下 题 给 出 一 般 结果 . 

交 5.4.11 设 f(x) 以 27 为 周期 ,[ 一 x,x] 上 可 积 ,a, 、5, 是 它 的 Fourier 
6b.=0,. (n=1,2,.…), 
,=0, (n=0,1,2,.…); 

b, = 0, (n=1,2,.…), 
con-1=0， (n=1,2,.…); 
=0, =0,1,2,… 3 
3) f(z)= -fr), fr- zx)= -f(z)>1" MW ) 
bz2s-1 =0, (n=1,2,.); 
Qn =0, (n=0,1,.…), 
2x = 0， (n=1,2,.…). 


1) f( 1)= f(x), f(x- = A 


2) f(x)= f(x), f(r-z)= f(z)> 


4) f(~x)= -f(r), fx- x)= f(z)=> 


提示 可 用 系数 公式 直接 可 验证 .注意 ;: 
f( 一 z+)= f(z)( 或 -了 (x)) 是 偶 ( 或 奇 ) 性 条 件 ,导致 5, =0( 或 a, =0). 
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这 是 共 知 好 记 . 
f(x-z)= - /(zx) 表 明 图 形 关于 点 (至 ,0) 中 心 对 称 ， 


f(x -zx)= f(z+) 表 明 图 形 关于 直线 z= 子 轴 对 称 . 

该 例 的 结果 可 帮助 我 们 预料 和 校 验 计算 结果 .例如 5.4.5 题 . 

感 兴趣 的 读者 ,不 妨 用 “个 心 奇 办 展 无 偶 , 奇 心 偶 灿 皆 无 奇 " 两 名 口诀 来 
记忆 . 意 即 : 偶 函 数 在 对 点 ( 于 ,0 ) 作 中 心 开拓 ,或 奇 函 数 对 直线 z= 也 作 轴 
对 称 开 拓 时 ,系数 下 标 就 不 会 有 偶数 出 现 .第 二 句 类 似 . 


回头 再 做 上 题 就 容易 了 . 
5.4.12 求 下 列 通 数 在 指定 区 间 上 的 Fourier 级 数 : 


工 ， 0,rj]， 
[0 ， 于 [一 xx] 上 ;( 中 四 大 学 ) 


1) f(x)= 1 x,0), 


2) f(z)= z+z’,F[ -n,n 上 1 S) 划 ; (长沙 铁道 学 院 ) 


3) f(x)= (Sz 


) ,于 (o,2x] 上 bE > 坟 | ;( 复 旦 大 学 ) 


| [0, 下 ]， 
4) f(x)= 于 | - 于 ,到 | (并 求 和 函数 );( 湘 潭 大 学 ) 
0， | -至 ,0). 

5) f(z) = z,(0,2), 按 余弦 展开 ;( 国 防 大 学 ) 

6) 7(z) = 1,[0,z] , 按 正弦 展开 (并 求 和 函数 ) (南京 大 学 ) 


*#* #S.4.13 求 函 数 F(z) = In(2cos 于 ) 在 (- ff) 里 的 Fourier 级 数 展 
开 式 . 


oo 


(DD TE, xr< zr)) 


n=1 


*5.4.14 ”证 明 级 数 > 成 呈 竺 不 可 能 是 某 个 可 积 丁 数 f(x) 的 Fou- 
rier 级 数 . ， 
提示 ”可 用 反 证 法 ,及 Fourier 级 数 逐 项 积分 定理 . 
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1， 当 |zl 委 vc， 
0， 当 ae< |1z| 委 r 
的 Fourier 级 数 ,并 根据 Parseval 等 式 求 和 . 


bd 2 bad 2 ba 
ps em 总 二 -下 
n=1 n=1 下 二 


洲 5.4.16 设 F(z) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,在 [ - x,rjl 上 可 积 , 则 已 知 它 
Fourier 级 数 的 部 分 和 S, (x) 可 表示 为 Dirichlet 积分 


*5.4.15 写 出 f(x)= | 


1 fr sin( "+ 于) 
S.(z)= 支 | (zt ds, 
WA 2sin 本 
其 中 
sin(n+ 寺 ): 1 
i 二 万 十 cos 上 + cos 28 十 十 cos nt=D, (1) 
2sin 本 


称 为 Dirichlet 核 . S, (xz) 的 平均 值 
mz) = 证 S,(z) 
称 为 Ces&ro 和 . 试 证 : 


. Sin 二 并 
one- 2 | 


dz 一 0 ( 当 n 一 时 )， 


本 n 
~ |sin—=zx 
3) va>o, | | 二 


”| sin = 
2 


4) 车 F(z) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函数 , 则 *-> co 时 ao, (z) 庆 f(z) 于 [ - 
yx] 上. 

※5.4.17 设 几 z) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函数 , S,(z) 是 FPCz) 的 Fouri- 
er 级 数 的 部 分 和 ， 
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四 cos(zx—u) 
a《 工 ) 圭 S, (u)du. 
gz) | V1+sin (z+u) 


试 证 : 
1) 存在 与 x ,n 无 关 的 数 K ,使 得 
|g (zsK (zzE[ 一 rsx]); 


2) 当 mn 一 co 时 


a Cos(x— 1) plu)du 于 [ -x,xj 上 . 
-= V1ltsin (zi+u) 


提示 ”利用 Schwartz 不 等 式 及 Parseval 等 式 . 
※5.4.18 设 T,(zx) 为 n 阶 三 角 多 项 式 如 下 : 


T(x)= 字 + > (a cos kr + Bsin kx). 
直 =1 


试 证 : 
1) max | T(x)|<n’: max |T, (zx)|; 
—x RIERA 一 RIERA 


2) 车 a,-1=1, 则 


_max, | T,(z)| 之 寺 . 


提示 2) 可 考虑 积分 | T, (zx)oos(n -1)zdz. 


第 六 章 “ 多 元 函数 微分 学 


86.1 欧 氏 空间 :多 元 函数 的 极限 与 连续 

导读 本 节 第 二 段 是 重点 ,适合 本 书 的 各 类 读者 .第 一 、 三 段 
主要 针对 数学 院 系 的 学 生 . 

~、m 维 欧 氏 空间 


导读 该 段 “m 维 欧 氏 空间 ” ;理论 性 相对 较 强 .主要 针对 数 
学 院 ( 系 ) 的 学 生 , 数 学 一 的 考生 可 以 从 略 .本 有 段 考研 试题 较 少 .一 
般 不 作 考研 重点 . 

a; 利用 模 的 定义 

例 6.1.1 设 z=(zryz,…z,)ER"，, 试 证 模 |x| . 


-= 六 = 有 关系 : 
D) LE Da Dal; 


2) max | zi 委 1zl 委 V m max | zi;|. 
1<iSm : SiSm 


证 1) 因为 
(D151) = = +125 1 1 5 {lz PP， 


所 以 [zl= (Sls ji 位 Ia 
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利用 Cauchy 不 等 式 ， 
Sal- ee Dat) 
Vn (D7 := =Vm 1zl， 


故 有 a 


2) 留 给 读者 证 明 . . 

b. 利用 距离 的 定义 和 性 质 

例 6.1.2 设 ESR” ,x,yEE, 试 证 xz 到 E 的 工 离 

plzr,E)<o(zx,y)+p(y,E). 

证 ”根据 距离 性 质 , Vz,y,zER", 苦 xzE 互 , 则 由 

po(zz) 委 (zy)+o(y,z) 
知 p(x,E)=inf(z,z)Ep(r,y) + p(y,z). 
将 z,y 固定 ,上 式 对 一 切 zEE 成 立 , 因 而 有 
p(x,E)Sp(zr,y) + inf(y,2)= p(x,y)+ p(y,E). 
例 6.1.3 设 A、BCR”" ,xzER”; 斌 证: 
o(4,B) 委 po(z,A)+po(z,B). 

提示 对 zER",yE4,zEB 应 用 距离 的 三 角 不 等 式 lys) 
po(r,y)+po(r,z). 

c. 利用 开 集 、 闭 集 的 定义 

例 6.1.4 若 EECR" 为 闭 集 , 试 证 z6E 开 的 充 要 条 件 是 p(xz,E) 
=0. 

证 必要 性 明显 ,只 证 明 充 分 性 .车 p(xz,E)=0 即 inf p(x,y) 
=0, 由 确 界定 义 知 : 3 y, EE ,使 得 |y, - x+1 一 0( 当 n 一 oo 时 ). 如 
此 ,z 为 EE 的 一 个 聚 点 , 故 zEE=E. 证 毕 . 

* # 例 6.1.5 设 ECR”,r>0 为 常数 . 

A=|{x|zER” ,p(x,E)<r|,B= [zlzER" ,p(x,E)<r|. 
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试 证 ; . 
1) 4 为 开 集 ; 2) B 为 闭 集 . 

证 ”利用 前 例 6.1.2 的 结果 , 易 知 Yx,yER” 有 

lp(x,E)- p(y,E)|<p(x,y). 

从 而 可 知 f(x)= p(x ,EE) 是 xz 的 连续 函数 (更 确切 地 说 是 一 致 连 
续 函 数 见 例 6.1.29). 由 此 易 知 ,A 为 开 集 , B 为 闭 集 ( 见 例 
6.1.25). 

d. 利用 边界 的 定义 与 聚 点 性 质 

x* 例 6.1.6 设 CR” , 试 证 EE 的 边界 9FE 为 闭 集 . 

证 设 zo 为 9F 的 任 一 聚 点 ,我们 要 证 明 x。€3E. 为 此 我 们 


要 证 zo 的 任 一 9 邻 域 U(zo,5)=izllz-zl<8l 里 既 含 有 五 的 . 


点 ,也 含有 不 是 五 的 点 .根据 聚 点 定义 ,至 少 3zE Us(z,S)P 
9FE.[ 这 里 Uo(zo,S) 表 示 zo 的 空心 邻 域 Uo (zo,6)= |z10< 
[|xz~-xol<61.]. 

因为 xz,€ Uo(xo,6), 只 要 取 人 6 =min{|xo 一 zi1,6 一 |zxo 一 zi11， 
则 z, 的 邻 域 U(z ,SECU(Cz ,S). 

又 因 x, E39E, 所 以 U(xz1,6;) 中 既 含 有 下 中 的 点 ,又 含有 不 
是 五 的 点 .由 于 U(zi,6UDSEU(zo,), 所 以 U(xo,6) 中 既 合 有 
EE 中 的 点 ,也 含有 不 是 E 中 的 点 ,由 8>0 的 任意 性 ,这 就 证 明了 
Xo 是 下 的 边界 点 , 故 roE3 互 ,证 毕 . 

* 例 6.1.7 设 ECR", 试 证 39EC9E. 

证 设 zo。E€9E ,我们 要 证 明 xz。€3E, 即 要 证 明 xz, 为 EE 的 界 
点 . 亦 即 要 证 明 Y 5>0, 在 U(x。,6) 中 既 有 EF 的 点 也 有 不 是 EE 的 
点 . 因 x。€ 9E, 所 以 U(x。,6) 中 既 有 E 中 的 点 ,又 含有 不 是 EE 
中 的 点 . 设 XI1IEU(z0, NE ,zr,E U(zxo,6) \E. 

若 ziE 巨 , 则 说 明 U(xz。o,8) 中 及 的 点 ; 若 xz, EE \E, 则 
zi 为 丐 的 聚 点 . 仿 上 例证 法 ,可 知 存 在 邻 域 U(z ,5 SU(Cz ,6)， 
因 z;, 为 巨 的 聚 点 , 故 LU(zis) 中 有 瑟 中 的 点 ,从 而 知 
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U(Czo,S) 中 有 五 的 点 : 
由 CE UC.) N\ 正 知 , 为 下 的 外 点 ,所 以 3 充分 小 的 人 
域 在 玉 之 外 ,由 此 知 U(xzo,5) 内 有 不 是 EE 的 点 .证 毕 . 
x* 例 6.1.8 设 FCE, 其 中 ECR" 为 有 界 开 区 域 ,下 为 闭 区 
域 , 试 证 : 3 开 区 域 V ,使 得 | 
” FEVEVEE. 

证 YxEFCE, 因 EE 为 开 区 域 ,xr,>0( 充 分 小 ), 使 得 
Ul(zi,rn)= ir|r€ER”, Ir- zr | GE, 此 ,{ U(xz', ri )| 
zi EF 组 成 有 界 闭 区 域 F 的 一 个 开 覆 盖 . 据 有 限 覆 盖 定 理 , 存 在 
有 限 子 覆盖 , 记 作 {U(xz,r,)|i=1,2,…,n|. 令 

V= U U(zxi, ri), 


i=1 


则 ， FEVEVEE. 
※ 例 6.1.9 设 zo ,x1 ，…,X, ERR”, 证明 zu,zi， ,去 在 同 
一 超 平面 上 的 充 要 条 件 是 行列 式 
To Xo,2"To,n 1 
Ai 三 1 2b ! -0. 


Ti,l TX,2 "Tn,n 1 
其 中 z= (xiiyriz s,s) ,i=0,1,2,.…,n 
证 充分 性 ,将 行列 式 


Tl Ti Tn 1 


Tu,l ra 可 Ta,n 1 
按 第 一 行 展开 ,可 知 它 是 关于 动 点 z= (zz yz ) 的 华 
标的 一 次 式 . 因 此 A=0 代表 R" 中 一 超 平面 . 因为 4=i 时 ,行列 
” 式 A 变 为 零 .因此 点 xz; 箔 位 于 此 超 平面 上 (i =0,1,2,…,n). 
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必要 性 . 若 zo ,zj,……,z, 同 位 于 一 超 平面 上 , 则 存在 常数 01， 
az，…，,a, ,使 得 
QZ01 十 CQaT02 十 十 Qnron 二 1， 


aiZl1T+T Ca2Ziz 十 十 GoZln 二 工 ， 


Cn 十 CQ2Zn2 十 十 QZnn 二 工 . 
此 式 表明 行列 式 As 中 列 向 量 线性 相关 ,因此 A = 10. 
当 超 平面 通过 原点 时 ,上 面 方程 组 右 端的 1 应 改 为 0, 它 表明 
As 最 后 一 列 的 余子 式 恒 为 0, 故 A =0. 


交 二 、 多 元 函数 的 极限 


导读 本 段 是 基础 性 内 容 , 适 合 本 书 各 类 读者 . 

a. 多 元 函数 极限 的 计算 

要 点 ”计算 多 元 函数 的 极限 常用 的 方法 是 :1) 利用 不 等 式 ， 
使 用 两 边 夹 法 则 ;2) 变量 替换 化 为 已 知 极限 ,或 化 为 一 元 函数 极 
限 ;3) 利用 极 坐标 ;4) 利用 初等 函数 的 连续 性 ,利用 极限 的 四 则 
运算 性 质 ;5) 利用 初等 变形 ,特别 指数 形式 常 可 先 求 其 对 数 的 极 
限 ;6) 若 事先 能 看 出 极限 值 , 可 用 e -6 方法 进行 证 明 . 

次 例 6.1.10 求 下 列 极限 : 


zl+ly| 
1 lim ry 


|z|+|y| |z| [yl 
解 0 过 十 -> 
和 y 工 +y x 十 
|zl ly| 1 1 
一 十 = 十 一 > 
Sy TT 


2 2 


2) lim(x + y )’ > , 
解 ” 先 求 取 对 数 之 后 的 极限 : 

2 2 2 2 _ 
EC - 国 训 rmt to 
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因为 


0 FE z+ y 0, 
> 2 十 六 
令 z? 二 畏 
lim(z ty )in(x + y) 二 一 iimzn t=0, 
2 
故 ” 原 极限 =e = 
3) lim 二 一 


提示 “可 用 极 坐标 或 直接 应 用 不 等 式 . 

b. 证 明 二 元 极限 不 存在 

要 点 ”根据 全 面 极限 与 特殊 路 径 极限 的 关系 ,证 明 二 元 极限 
不 存在 .通常 方法 是 :1) 证 明 径 向 路 径 的 极限 与 幅 角 (或 斜率 ) 有 
关 ;2) 证 明 某 个 特殊 路 径 的 极限 不 存在 .3) 证 明 两 个 特殊 极限 存 
在 但 不 相等 .4) 若 二 元 函数 在 该 点 某 空心 邻 域 里 连续 ,而 二 累 次 
极限 存在 不 相等 , 则 该 点 全 面 极限 不 存在 . 

交 例 6.1.11 证 明 下 列 函 数 在 (0,0) 处 全 面 极限 不 存在 : 


1) fi(x,y)= ry; 2) f(r,y) = 
人 十 y 


3 


3) fs(x,y)= ys 4) f(x, 9)= Ts 
> 

提示 1) 令 y= kz 或 化 为 极 坐 标 . 

2) 分 母 当 y= -z 时 为 零 ,因此 可 以 考虑 沿 y= 相 切 


的 高 次 曲线 的 路 径 的 极限 ,例如 令 y= mz? -x, 令 x 一 0 取 极 限 . 
得 极限 - 荆 ,与 mw 有关 

3) 可 比较 x 三 0, 与 y= 二 zx’: 二 路 径 的 极限 . 

4) f 除 (0,0) 点 外 ,处 处 连续 ,但 在 (0,0) 点 二 累 次 极限 存在 ， 
不 相等 . 

注 累 次 极限 一 般 不 是 特殊 路 径 的 极限 ,但 在 某 空心 邻 域 里 
车 函数 连续 , 则 累 次 极限 实 为 沿 坐 标 轴 方 向 的 极限 . 
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例 6.1.12 函数 1(z,3)= Ta 在 (0,0) 点 的 极限 


limf(xz,y) 存 在 吗 ? 若 存在 , 则 求 其 值 〈 华 东 师 范 大 学 ) 


提示 “可 考虑 沿路 径 x = my 的 极限 (m 取 不 同 的 常数 ). 

ec. 关于 全 面 极 限 与 特殊 路 径 极 限 的 进一步 讨论 

例 6.1.13 证 明 :1) f(x,y) 当 (x,y) 沿 径 向 路 径 趋向 (zxo ,yo) 
时 极限 存在 ,保持 相等 ,全 面 极限 lim f(z,y) 仍 可 以 不 


(zy 
存在 . 
2) 但 车 沿 径 向 路 径 极限 存在 相等 ,并 关于 幅 角 9E [0,2x] 一 
致 , 则 全 面 极限 lim f(x,y) 存 在 . 


提示 1) 可 考虑 jim 二， 
2) 利用 极限 定义 ,容易 证 得 . 
交 例 6.1.14 设 f(x,y) 是 在 区 域 D:|zx| 过 1,|y| 志 1 上 的 


有 界 & 次 齐 次 函数 (之 1), 问 极限 
lim{ f(z,y) +(zx—-1)e’| 


是 否 存在 ? 若 存在 , 试 求 其 值 . (南京 大 学 ) 

解 因为 & 次 齐 次 函数 , 故 YtzER 有 

flitr,ty)= tf(zr,y), 

因此 flreos 0,rsin 0)= rf(cos 0,sin 0). 
又 因 f(z,y) 有 和 界 , M>0, 使 得 |f(z,y)l|<M (V(r,y)€ 
DD). 所 以 

| f(reos 0,rsin 6)|=r |f(cos 0,sin 0g)| 雪 AM 一 =0( 当 r 
0 时 关于 9€ [0,2x] 一 致 ) 
于 是 lim{ f(x,y)+(z-1)e|=-— 


0 


x 例 6.1.15 设 :1) V90€[0,2x)， 
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f(z,y)= Frcos 0,rsin 0)>0 ( 当 r 一 0 时 ); 
2) 3 M >0, 使 得 V (zi,yi1),(xz,y2) 有 
[flrisy) — zy) 和 Mr -zl+ly — y,1). 
试 证 limf(z,y)=0. 


了 0 


证 [要 证 limf(z,y) =0, 即 要 证 明 : Ye>0,36(e)>0( 与 


幅 角 0 无关), 当 0<r=vV zx +y <6 时 ,有 |f(z,y)|<e. 条 件 
1) 表 明 ,对 于 每 个 固定 的 6€ [0,2x), f(z,y) 沿 径 向 的 极限 存在 
且 都 等 于 0. 因 此 V9E10,2x), 对 e>0,36=6(e,0)>0, 当 0<r 
<65 时 ,有 |f(x,y)|<e. 这 里 的 困难 在 于 ,此 处 找 出 的 $= 6(e ,09) 
与 9 有关. 为 此 ,应 考虑 条 件 2)] 

根据 条 件 2) ,我 们 看 到 , 若 0< r><1, 则 在 每 个 同心 圆 zx? + y? 
三 关上 ,对 于 点 (zi,y)=(rcos grsin bg),(zy)=(rcos 0,, 
rsin 0, ) 恒 有 

| f(z1,y1) ~ f(r,y2)| 

<M(|zi 一 | 十 | > 一 32 有 

委 MIlcos 0 -cos 0,|+ |sin 0 一 sin 0,1):r 

<4MI0 - 0,1:r. . . (1) 


| 此 式 表明 ,在 同一 圆周 上 ;只 要 10, - 0, | 充分 小 时 | f(x,y,) - 


f(z2,34) | 能 任意 小 .例如 10, 一 0,1 <557 时 , 则 | (zx3,y) - 


f(zxz2,y2) 4MI0, — 9,1<4M*sh7 ~ 分- | 


Ve >0, 取 充分 大 ,将 [0,2x] 分 成 等 分 ,使 得 代 < 57( 这 
是 可 以 办 到 的 ,只 要 取 > 2GMz 即 可 ). 根 据 条 件 1) , 沿 径 向 0= 


2rz 


0. = (i=0,1,2,.,k 1) 取 极限 有 f(x ,y) 一 0( 当 7 一 0 时 ). 
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故 对 ese>0,386>0, 当 0<F<8 时 有 
| f(x,y)|= | Crcos 0 ,rsin 0,)1< 方 (i=0,1,.…,k—1). 


(2) 
今 取 6= min16o,0, ,B11|, 则 V(x,y)= (rcos 0， 


rsin 0) 当 0<r=Vx +y <6 时 , 必 有 |/(zx,y)|<e. 事 实 上 ,由 
80E[0,27), 知 0 必 属 于 某 个 小 区 间 [9.,0,,,](i€10,1,2,…,k 一 


1} ,于 是 19 一 A < gh 
as 


ee 
(由 式 (1)) 和 4M10-01<4M， Ey (3) 
从 而 [f(x,y)|l= | f(recos 0,rsin 0)| 
|f(reos 0,rsin 0)— f(reos 0 ,rsin 0.)| 


+|f(reos 0,,rsin 90,)| 
< 了 + 了 = (由 式 (2),(3)) 


交 例 6.1.16 设 点 M= (zx,y) 沿 任意 路 径 趋向 M, = (zo, y,) 
时 ,函数 f(z,y) 的 极限 恒 为 A, 试 证 
lim/f(z,y)=A 


证 〈 反 证 法 ) 若 f(x,y)wA( 当 xz 一 zo,y 一 yo 时 ), 则 
3 eo >0 及 点 列 | M.1(M, Mo, 当 ”co 时 ) 使 得 | f(M,)-A| 
之 eo (7 三 1,2,…). 如 此 顺序 用 直线 段 将 M, M, M,… 连 成 折线 
L. 则 M 沿 L 趋向 Mo 时 ,f(zx,y) 站 A， 已 知 条 件 矛 盾 - 

d. 累 次 极限 交换 次 序 问题 

六 例 6.1.17 0 为 R? 中 的 开 集 ,(zo,y)EQ,f(z,y) 为 0 
上 的 函数 , 且 

1) 对 每 个 (z,y)EQ 的 存在 lim f(z,y)= 8(z); 
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2) lim A(z,y)=A(y), 关 于 (z,y)EO 中 的 y 一 致 . 试 证 : 
lim lim flx, >)= lim lim f(z, y). (1) 


(辽宁 大 学 ) 
方法 ”为 了 证 明 等 式 (1), 只 要 证 明 等 式 左 端的 累 次 极限 
lim lim f(z,， 2)= lim g(x)=A 存 在 ， 且 右 端的 函数 h(y) 三 


Im， y) 当 y > 时 趋向 A. 

证 了 (证明 lim g(x) 存 在 ) 因 (z,,y,)E QC0 为 开 集 ), 所 
以 381>0, 使 得 |(z,y)1|z -al1<e ly -1<9 CO 据 条 
件 2)Ve>0,36>0 (8<6), 当 0<|zx -zl<6,0<|zx- 
zol<G 时 ， 

有 |7Czy)- f(r’,y)| <e (VyE€E{y:|y— yo1< 0)， 
令 y 一 yo 取 极限 ( 据 条 件 1)) 我 们 得 
: |g(x’)-— g(x’)|<e. 
据 Cauchy 准则 ， 知 lim g(x) 存 在 . 即 等 式 (1) 左 端 极限 存在 . 记 之 
为 A. 
2° (加 limh(3) = 4) We 20 


fh(y) -AlSIh(y)— flr,y)|+ |f(z,y) 
-g(x)|l+|lg(z)-Al, (2) 
利用 条 件 2) 及 工 之 结论 ,可 取 xz 与 zu 充分 接近 使 得 


[h(y) -f(x,y)|<$,lg(r)-— A1< 气 - 
将 工 固定 ,由 条 件 1) 36>0, 使 得 ly y,|<83 时 
Iflz,y) -8(z)| < 可. 
于 是 由 (2) 式 知 |A(>) -AI< 李 + 本 +S=e .证 毕 . 
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* 三 、 多 元 连续 函数 


导读 “本 段 主要 针对 数学 院 系 的 学 生 . 
a. 连续 性 的 证 明 
要 点 ”要 证 明 F(z,y) 在 (zo,yo) 处 连续 , 即 要 :Ye>0, 找 
SG>0, 使 得 |z-zol<s,ly-yl<8 时 , 恒 有 
[f(x,y)- f(xo,y0)|<e. 
(或 等 价 地 , 当 V (z- zo) +(y- yo) < 时 ,有 
[f(z,y)- f(zxo,%)|<e.) 
交 例 6.1.18 设 f(x) 及 g(y) 分 别 在 区 间 [a,6b],[c,d] 上 
连续 ,定义 


F(z,y)=| (ds | g(t)dt (ae<z< 和 bc 和 ysd)， 


试用 "es - 6” 方法 证 明 F(z,y) 在 也 =|1(z,y)lae 委 z 委 0c 委 7y 魏 
d1| 内 连续 . (大 连理 工大 学 ) 
证 因 f(x),g(y) 分 别 在 [a,6b],[c,d]j 上 连续 , 故 3j M>0， 
使 得 | f(z)| 志 M,|g(y)| 志 M( 当 a 二 zx 志 56,c 声 y 志 qd 时 ). 于 是 
| F(x,y) — F(x, ,%)| 


- ea soa -re | “gl | 
< feas sd -站 rod fed 
| 六 rom 。 | g(a 一 | rooas 。 | sodz 


- [ f(s)ds 


。 faa | + [ras 


。 下 g(t)di 


二 | | f(s) ds [lelarf | f(s) | ds: 


SM(d-co)lzr-zrzol+M(b-a)ly- yl. 
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| lg(2) ld 


记 A=maxib-a,d 一 cd}, 于 是 


V(xzo,yo)ED,Ve>0, 取 5= ji 20 时 ， , 则 1z 一 zo|< 


6,1y-y1<6,(zx,y)ED 时 , 恒 有 |F(zx,y) -F(xo,y)|<e. 
证 毕 . 

应 当 指出 的 是 ,如 果 未 限定 用 。- 6 方法 证 明 , 本 题 用 连续 函 
数 运算 性 质 做 更 快 .因为 | fas 与 | g(a 分 别 为 x 与 y 的 


一 元 连续 函数 ,看 作 二 元 函数 自然 也 连续 . 用 连续 浮 数 的 涌 法 害 
理 , 便 知 下 (x,y) 连 续 . 

次 例 6.1.19 设 = f(x,y,z) 在 闭 立方 休 Dla,b;a,b; 
a ,b] 上 连续 , 试 证 

B(T,9)= maxf(zr,y, x) 

在 正方 形 [a ,5b;a,b]CR* 上 连续 . . 

证 因 /(z,y,z) 在 五 上 连续 , 故 在 万 上 一 致 连续 .于 是 
Ve>0,36>0,D 上 |z-z|<6,ly-y|<6,|z-z|<$ 
时 恒 有 

{f(x,y,z)-— f(r’,y ,z’)|<e. 
特别 当 |z -zeol|<s,ly-%lI<S 时 有 
|F(zyyz)- f(xo,y ,2)|<e (VzEfa,b]). 
即 f(zo,yo,z)-e<f(r,y,z)<f(ro, yz)t+e 
固定 x ,y, 让 z 在 [a ,b] 上 变化 , 取 最 大 值 ,可 得 
Jrzoyo,z)-s<zryz)<g(zoyo)+e,yzE[a,pb]， 

令 此 不 等 式 中 间 一 项 取 成 最 大 值 max f(x,y,z) ,上 式 仍 成 立 .得 

jzo:yo,z)-s<g(zy)<g(zoyy)+e yzE[a),b]. 
最 后 令 左 边 第 一 项 取 最 大 值 ,得 

g(xory) -eo< g(r,y) < g(ro,y)+e. 
即 |z-zol<s,|ly- yol<88|g(z,y) -g(xo,y)|<e. 
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至 此 实际 已 证 明了 :g(x,y) 不 仅 在 [a ,5;a,b] 上 连续 ,而 且 
是 一 致 连续 . 

向 量 函 数 连续 性 问题 ′ 

要 点 设 (u,v)= F(x,y)=(f(z,y),g(z,y)) 是 Ri 一 R? 
的 函数 .要 证 明 下 在 (zo,yo) 处 连续 [ 即 (z,y) 一 (zo ,yo) 时 ,有 
(f(z,y),g(z,y))> (f(zo,yo),g (zo,yo))], 等 价 于 要 证 明 
f(z,y),g(z,y) 都 在 (zo, Yo) 处 连续 .也 等 价 于 要 证 明 > = 


V(r- To) +(y~ y)—>0 NY (uo) + or 00) —0. ) 至 于 
R" 到 R" 的 映射 ,情况 类 似 . 

※ 例 6.1.20 讨论 如 下 的 向 量 函 数 的 连续 性 ; 设 (w,v)= 
F(x,y)= (f(z,y),g(zx,y)), 其 中 


w= f(x,y)= EE ty ON, 


及 当 z 妆 二 六 =0 时 ; 
v=g(x,y)= [ei 当 工 on 
” 当 z?+y=0 时 . 


解 显然 f(x,y),g(zx,y) 当 z+y< 0 连续 ， 因此 kz， 
y)<(0,0) 时 FF 连续. ,面具 “研究 (0， 0) 点 的 情况 . 


因 w? rzl+ yl) (zx? +y 坟 0 时 ) 
=(z +y) ln(|zl+|y|) 
0， 。 当 a< 才 时 ， 
一 1 ( 当 7=x?+y>0 时 j. (1) 
+ co0， 当 a 之 时 : - | 
2 
帮 当 且 仅 当 “< 时 下 在 (0,0) 连 续 .下 面 对 式 (1) 中 的 极限 进行 


补充 证 明 . 
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和 tm term oo 


当 “> 村 ( 即 1- 2<0) 时 ,显然 极限 为 + co; 现 设 “< 六 , 记 
x=1-2a, 则 >0， 
Cr (ltly))= 7 lt yl)” 
"ln (|zx|+|y|), 
sy (x +y) (zx + yy) PHY) 
这 时 0Sqzifiyz ray Cry 
但 (zl+lyhb2in(zl+lybD0， 
所 以 (z+ty) lz|+|y|)>0 ( 当 > 一 0 时 ). 
b. 全 面 连续 与 按 单 变量 连续 的 关系 
要 点 ”全 面 连续 必 按 各 单 变量 连续 ,反之 按 各 单 变 量 连续 ,不 
一 定 全 面 连续 ,只 有 补充 某 种 条 件 之 后 ,才能 保证 全 面 连续 . 


| -2 ， 当 zxz*+y0 时， 
例 6.1.21 (zyy)=4z ty 


0 ， 当 xz?+y =0 时 
在 (0,0) 处 关于 单 变量 x 与 > 都 是 连续 的 ,但 在 (0,0) 不 全 面 
连续 . 

站 例 6.1.22 若 f(x,y) 分 别 是 单 变量 x 及 y 的 连续 函数 ， 
又 对 其 中 一 个 变量 是 单调 的 , 则 f(x,y) 是 二 元 连续 函数 .( 陕 西 
师范 大 学 ) 

分 析 假设 F(z,y) 对 y 单调 增加 ,关于 xz,y 分 别 连续 . 
Mo (zo ,yo) 是 任意 一 点 .要 证 明 F(z,y) 在 (zo,yo) 处 连续 , 即 要 
对 任意 s>0, 找 相应 的 邻 域 U ,使 得 (x,y)EU 时 ,有 |f(x,y)- 
(xzoyyo)|<e. 

如 图 6.1.1, 因 f(z,y) 对 y 连续 . 故 6 >0 充分 小 时 有 


ICOMD -了 (Mo)1< 雪 ， 
(1) 


1f(M;) -fA(Mo)1<5. 
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图 6.1.1 

这 里 Mi=(zro, yo 一 0 ),，M2 = (zo, Yo 十 6 ). 又 因 了 对 z 连续 ， 
所 以 8>0 充分 小 时 , 当 ME MM 时 ,有 

1A(M)- fA(M)1<F, (2) 

当 ME MsMs 时 ,有 |f(M)-f(M2)1< (3) 


至 此 在 Mo。 (zo ,yo) 的 方形 邻 域 ,矩形 Ms: M, M。M; 内 和 恒 有 
| f(x,y)- f(xo,y0) <e. 
原因 是 f(x,y) 对 y 单调 , /(z,y) 夹 于 f(z,yo。 一 51) 和 
f(z ,yot+ 人 6) 之 间 . 例 如 f(z,y) 单 调 增 加 , 则 


f(xy)Ef(zr, yt 6) < f(ro,y tO) + 
< (fzosyo) + 入 ) + 和 = f(z0sy0) +e， 
又 fz)>f(zom >from -60) -二 >( aa)- 王 ) 


-三 = (zyo) 一 e， 


总 之 f(zo ,%) -eC fxsy) < f(z ,0)t+e, 即 
[f(x,y)- f(ro,y)|<e.. 
交 例 6.1.23 在 所 论 区 域 上 设 f(xz,y) 分 别 对 x 和 y 连续 ， 
试 证 在 下 列 条 件 之 一 满足 时 , 则 f(xz,y) 全 面 连续 . 
1) f(z,y) 对 zz 连续 关于 y 一 致 ( 即 V xo, Ve>0,38= 
6(s ,xo)>0( 与 y 无 关 ), 当 |x zxol<6 时 ,对 一 切 y 恒 有 


[f(zr,y)- f(zro,y)|<e.); 

2) f(z,y) 对 y 连续 关于 x 一致 ; 

3) 特别 , 若 对 其 中 一 个 变量 满足 Lipschitz 条 件 ( 例 如 对 y 满 
足 Lipschitz 条 件 , 即 3 L>0, 使 得 Y yi ,y,,x, 有 

[f(zr,y) -fxr,y) Ly y1.); 

4)' 设 我 们 所 考虑 的 范围 是 某 个 有 界 闭 区 域 DD, 而 f 在 包含 DD 
的 某 个 区 域 G 上 有 意义 , 且 在 G 上 对 变量 x 或 y 满足 局 部 Lips- 
chitz 条 件 ( 例 如 对 y 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 即 :V(zu,yo)EG， 
3 邻 域 UCG, 及 工 >0 使 得 Y(z,y), (zy)EU 有 

[f(xsy) -fxr,y) EL|y, — y|.). 

证 1) V(xzo,y0).Ye>0,36=6(e,zxo)>0( 与 y 无 

关 ), 当 |x 一 zo| < 时 ,对 一 切 y 有 


[f(z,y) -f(xo,y)1<3， 
又 因 (zs ,yw ) 处 f(z。o，y) 对 y 连续 , 故 对 此 。>0,36,>0 使 得 
|y 一 yo1<6, 时 ,有 

[f(xo,y) ~ f(xo ,0)|< 方 : 


取 6=min 和 861,6,|, 则 |xz 一 xol 之 8,|y-- yol 达 8 时 有 
[fry)— fros yo) ll fr,y) ~ fro sy) + (fre,y)— fro ,yo)| 


se ee 
< 万 + 万 一. 


由 (xzo,yo) 的 任意 性 ,这 就 证 明了 f 的 连续 性 . 

2) 类 似 1) 

3) 可 从 Lipschitz 条 件 导出 条 件 1) 或 2). 

4) 可 从 条 件 4) 导 出 条 件 1)( 用 有 限 覆盖 定理 ). 

例 6.1.24 设 函 数 f(z,y) 在 原点 附近 有 定义 , 令 

F(r,0)= (rcos 0,rsin 0) (7r 疡 0,0 委 0<2r). 

如 果 F(r,0) 满 足 如 下 条 件 : 

1) YoOE[L0,2rj,F(r,0) 对 连续 ; 

2) 对 任意 s>0, 存 在 6>0, 当 102-0 < 时 ， 

有 jFOr,0)-F(r,0)1<e, 对 于 > 一致 成 立 . 
证 明 函 数 f(z,y) 在 原点 (0,0) 处 连续 . (上 海 交 通 大 学 ) 

提示 ”参见 例 6.1.15. 

c. 连续 性 的 等 价 描述 

要 点 ”连续 性 除 用 e -6 语言 描述 之 外 ,还 可 等 价 地 用 邻 域 、 
序列 ` 开 集 . 闭 集 等 等 不 同 的 方式 进行 描述 . 

例 6.1.25 设 ACM) 在 区 域 D 内 定义 也, 则 如 下 的 诸 条 件 
等 价 : 

1) fA(M) 在 DD 内 连续 ( 即 : VY Mo = (xi,…,x")EDYe>0, 
3 8>0, 使 得 当 |zx; 一 z*|<6(i1=1,2,…,n) 时 有 |f(M) -了 f(Mo)| 
<e.); 

1)YMED,Ys>0,36>0, 使 得 |:M -MM,|<5 时 有 

|fF(M)- fF(Mo)|<e. 

这 里 | M 一 Mo|=V (rr) + +(r, -x ); 

1) YMED,YV UEN(f(Mo)), 3 VEN(M, ) 使 得 

f(VND)EU. 

这 里 .4(M) 表 示 R” 中 点 Mo 的 全 体 邻 域 组 成 的 集合 . UE WM,) 


@ “区 域 " 意 指 开 区 域 . 即 其 内 每 一 点 颖 为 内 点 . 
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表示 UL 为 M, 的 一 个 邻 域 ,W(f(IMo)) 表 示 值 域 空间 R 中 像 点 
f(M,) 的 邻 域 集 ; 

※2) VaER, 集 合 E=1MIf(M)>al 与 F=IMIfF(M)< 
ai 和民 为 开 集 ; 

※2’) Va<p,G=1Mlc<A(M)<B8I 恒 为 开 集 ; 

水 3) YaER,E={M|f(M) 之 a| 与 F= 1MIA(M) 生 wji 缘 
为 闭 集 ; 
※4) 若 M, ED,n 习 时 M, 一 Mo ED, 则 必 有 F(M,) 一 
f(M'o). | 

证 与 一 元 的 情况 类 似 .下 面 只 就 1),2),2') 的 等 价 性 进行 
证 明 , 其 余 留 给 读者 . 

(1) 过 2)). 设 MEE, 即 f( Mo)>a, 据 连续 函数 保 号 性 , 知 
39>0, 使 得 |1M- Mol<G 时 有 FI(M)>a. 即 Mo 的 邻 域 
MINM=- Mol<sICE. 所 以 王 为 开 集 , 同 理 可 证 下 为 开 集 . 

(2)=>2)). 因 Va<Bp,{iMla<f(M)<BI= {MIf(M)>al 
们 {MIf(M)<B1, 故 1M|ia<f(M)< BIl 亦 为 开 集 . 

(2)=>1)).Y MED, 令 a=f(M6)-e,B=f(M,)+t+e. 则 
MEG=1Mla<f(M)< BI, 因 G 为 开 集 , 故 存在 M。 的 邻 域 
V ,使 得 MeoS VCG. 即 当 MEV 时 有 f(M)-e<f(M)< 
f(Mo。)+e. 亦 即 

|f(M)- fF(Mo)|<e. 

注 条 件 2) 实 际 就 是 :VY 开 区 间 (a,8)CR 的 逆 像 广 :[(c ,8)]= 
1Mla<f(M)<81 恒 为 开 集 . 

上 述 结论 很 容易 推广 到 向 量 函 数 的 情况 . 由 此 我 们 看 到 拓扑 
学 中 连续 性 概念 的 渊源 . 

d. 连续 函数 性 质 的 应 用 

i) 有 界 性 的 应 用 

交 例 6.1.26， 设 : 
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1) p(x) 在 (xo。 -6,zxo)(6>0) 上 具有 连续 的 导数 ,并 存在 
zx, E(xro -6,7z0)(n=1,2,…), 使 得 XAT P(X ) y(n 
co 时 ); 
2) f(z,y) 在 有 界 闭 区 域 G 上 连续 . 设 (zo,yo)EG, 并 当 
zrxE(xzo -6$,xo) 时 有 
(xz,9(rz))EG,p (rz)= F(zr, p(x)). 
试 证 ，lim p(x)= yo.( 山 东 大 学 ) 


分 析 车 g(x) 一 yo( 当 zx 一 zo 时), 那 么 由 条 件 1), 当 zx 
x6 时 , p(xz) 只 能 无 限 振动 ,如 图 6.1.2 所 示 . 这 时 ,z 充分 接近 
ZI 时 ,pg (xz) 无 界 从 而 F(z,p(z))= gp (zxz) 亦 无 界 ,与 f(z,y) 在 
G 上 连续 相 巴 盾 ( 因 为 在 有 界 闭 区 域 上 连续 必 有 界 ). 


图 6.1.2 


证 〈 反 证 法 ) 设 
. 9(z)™ yo( 当 zx 习 xo' 时 )， 
则 3 eu>0, 及 数列 ， 
ZEG,zI<zo,ziz00( 当 mco 时 )， 
使 得 
| 9 (x,) — yo | 之 eo. (1) 
.636 . ” . 


另 一 方面 已 知 z, 一 zoyp(z) 一 和 %( 当 ?op 时 ), 所 以 
YKEN,3N,>0, 使 得 n>Ni 时 


|zx,— zo| < 于， + (2) 
pg(z,) -< 卫 . (3) 
由 z 一 2o( 当 ?2 一 co 时 ) 知 :了 3N >0,2 > 入 时 
lz zal< 二 0 
取 N=maxfNi,N}, 则 2>N 时 有 
zs-zol< 雄 |z-zol< 到 (5) 
于 是 由 式 (1) (3) 有 | 
19(zs) -9(zo)| 之 ||p(zo) -yl 7 |y pz)N) 
、 , E0 _ 60 
之 eo 二 万 = 本. (6) 
由 式 (5) 有 
| z， zs -zol+|zo-z < 二， (7) 


天 
对 于 友 , 将 如 此 的 固定 ,利用 微分 中 值 定理 , 3 于 z, ,< 之 
间 , 使 得 
p22) -pz )= 9 (8 ) (zz,). 
从 而 由 (6) (7) 
1g(e 1= | 2 pz) (| >/2 2 _ Kepyt, 


7 一 4 
已 知 f(z,g(z))= g(x), 据 KK 的 任意 性 ， 如 此 我 们 证 希 了 
g(xz)= f(z,g(z)) 无 界 . 与 /在 有 界 亲 区 域 G 上 连续 党 有 办 


也 大 . 各 


站) 介 值 定理 的 应 用 

例 6.1.27 证 明 : 不 存在 由 闭 区 间 到 圆周 上 的 一 对 一 连续 
对 应 . 

证 〈 反 证 法 ). 设 天 = |(r,9g)10 委 0<2r} 是 某 个 圆 ,[a ,5] 
是 某 个 闭 区 间 . 若 存在 [a ,5] 至 天 的 一 对 一 连续 对 应 , 则 [ac ,5] 也 
就 连续 一 对 一 地 对 应 于 区 间 [0,2r). 因 此 a,5 二 点 至 少 有 一 个 对 
应 于 [0,2r) 的 内 点 ,例如 是 a. 记 f 为 此 对 应 关系 , 则 有 0< 
f(a)<2x. 取 0, ,0: 使 得 . 

0<O<f(a)<0, <2x, 
记 zi=f (0),r=f (0,), 则 zi ,xz2E(a,b5] 
0O<f(r)<f(la)< fr,) <2r. 
利用 介 值 定理 ;3 在 zi 与 +; 之 间 使 得 F(E) = f(a), 与 一 对 一 矛 
盾 . 证 毕 . 

iii) 确 界 技术 及 有 关 原 理 

要 点 1) 若 F(M) 委 8 (V MEJ), 则 supf( M)<B; 

2) 若 f(M) 宇 A (VY ME J), 则 inff( M) 之 A; 

3) 若 FLM)sg(M) (YME]), 则 

sup /A(M)Ssyp a(M) ,inf f(M)Sinf g(M); 

4) 有 界 闭 区 域 上 的 连续 函数 , 必 达 上 、 下 确 界 . 

六 例 6.1.28 设 二 元 函数 f(z,y) 在 正方 形 区 域 [0,1] x [0,1] 
上 连续 . 记 J= [0,1]. 

1) 试 比较 inf sup f(z, y) 与 sup igf f(z, ? ?的 大 小 并 证 明之 ; 

2) 给 出 并 证 明 使 等 式 

ipf sup f(x,y)= sup i f(z,y) (1) 
成 立 的 (你 认为 最 好 的 ) 充 分 条 件 、 (浙江 大 学 ) 
证 1° 对 任意 固定 的 yEJ, 有 
sup f(x,y)f(r,y)>inf flx,y) (YrED), (2) 
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所 以 sup f(x,y)>sup inf f(z,y). 
由 y 的 任意 性 知 | 
inf sup f(r,y)>sup inf f(x,y). 
2° 车 f(x 二 三 常数 ， 则 等 式 (1) 明 显 成 立 . 但 这 种 情况 太平 
凡 . 一 种 简单 而 有 意义 的 条 件 是 A(z,y) 关 于 其 中 某 一 变量 单调 . 
下 面 以 f(z ,y) 对 变量 z 单 增进 行 证 明 . 
上 面 已 证 明了 (1) 式 的 左 之 右 ， 现 证 左 科 右 . 因 flz, 3) 对 z 
单调 增加 ， 所 以 固定 yEJ 有 . 
sup f(z,y)= f(1,y). (3) 
由 于 f(1,y) 关 于 y 在 区 间 J =10,1] 上 连续 ,因此 3y。EJ 使 得 
Jo = i f(y) -ipf sup f(x,y)= 左 ， 
但 f(1， yo) = inf f(1, y)<sup[ingf f(z;y)]= 右 , 故 左 二 右 . 
e. 一 至 连续 性 
% 交 例 6.1.29 设 R" 为 n 维 欧 氏 空间 ， A 是 R" 的 非 空 于 
集 ,定义 x 到 A 的 距离 为 
fa (x)= ipf p(r,y)=p(z,A). 
证 明 f(z) 是 R" 上 的 一 致 连续 函数 .( 南 京 大 学 ) 
证 VYz,xz,ER",YVyE A 有 
p(Ti YIEp(T1, 2) + p( rssy)., 
由 此 pf p(x1s9) Ep( TI, x2) + p(x2,y) (Vy€A). 
从 而 inf p(x» yplzri, rz2) + if p(x2,3). 
所 以 


inf f p(x1,y) ~ inf p(X2,Yy)Ep(r , x2). 
z1,z 互 换 得 
inf p(xi2,y)— ipf pm) pl pe) : 
因此 
* 639 ， 


| ipf p(x2 3) -if pf(ziyy)| 委 (ziyzz). 
故 Ye>0, 取 8=es, 当 pf(zi,zz)<3 时 有 
lp(z2,A)- p(xi,A) 
.二 | inf pP(zz,y) 一 oz y)| 委 o(zi,za)<e: 
即 o(z,A) 在 R" 上 一 致 连续 . 
例 6.1.30 设 DCACR”,D 为 有 界 闭 区 域 ,A 为 开 集 . 试 
证 ,存在 连续 函数 f: R"->[0,1] ,使 得 


1， 当 zxED,， 
f(x)= 0， 当 z&A. (西南 师范 大 学 ) 
,提示 利用 上 例 的 结果 与 符号 ,可 取 
(zx,A’) 


f(z) oz 4 )+eozD) 


其 中 4A:=R"-A 表 示 A 的 补 集 . 

一 元 函数 关于 一 致 连续 的 一 些 结果 ,也 可 以 推广 到 多 元 .如 

* 例 6.1.31 设 p(z) 在 R* 里 一 致 连续 , f(z) 在 及 "里 连续 ， 
且 lim [f(z) -p(xz)]=0( 这 里 r=|zx1=p(x,0),9 表示 R" 中 
的 原点 ). 试 证 f(z) 在 R" 里 一 致 连续 .. 

提示 参看 例 2.2.8; 

* 例 6.1.32 设 f(z) 在 R’ 中 的 有 界 开 区 域 D 内 连续 . 试 
证 :f(xz) 在 DD 内 一 致 连 续 的 充 要 条 件 是 VY xz。E39D， Jimf 了 (zx) 存在 


z€D 


[这 里 aD 表示 帮 D 的 全 体 边界 点 组 成 之 集合 . ]. 

证 必要 性 .因为 在 D 上 一 致 连续 ,所 以 Ye>0, 了 >0， 

当 z、yED,p(z,y)<3 时 有 
[f(z)- f(y)|<e. 

设 xz。€9D, 因 DD 为 开 区 域 , 故 ze 必 为 了 的 聚 点 . 设 x, ED， 
zu 一 To( 当 ?op ) 为 任 一 趋向 zx, 的 序列 . 则 对 上 述 5>0,3N> 
0, 当 ”>N 时 ,有 oz zw)<8, 从 而 | f(x,)- f(x,)|<e. 

。， 640 ， 


据 Cauchy 准则 , 知 lim f(z ) 存 在 . 由 于 zzo 是 任 取 的 , 据 
Heine 定理 , limf(z) 存 在 . 


充分 性 .已 知 V zo€3D, limf(z) 存 在 . 今 补充 定义 
f(z0)= limf (x). 


于 是 Ye>0,3j6>0, 当 xzED,p(z,zo)<65 时 ,有 

[f(z)- f(zxo)|<e. 
对 于 zi1€39D, 若 p(xzi,zxo)<6, 则 在 上 式 中 令 z 一 zi 取 极 限 ,可 
得 

[f(z1)- f(zxo0) le. 
故 YxED=DU(3D), 当 p(xz,zxo)<6 时 , 恒 有 

[f(z)- f(zxo)|<e. 
f 在 D 内 连续 ,如 此 证 明了 f 在 D 上 连续 ,进而 知 f 在 D 上 从 
而 也 就 在 D 内 一 致 连续 . 


练习 6.1 


* m 维 欧 氏 空间 
6.1.1 设 1ER”,|/|=1,0, 表 示 1 与 坐标 矢量 e,(i=1,2,…,m) 的 夹 
角 , 试 证 : 
l= (cos O01 ,cos 0,,*… ,cos 9, ). 
6.1.2 xz,yER" ,0 表示 z,y 的 夹 角 , 试 证 : 
i 余弦 公式 
~ lz-y| =|z|l +|y|l’-2|z|ly|cos 0; 

ii) 勾 股 弦 定 理 :z 与 y 正 交 时 ， 

|z+yl*=|zl +|y|. 


6.1.3 G1,G; 守 R" 是 任意 二 开 集 , G1 人 G, = 儿 , 试 证 :Gi mn G, = 


提示 若 GinG:< 凶 , 则 jzeGl,zrkG,, 但 ze 
。 641 ， 


再 提示 “于 是 zxEaG, 进 而 39>0, 使 得 Us(z,9)SGi, 但 Un(z,6) 
内 含有 属于 G, 中 的 点 :x1€ Gi 门 Gs. 矛 盾 . 

6.1.4 设 ECR" 为 任意 集合 ,E 表示 EE 的 全 体 聚 点 组 成 的 集合 , 称 为 
五 的 导 集 , 试 证 五 为 闭 集 . 

提示 ”只 需 证 明 Vx EE (FE 是 导 集 EE 的 闭 包 ), 3zx* €E E(n=1, 
2,…) ,使 得 x; 一 +( 当 n 一 0) 即 可 . 

再 提示 “ 因 ze, 故 彼此 不 等 的 y,€ E'(n=1,2,…) 合 得 yw -< 
(当下), 又 由 EE' 知 3zx; EE, 便 得 |z; -1< 光 .于 是 |z; -| 


< lz yltly, -zl 和 元 + |y, -zx|>0( 当 n>oo 时 ). 


6.1.5 设 A、BGR”" 为 开 集 ,A 门 B= 儿 . 试 证 :3(AUB)=3AU3B. 


3 互 异 的 zx, EAUB,zx,—>zx—=>A.B 中 至 少 有 一 个 
提示 了 i) cuer| 会 jz ee 


又 3 互 异 的 yAUB,y,—y>y, A,BE y, &B 
一 zx€9A 或 TYE€9B 二 r+€9AUaB. 
i) zE93AUaB 二 rE9A 或 TE€9B 
Zz 不 可 能 是 AUB 之 内 点 ( 因 A、B 为 开 集 , 且 


/4NB= 2), 
Z 也 不 可 能 是 AUB 的 外 点 (否则 与 zE3A4 ,或 
zE3B 了 矛盾 ) 
>x€a(AUB). 
6.1.6 设 A、BSR" ,为 有 界 闭 集 ,A 站 B= 儿 , 试 证 ; 了] 开 集 W,V, 使 
得 . 
ACW,BEV,A WNV= 他. 
提示 记 d=p(A,B)==inffj|zx-y||zEA,yEB|>0.( 由 例 6.1.4 可 
知 ) | 


取 w= |zlzER",p(z,A)<@|， 


V=|zlzER" ,p(x,B)< 委 | 即 可 (参见 例 6.1.4,6.1.5). 


六 6.1.7 设 SCR ,Po(zo,yo) 为 S 的 内 点 ,Pi(xi,yi) 为 S 的 外 点 . 
642 : 


证 明 ; 直 线段 P,P, 必 与 S 的 边界 9S 至 少 有 一 交点 . (华东 师范 大 学 ) 

提示 “可 对 线段 P, P, 进行 二 等 分 法 ,在 P,P, 上 找 出 S 的 界 点 . 

再 提示 “”P, 为 内 点, 忆 ,为 外 点 , Pu P, 二 等 分 ,中 点 著 为 S 的 界 点 则 问题 
已 解决 ,否则 两 半 之 中 ,至 少 有 一 半 其 二 端点 为 一 内 (点 )、 一 外 (点 ). 将 此 半 
段 再 二 等 分 . 照 此 办 理 , 每 次 二 等 分 后 ,中 点 若 为 界 点 则 问题 已 解 ,否则 继续 
再 分 .把 P, P, 所 在 的 直线 看 成 是 数 轴 ,这 就 构成 了 数 轴 上 的 区 间 套 1[A4,， 
B,]|,A，B, 分 别 为 S 的 内 点 和 外 点 ,1[A, ,B,]i 有 了 唯一 的 公共 点 SEE [4,， 
B,](n=1,2,…), 这 里 A1=Po,Bi=Pi,|é-A,|.|é-B,|<|B,-A,|= 


rlPi ~ Po 一 0( 当 n>co 时 ), Ye>0,3N>0, 当 n>N 时 A,.B,€ 


U(&,e). 即 & 的 任 一 e 邻 域 里 , 既 有 S 的 内 点 又 有 S 的 外 点 , 故 & 是 S 的 界 
点 . 

交 多 元 极限 

六 6.1.8 求 极限 

1) lm (x + y )e-“* (北京 航空 航天 大 学 );《0》 


y+ 


Ty > . 
2) 是 7 (者 极限 不 存在 ,说 明理 由 ); 


(西北 轻工业 学 院 ) 


. arctan(z3 + y?) 
3) Gli, XT+ y “ 《0》 


提示 “1) 原 式 = lim (大 言 + 革 二 )=0. 
te\e 
2) 车 原 式 极限 存在 , 则 


_Xy Xxy 
1 的 习 限 也 应 存在 ， 


但 用 特殊 路 径 法 ( 例 6. 1.11(2)) 已 知 该 极限 不 存在 ,矛盾 . 
3) 区 1 


.1 .1 
女 6.1.9 ER 当 zy 二 0， 
0， 当 ry=0. 
斌 讨论 下 面 三 种 极限 : 


- 64j ， 


1) dim, of Ty) 2) lim limf(x ,»); 

3) lim lim f(x,y). (南京 工业 学 院 ) 

提示 1) 0 委 1F(z,y)| 委 |zl+|1y| 一 0. 

2)、3) 内 层 极 限 不 存在 ,从 而 累 次 极限 不 存在 . 

站 6.1.10 设 f(zx,y) 为 二 元 函数 ,在 (xo ,yo) 附 近 有 定义 , 试 讨论 二 重 
极 女 Jim f(z,y) 与 累 次 极限 lim lim f(x,y) 之 间 的 关系 《浙江 大 学 ) 

提示 (1) 上 题 已 证 明 二 重 极限 存在 ,二 累 次 极限 可 以 不 存在 . 

(2) 例 6.1.11(4) ,表明 :二 累 次 极限 存在 可 以 不 相等 . 

(3) 例 6.1.11(1) 至 (4), 还 表明 二 重 极限 不 存在 ,二 累 次 极限 仍 可 能 存 
在 .这 时 二 累 次 极限 可 以 相等 (如 (1)、(2)、 (3)) 也 可 以 不 等 (如 第 (4) 小 题 ) 


(得 着 lim f(x， ye ， 有 lim lm f(z, >) 的 内 层 极限 lim f(z， y) 在 
一 
< 的 某 个 5, 邻 域 里 存在 (8 >0), NM lim lim f(z,») 
极限 亦 然 ). 
再 提示 。( 证 (4)) 因 Ye>0,36>0,( 取 8<3), 当 |z -xo|<5， 
|y~ yo1<3 时 


存在 且 


A.( 另 一 累 次 


A-e<f(r,y)<Ate, 
在 此 不 等 式 里 令 y 一 y。 取 极限 , 记 lim F(z,y)=g(z), 得 
> 
A-es 和 8g(z) 生 4+e (Vz:|zr~ zol<d), 
此 即 表明 A = lim g(x)= lim lim f(xz,y). 证 毕 . 
ro ro 
* 多 元 连续 函数 
6.1.11 设 f(x,y) 在 G=i|(x,y):x? + y<1| 上 有 定义 ,车 (1) f(z， 
0) 在 点 z=0 处 连续 ;(2) f,(z,y) 在 G 上 有 界 , 则 f(z ,y) 在 (0,0) 处 连续 . 
(北京 大 学 ) 


提示 可 参看 例 6. 1. 23. 并 注意 由 矢 件 (2) 可 推出 f(x,y) 对 yy 满足 
Lipschitz 条 件 ,关于 z 一 致 . 
再 提示 ”由 条 件 (1) 知 : Ye >0、36,>0, 当 |z|<6 时 ,| f(x,0) - f(0,0)| 


由 条 件 (2) 知 :3 M>0, 使 |f,(x,y)l<M,(zr,y)€G,， 
|r(zyy)- rz,0)1=1P(z,s)lly-0lI 委 Miy|. 


| 58 | , 则 当 1z1<6,1y1<3 时 ,有 


取 6= min . 
[flrx,y)— FO TEI Fr,y)- fx,0)| + f(x,0)— fF(0,0)| 


€ E 一 
< 了 + 万 E., 


6.1.12 设 f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 DCR 上 连续 ,其 值 域 为 R, 试 证 : 
Y iu-iCR, 卫 收敛 的 子 列 | w。 i ,及 点 (zo，yo)ED ;使 得 lim xm = f(zxo, 


yo).( 华 中 师范 大 学 ) | 

提示 Vu, ,3 (zx, ,y,) ED ,使 f(z, ,y,)= wu, ,再 利用 致密 性 原理 . 

再 提示 “于 是 得 知 3 (zx, ,y, 站 的 收敛 子 列 |(x。 ,> ) ; 记 lim (zw yw )= 
(zoy2o)E 万 , 则 由 了 的 连续 性 知 w= f(z ,yu ) 一 Fzo ,yo)( 当 oo 时 ). 

家 6.1.13 设 F(z,y) 在 矩形 D: -ea 委 z 魏 a, -5 魏 y 委 pa>0,9>0) 
上 分 别 是 x 和 y 的 连续 函数 ,而且 AF(0,0)=0. 当 z 固 定时 ,FA(z,y) 是 y 的 
严格 递减 函数 , 则 有 38>0, 使 对 每 个 zE(-3,3) 有 yE(- 5， 4) 满足 flzx, 

3?)=0. (西南 师 院 ) 

提示 ”参看 例 6.1.22. 

再 提示 f(0,0)=0,f(z,y) 对 y 严 N=>36>0,6<6,f(0,6)<0,f(0, 一 6) 

f(x,y) 对 x 连续 Ax,6)<0， /对 y 连 续 


>0 一 一 = 一 一 全 卫 9 >0,6<a,— 61<zx<H 时 
flr,—6)>0 


Yr 
€[- .61],3yE[ -6,8] 使 f(z,y)=0. 
站 6.1.14 设 w= f(x,y,%z) 在 闭 立 方 体 a<rb,aSyEb,aSzrEb 
上 连续 , 令 
p(x)= ma | min f(z, yz)|, 
试 证 ;w(xz) 在 [a,5] 上 连续 . (辽宁 师范 大 学 ) 
提示 ”参看 例 6.1.19. 


再 提示 f(zyy yz) 在 [a,5;a,5;a,b] 上 连续 忆 关 人 全 6.1.19 方 法 


g(z,y)= mnf(z,y,z) 在 [a,b;a,6b] 上 连续 -人 上 9 法 (，) - 


maxg (zx,y) 在 [a,5] 上 连续 . 
* 645 : 


6.1.15 设 /(x) 在 R" 上 连续 ,x 声 6(R" 中 的 原点 ) 时 ,f(zx)>0, 且 
YxER", 及 c>0 有 fl(cx)=cf(x). 试 证 3a,65>0, 使 得 
alxzl 委 Arz) 魏 51x|- (VxER") 
提示 ”利用 f 在 单位 球面 上 达到 最 大 最 小 值 . 


再 提示 。S 表示 R" 的 单位 球面 ,出 Y 9 和 xER" ,THTE S,f 是 R" 单 位 


球面 S 上 的 连续 函数 ,在 S 上 有 最 大 最 小 值 ba > 0, 故 a</ (六 )<， 


亦 即 :alzl 委 F(x) 委 xl(YxER"). . 

6.1.16 设 4 是 xz 和 矩阵 ,det A 0, 试 证 :ja>0, 使 得 VxER”， 
有 |Ax| 志 alx|. 

提示 ”可 用 Cauchy 不 等 式 ( 见 § 4.4 定理 1) .或 用 反 证 法 . 

再 提示 记 A=(a;),x= (zz yz ), 则 


| Ax 1 = (FD)) < (De : >) 
= (Da) 


6.1.17 设 连续 函数 /:R" 一 R' ,满足 如 下 三 条 件 : 
1) VxER’ ,f(x)>0,8 x= 0Of(x)=0; 
2) VAER, 有 f(ax)= 141 f(x); 
3) Vr,yER’, f(xty)Ef(xr) + f(y). 
试 证 :i) 3 M>0, 使 得 YxER", 有 f(x) 孝 Milx|; 
ii) 了 满足 Lipschitz 条 件 : 即 习 工 >0, 使 得 
[f(z)- CI 委 Lo(zyy) (Vx,yER’); 
四) 习 常 数 a >0, 使 得 YxER" 有 
alxr|<f(x). 
提示 iD ,ii) 利 用 上 面 习题 6.1.15 可 得 . 
再 提示 f(x) F(7)= fx- y+y)- f(y) SFr y) 
( 当 z 关 ?时 ) 福 |x- ?ARE 人 )<rlx- y|= Lp(x,y), 
其 中 工 为 在 单位 球面 $ 上 的 界 :| f(x)|<<L(Y xE S). 
同 理 有 f(y)- f(x)<Lp(x,y), 
故 [f(x)- f(y) SLp(x, y) (Vx.yER") 
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(上 面 , 此 式 在 * 关 ?的 条 件 推出 的 ,但 x=y 明显 成 立 )， 
*6.1.18 设 F;R" -一 R' 为 连续 函数 , 试 证 :下 = {x|f(x)=0l 是 R" 中 
的 闭 集 . 
提示 设 xo 是 五 的 任 一 聚 点 ,证 x。 EE. 
*6.1.19 试 对 f:R” 一 R! 写 出 例 2.1.7 对 应 结果 ,并 给 出 证 明 . 
*6.1.20 试 对 f:R”" 一 R”" 写 出 例 2.1.6 的 相应 结果 ,并 给 出 证 明 . 
* x¥6.1.21 设 f 在 R" 中 点 zo 的 邻 域 里 有 界 , 记 
M(xo,6)=supl f(x)|p(x,xo)<6|, 
ms(xo,60)=inf{ f(x)|o(x, xo)< 6!, 
则 极限 
wr( xo )= lim [My(xo,6)— my(xo,6)] 
一人 0 
存在 ,并 称 之 为 了 在 xo 处 的 振幅 . 
试 证 :了 f(x) 在 xo 处 连续 的 充 要 条 件 是 wr(xo ) = 0. 
注 仿 一 元 函数 ,我们 可 定义 上 (下 ) 半 连续 .并 引入 类 似 的 性 质 . 
※6.1.22 设 集合 ESR" 是 非 闭 的 ,函数 f(x) 在 玉 上 一 致 连续 . 试 证 : 
只 能 唯一 地 连续 开拓 到 到 上 ,使 在 巨 上 一 致 连续 . 
x*6.1.23 设 f(x) 在 R" 上 连续 ,lim f(x) 存 在 . 试 证 了 在 R" 上 一 致 
连续 . 


§ 6.2 多 元 函数 的 偏 导数 


导读 本 节 是 基础 性 内 容 ,既是 教学 重点 ,也 是 考研 热点 .一 
至 四 段 适 合 本 书 各 类 读者 .第 五 段 主要 针对 数学 院 系 学 生 . 


六 一 、 偏 导数 的 计算 


要 点 fab)= [f(r5)] 


车 f 在 (a,65) 与 (a， 和 鸭 旱 近 用 个 同 的 初等 函数 给 出 ， 则 需 
用 定义 ,通过 极限 来 计算 . 
例 6.2.1 设 
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. ， ， 
flzx -人 (xz,y)=(0,0), 


0， (zx,y)= (0,0). 
试 求 (0,0) 与 (0,0) (北京 师范 大 学 ) 
解 
men (x,y) (0,0), 
0， (z,y)=(0,0). 
由 此 
-yy, y*0, 
六 (0,y)= 困 -0 
= 一 2 
所 以 fy(0,0)=[f,(0,y)],|,.o= -1. 
类 似 可 得 fC0,0)=1. 


注 ”该 例 说 明 混 合 偏 导数 ,一 般 来 说 与 求 导 次 序 有 关 . 
夜 二 、 复 合 函 数 微 分 法 ( 链 锁 法 则 ) 
例 6.2.2 设 x(z,y) 的 所 有 二 阶 偏 导 数 都 连续 ， 


2x_ Puy 
az dy 
u(T,27)= ru (zz2z)= 7. 
试 求 xzi27)，u s(x,27) ,u(x,2z).( 南 开 大 学 ) . 
解 已 知 u(xX,2z)=xz, 对 工 求 导 , 可 得 
u's(X,27) + u(r,27).2=1. 
已 知 wu .(z,27x)= zx? ,因此 有 
1~zx’ 


2 


uy(z,27)= 
此 式 对 z 求 导 得 
W(X,27) +2u’, (x,27)= 一 工 ， (1) 
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u(x,27x)=x 对 工 求 导 得 

zz,2r)+2x (XT,27)=27. (2) 
(1) (2) 与 已 知 关系 wu”,, - zx =0 联 立 , 注 意 到 二 阶 导 数 连续 ,所 
以 w= uw” , 故 得 


(zi2z)=w (rz,2z)= -47, 


3 
， _5 
Wo (LT,27)= WUT,27) = 37. 
例 6.2.3 设 u= (二 yy 十 之 +y +z), 证 明 
du Ou du “ 
十 
gr dy dz 
=3f +4(ztytz)f +4(r +y +z)fy +6f,. 
注意 f、f, 仍 是 中 间 变 量 z+y+z,z +y +x 的 函数 . 
例 6.2.4 设 zx*++ Xxy+ oy =3, 证 明 
18 
(六 +2y) 
注 求 导 后 ,z,y 仍 满 足 原 方程 . 
交 例 6.2.5 设 x=F(z), 其 中 > 为 方程 式 
之 二 并 十 yp(z) (1) 
所 定义 的 为 变量 zx 和 y 的 隐 函 数 .证 明 Lagrange 公式 


Gm Da 1 .OU 
= |p)] 元 


y= 一 


. (2) 


(广西 师范 学 院 ) 
分 析 > 为 = 的 函数 ,> 通过 式 (1) 定 义 为 x,y 的 函数 .因此 
& 是 z,y 的 复合 函数 ,依赖 关系 为 


证 (用 数学 归纳 法 ) 先 证 明 n=1 的 情况 .利用 链 锁 法 则 
9u , , | 
a (z) > ，. 
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由 式 (1) ,利用 隐 东 数 求 导 法 则 ,可 得 
2(z) 


“I yp 
、 9u _ f(z)op(z) 
所 以 了 I- yp (2) 3) 
区 9u _ ， f(z) 
同 理 可 得 和 
与 (3) 比 较 知 
E92) (4) 


这 就 是 (2) 当 n=1 的 情况 
现 假定 (2) 式 对 = -1 的 情况 成 立 ,来 证 明 对 n 的 情况 也 成 
立 .事实 上 


0 


azn 7 
-or 
-2 |r- Dlg(s)] ge + 
[p(z] 宫 区 (5) 
_ a"! . 
ar"! 
-|[p(a] 到 | [利用 式 (4)] 
= | DEg(e)]" p(s )3E+ 
[9(z)]" 二 芳 (6) 
由 于 azgx _ 9zAu ， 
9(x) 及 式 (4), 有 红 攻 = 了 丝 , 故 (5),(6) 之 右 端 


相等 ,(2) 式 获 证 . 
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六 例 6.2.6 若 z= (zyy) 满 足 
ftir,ty)= tf(r,y) (>0)， . (1) 
则 称 f(x ,y) 为 上 次 齐 次 函数 , 试 证 下 述 关于 齐 次 应 数 的 Euler 定 
理 : 设 f(z,y) 可 微 , 则 /(z,y) 为 上 次 齐 次 函数 的 充 要 条 件 是 
zf (ry +t yf zy)=RFzy). (2) 
证 必要 性 .(1) 式 对 1 求 导 ,再 令 t=1 即 得 (2). 
充分 性 .方法 一 ,要 证 ;>0 时 (1) 成 立 , 即 要 证 
p= = f(z,y). 
因 gp(1) = F(z,y), 因 此 只 要 证 明 g“(z:) 二 0 即 可 .利用 复合 函数 
微分 法 及 式 (2) 这 是 明显 的 . 1 


方法 二 〈 按 必要 性 的 证 法 倒退 回去 )， 在 式 (2) 中 分 别 用 
tr ,ly 代替 自 变量 z,y, 得 


trf (tx,ty)+ tyf (tr ,ty)= kf(tz ,ty). (3) 
记 p(t)=f(iz, ty). 
则 (3 ) 为 tp (1)= kp, 
上 且 9(1)= f(x,y). 
由 此 解 微分 方程 即 得 式 (1). | 
交 例 6.2.7 设 f(z,y) 为 n 次 齐 次 函数 , 且 m 次 可 微 ,证 明 
GEAEE A (1) 


方法 一 ”直接 在 f(tz ,ty) = f(z,y) 两 端 同时 对 1 求 m 阶 
导数 ,然后 令 1 =1. 

方法 二 ”利用 数学 归纳 法 . 

证 I 我 们 已 知 :车 z= f(x,y),x=atith,y=6+ 雹 (a、 
65、h、k 为 常数 ), 则 

= (2 + 广 ] f(x,3). 
利用 此 法 则 ,在 式 | 
。 0 ，« 


fltr,ty)= 1 f(x,y) 
两 端 同 时 对 1 求 m 阶 导 数 ,再 令 上 =1, 即 得 式 (1)， 

证 下 ”由 上 例 知 : 式 (1) 对 m= 1 已 成 立 . 现 只 要 证 明 : 若 式 
(1) 对 m= 成立 , 则 必 对 m= 有 +1 也 成 立 .事实 上 , 因 m= 时 
成 立 , 所 以 
> [Gy | =n(n—1)…(n—k+1) f(r, ty) 
i=0 9z'9y (1 ,1y) . 

=n(n-1)..(n-k+t1)f(xr,y). 
两 端 同 除 以 上“ 得 


天 - af 
i k-i - -; 
Gary (a (4x ,1y) (2) 


= nn-1)(n -Ek+1)1 f(zr,y). 
两 边 同时 对 t 求 导 ,根据 复合 函数 求 导 法 则 : 


d af a*+! 
(ga (119) ) 7 9z 9y |,0) 
a**1f 
二 Yo . 
> 9r' oy (rr, ty) 
故 (2) 式 左 端的 导数 为 


> (Gy 2/ 
1 


i k+l-i 
FT + Cr * 
9x ”9y | CG > 


atl 
az | 
(为 了 合并 同类 项 ,在 前 式 里 令 j=i+1l) 
一 cr ER+1—j ao! | 
一 全 大 y ERER 


(2r,1y) 


* 人 olf 
十 ‘rr’ 一 所 7 一 
2 y EE ER 


( 仍 把 7 记 作 : ,将 对 应 项 合并 ,注意 公式 Ci”! + C= Ci,,) 
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+1 oarif 
一 i ‘ ktri-i -~ 
2 Gry Dazay 
故 (2) 式 对 上 求 导 后 得 
k+1 a f : 
i i k+l1-i 
之 Go Ty ERE dy 


(1r,1y) 
= n(n—1)(n— kh) f(z,y). 
在 此 式 中 令 :=1, 即 得 m=k+1 时 的 式 (1). 
注 车 y= f(zi;zxsy,… ,ZX ) 为 nn 元 &k 次 齐 次 m 阶 可 微 函 


数 , 类 似 地 有 
(nF tt ta) f= (kT) m+) 


(12x, ty) 


9 9 9 \” 
一 一 十 … 十 _ 
其 中 (去 + 了) 
m! : 9” 


1 并 2 人 


; 
一 PP 
ril r2! er,! " 9T19X7 "0 


f= f(x, rs, , T, ). 
三 、 偏 导数 转化 为 极限 


要 点 利用 偏 导数 的 定义 ， 有 些 关 于 偏 导数 的 问题 ,可 转化 为 
相应 的 极限 问题 . 

例 6.2.8 设 了 ,了 ,了 在 (x。o ,yo) 的 某 邻 域内 存在 ,了 ,, 在 
点 (zo，, Yo) 处 连续 ,证 明 f,, (zo, wo) 存在 , 且 F (rowm)= 
fy (Xo , Yo) 

证 1° (将 混合 偏 导数 转化 为 累 次 极限 ). 据 偏 导数 定义 
f(xo,y t+ Ay)— f(xo, yo) 

Ay 


=lim | lim /T+AT, yo +AY)T f(ro, yo +Ay) 
Ay™0 Ay |aro Az 


fy (zo ,Yo ) = lin 


— lim f(zxo +Azr,yo) — f(zxo , yo) 
Az~0 Azx 
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= lim lim W, 


1 
Ay>0 Az*0 ATAY 
其 中 W=f(xotAzr,yo tAy)— f(ro, yo +Ay)- fro tAr,yo) 


+ f(xo ,Yo0). 


同 理 可 证 f(zo,y0)= lim lim AzAy™W. 


2 [证 明 全 面 极限 lim x7 存在 , 且 等 于 /zo ,yo) | 
令 | p(y)= fro tAr,y)— f(xro,y), 


Ww _ 1 | 加 
则 AzAy™ AzAyL (Yo + Ay) p(yo)] 


= Rb (y+ OAy) (0<0,<1) 


= [fro + Az,yot 01Ay)— f(zro, yo + OAy)] 
= 了.(xo + 0Ax,yo + OAy) (0Q<0<1). 
因 六 .在 (zu,yo) 处 连续 , 故 
和 RAY lf (ro + OA# s+ 01A9) = f (ro). 
3° 因 ,在 (zo, vo) 的 邻 域内 存在 , 且 Ay 充分 小 时 ， 
im 直 -W 存 在 .由 累 次 极限 定理 (或 见 前 节 的 习题 6.1.10 的 提示 
(4) 及 再 提示 ) 


fy (x0, 0) = lim lim Ww 


Ay0 Ar0 AZAy 


= f(xo ,0 ) . 
交 四 、 对 微分 方程 作 变量 蔡 换 


a. 对 自 变量 作 变 量 蔡 换 


要 点 ”完成 这 种 替换 的 关键 在 于 :通过 新 旧 自 变量 的 关系 , 求 
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WwW 


= lim 
人 


出 相应 导数 的 关系 ， 再 代 人 方程 
六 例 6.2.9 试 将 方程 3 于 + 了 
(清华 大 学 ,北京 师范 大 学 ,浙江 大 学 ) 


入 = 0 变换 为 极 坐 标的 形式 ， 


解 1" (由 变量 之 间 关 系 , 求 出 它们 导数 之 间 的 关系 ). 因 


z=x(z,y),X=rcos 0g,y=rsin.0, 所 以 


9z _ 9z 9xz. 
3 rs Ot gysin 0， 
9z _9z dz 
-二 Frsin O+5 SXreos 0. 
a0 az dy 
解 得 
9z _ gz _9zl . 
37™ a7cos 0 30 7sin 0， 
9 9 
区 = 了 sin 9+ 33 二 cos 0. 
即 算 符 有 关系 : 
9 1 . 9 
元 cos 0 3 rsin 0 55， 
3 _ a 1 a 
35 -sin 93 + 二 c0s 0 37 
故 
az 9 1az 
天 = 去 (无 ) 
a 1 ayaz 
(es 0 六 zin 96) 于 
9 /9 _1 9 {9 
AE 7sing 贡 (于 ) 
z /9z 9z 1 
cos 0 六 ( 芒 cos 9 90 sin 9] 


(1) 


(2) 


(3) 


[利用 (3)] 


[因为 (2)] 
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dz  ， dz 1 ， 9z1. 
= 一 二 一 + Ssin gcos 0 
元 COS 0 ara0 Sin Geos 0 07 sin Ocos 


2> 1 oz1 
和 + i 
5 六 coS 0sin 0 天 Sin 20 
2z1 ， 


十 sin “0+ sin Ocos 0. 


9 GC 之 上 
一 也 二 元 sin 0+ + 2 Lsin OQcos 0 一 sin Ocos 0 


9xz 1 azcosb 
一 十 一 
EE Osin 0 元 一 


se 0 一 区 2 Tsin Ocos 9. 


2"( 代 人 化 简 ). 将 上 述 结果 代入 原 方程 ,化 简 即 得 


13z 1322?z 
rar ag (4) 


另 解 (1) 式 分 别 对 ~、9 再 求 一 次 导数 (xz、y 作 中 间 变 量 )， 


2, = C08 0O+ 2” ycos Osin G+ x sin Ocos 0+ x”,,sin’ 9, 


(5) 


z= ur Sin 0— z”, J sin Gcos 0 ~ x” 7? cos 0sin 0+ 
2 “rr cos 0— x rcos 有 一 > “rsin 0. (6) 
(5) 式 乘 以 一 与 (6) 相 加 ,得 
rx, 十 2 二 (2 二 一 rcos 0-z’ rsin 9. 


2 wm 将 (2) 式 代 人 上 式 
rT Zt yg 


再 同 除 以 一 , 移 项 , 即 得 式 (4). 
上 例 是 把 新 变量 理解 为 自 变量 ,把 原来 的 自 变量 理解 为 中 间 
变量 .有 时 也 可 以 反 过 来 . 


9 oa? 
六 例 6.2.10 设 S + + 0. (1) 


r2 ( Z” 十 z rz” 


re 
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uUu=7x -yy ,v=2ry. (2) 


试用 关系 (2) ,将 (1) 变 成 关于 x,z 的 方程 . (南京 理工 大 学 ,北京 


工业 大 学 ) 
AP 
解 | 将 依赖 关系 看 成 W、 < ,于 是 


vv 


aW _aWau ,9W9av _,, 9W,,, OW 


7 audr! dr LT dr +2Y 
可 见 
a a a 
7 7 F123 
于 此 
PW_ 3 /aW\_ 9 aW 9 
gr a2 (3 = 去 |2z 到 +27 35 | 
_ 9W 9 /aWw 3 /aW 
=2 3 十 2 并 元 (区 2 区 (区 让 ， 
其 中 
9 {2WY 2 3 (WY 3 /aW 
ar\au) “ax 5) > 区 (到 | 
_ .9W HW 
27 FT +2 go 
和 (= oaW ow 
周 理 az\av) 一 2 并 353 本 二 27 Bo 
PW_ ,aW 9.W 2W 
区 Era 
PW Ie 
2 a 
+4zxy3 dv 4y Bo be 
2 YY a 
OW__ Wr WOW 守 
ay 9 > au’ Ty dvadu A 
657 «hs 


4zxy QuUav EE 
两 式 相 加 得 
PW FW 2 2 13 页 3 全 
EE 1 ay (4z +4 )(3 7 27 
故 原 方程 转化 为 


b、 自 变量 与 因 变 量 都 变化 的 变量 替换 

要 点 “” 当 自 变 量 与 因 变 基 都 变化 ,要 对 微分 方程 作 变量 替换 ， 
可 使 用 如 下 方法 : 先 将 原来 的 因 变 量 ,写成 新 的 因 变量 的 函数 .从 
而 原来 的 函数 ,可 看 成 是 以 新 变量 为 中 间 变 量 的 复合 函数 .应 用 复 
合 函 数 微分 法 , 求 出 原 导 数 与 新 导数 (新 因 变 量 对 新 自 变量 的 导 
数 ) 的 关系 .代入 原 方程 ,使 化 为 新 函数 ,新 变量 的 方程 . 

交 例 6.2.11 z 为 zx,y 的 可 微 孙 数 , 试 将 方程 


ty (1) 
变 成 由 = ww(w,v0) 的 方程 .假设 
Ty (2) 
(河北 师范 大 学 ,湖南 大 学 ) 
解 已 知 z= 


即 变 量 的 依赖 关系 为 


* 658 ， 


利用 复合 函数 微分 法 


1- 29Ww 9w 
9z _ Tau dv 
二， 
I (1+ zw) 


az _ (1+zo) 3m | 
5y (1+ zz 六 
将 此 结果 ,及 式 (2) 代 和 人 原 方程 (1), 即 得 


QWw 
到， 


例 6.2.12 取 wy 为 新 自 变量 及 uw = ww(K，y) 为 新 函数 , 变 
换 方程 


Oz 32x 9z _ 


9x ray dz ~ (1) 
、 十 — - 
设 Pe (2) 


(假设 出 现 的 导数 皆 连 续 ). (河南 师范 大 学 ) 
解 > 看 成 是 zx,y 的 复合 函数 如 下 : 


Ww T+ _X— 
z= w= wp ), p= 7 =. 


2 


azz?axzay?a 
ys 变换 为 ,vy,w. 得 


dw Ow -2 
E74 nav TO . 


例 6.2.13 证明: 在 变换 


求 出 此 复合 函数 的 导数 2 和, ;2 字 .， 39. 代 人 原 方程 (1) ,并 将 z， 


让 
2 


之 下 ,方程 


3 z 9z 2 
十 -二 一 二 
yay 2 y 工 
可 变 成 
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了 宪 =0， (浙江 大 学 ) 


. 9 
提示 z= 之 + 二 ,并 将 ww 看 成 wv 的 函数 ,v,v 按 题 设 的 


变换 是 z,y 的 函数 ,然后 用 复合 函数 求 导 法 则 计算 3 , 呈 -和 


例 6.2.14 考查 变换 x 二 aut+bivt+ciw,y=asuUu+ bv 
+cyw,z=a3u+6b3vt+ cw. 问 在 什么 条 件 下 ( 即 a,， pc; 满足 


什么 条 件 时 ), 对 任何 二 阶 连 续 可 微 函数 /, (于 幻 ， (5 9) 
(2) 和 f+ + 3 在 此 变 软 下 形式 不 变 { 邑 { 江 ) + (#4) 
"9 -( 罗 的 路 营 ! 芝 * 开 < 攻 


f+2h). ( 复 是 大 学 ) 


9v 
各 利用 复合 函数 微分 法 
、 、 请 = 太 ai+az+ 太 as， (1) 
ff bt fb tf bs, (2) 
三 = fc tfc tf cs. (3) 


以 上 三 式 平方 后 相 加 ， 得 
fitf tf =f (attb te) t+ fy(at+62+ ci)+ 
f(a3t+b3t+c3) +2f f(aras t+ bb + cics)+ 
2f ,f(aras + bbsat+ccs) t+2f .f(asa1 + bsbi + csci). (4) 
将 (1)、(2)、(3) 式 分 别 对 wu、v、w 求 导 , 然 后 相 加 ,得 
fautf wtf w= f(attbtitc)tf,(a2+bi+ ec)+ 
矿 -(as+b+c)+2F (ara t+ bibs t+ cics)+ 
2f .arast bbst ccs) +2f’, asa + bsbi+ caci). 
(5) 
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由 (4)、(5) 式 可 知 , 当 | 
al+bi+cil=al+6bi+ci=as+b+cs=1, 
aiaz + bib, t+ cics =asa3+bb3t+ccs=asar t+ bb1t csci=0 
时 , 恒 有 
A++ 二 十 大 
futf wtf w= fatf + 
* 五 、 多 元 函数 的 可 微 性 


要 点 R" 中 ,和 在 点 已 处 可 微 ,等 价 于 三 在 Po 的 某 邻 域 里 ， 
满足 如 下 (相互 等 价 的 ) 任 一 等 式 : 


D Af(PY=AP)-f(P)= Df (PIA + Sl ean 
i=1 i=1 


其 中 e; 阅 0( 当 Azi 9 ,AZ 一 0 时 ). 这 里 
卫 一 了 ,=(Azi,Az，…Az,). 


i) Af(P)=/(P)- (Pu)= Df, (Pu)Ar + ep, 


其 中 ee 一 0( 当 po~>0 时),p= | Sia’. - 


i) A7(Pu) 王 7CP)-FCPD)= PCPwAzi+o(p) 
，。” 妆 以 二 元 函数 为 例 ,要 证 明 f 在 (x。,y。) 处 可 微 ,通常 方法 有 
二 .其 一 是 ,根据 上 述 条 件 i) 说) 车 
Af—- f(zo, yo )Ar~— f(ro yo)Ay 
A VAz +Ay: 
则 了 在 (zo ,yo) 处 可 微 .否则 不 可 微 . 
方法 二 是 证 明 /在 (xz。 ,yo) 的 邻 域 里 有 
f(xzotAzr,yo tAy)— f(zro, yo) 
=f,(zo 0)Az+ (zxo, yo)Ay + erArt+ eAy, 
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=0, (A) 


其 中 el ez 一 0, 当 Arz、Ay 一 0 时 .否则 不 可 微 . 

例 6.2.15 设 f(z,y)= gp(|zy|), 其 中 pg(0)=0, 在 wu=0 
的 附近 满足 | p(w)| 夺 ww , 试 证 /(z,y) 在 (0,0) 处 可 微 . (中 国 科 
学 院 ) 

证 f.(0,0)=lim ?20D -2(0) 0. 


同 理 f,(0,0)=0. 
国生 -f/f:(0,0) x —7,(0,0)y 
(| zy) 一 | zy| 之 #0. 
Vriry Vr | 


( 当 zx- 一 0,y 一 0 时) 
因此 在 (0,0) 处 可 微 . 
例 6.2.16 证 明 : 函 数 


XYy 2 2 
no 2 
0， z+y=0. 
在 Rr* 上 连续 ， 且 f,, 了 ,有 界 ,但 f 在 (0,0) 处 不 可 微 . (山东 大 学 、 
北京 航空 航天 大 学 ) 
提示 /在 (0， 0) 处 不 可 微 最 后 归结 为 证 明 ， 
Zr 0 ($y). 
注 按 上 述 方法 和 步骤 ,证 明 可 微 性 ,原则 上 没有 什么 困难 . 
但 因为 问题 最 终归 结 为 求 极 限 , 因 此 进行 时 ,还 会 碰 到 许多 具体 困 
难 . 这 时 应 根据 具体 情况 ,灵活 处 理 . ， 
交 例 6.2.17 设 f(z) 及 g(z) 分 别 在 区 间 [a,65] 及 [c,d] 上 
连续 ,定义 


F(x,y)= | fae | gas (ae 委 z 委 5,c 委 7y 委 d). 
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试用 全 微分 的 定义 证 明 ,E(z,y) 在 (zo,yo) 处 可 徽 , 其 中 ae 委 zxo 
委 0,c 委 y 委 d 为 任意 的 定点 .( 大 连理 工大 学 ) 

分 析 为 了 证 明 F(x,3) 在 (z。,y0) 处 可 微 ， 即 要 证 明 当 zx 一 
Xo，,y 六 yo 时 , 式 

F(x,y)— F(zxo, 0)— 下 (Zooyy0) (并 一 To) 一 FEF, (zo ,0)(y— eh) 
Vz-zxo t+(y—y) 
(1) 

以 0 为 极限 .为 此 ,我 们 写 出 (1) 式 里 分 子 各 项 ,能 抵消 的 抵消 ,能 
合并 的 合并 .其 中 前 两 项 


Flzsy) -Flzosy)= | fe)dt | gls)ds - Tr fae | gs)as 


= (| + 小 Frz)dt . (| + jos 一 
fae Pao 


= 站 A g(s)ds+ [ fli)dt g(s)ds 


+ fd] gls)ds. | (2) 
(1) 式 分 于 的 第 三 项 可 以 化 为 (2) 式 有 端 第 二 项 的 形式 ， 
F(zoy)(z- zo)= f(z0) {" gCs)ds* (x zo) 
= 二 f(zo)dt 上 g(s)ds. (3) 
(1) 式 分 子 的 第 四 项 可 化 为 (2) 式 右 端 第 一 项 的 形式 
F(zoy)(y-y)= | fa)dirg(yo)(y yo) 


= 六 fa)d | g(yo)ds. (4) 


将 (2)、(3)、(4) 合 并 ,于 是 (1) 中 的 分 子 ,可 以 化 为 三 项 , 即 
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F(x,y) 一 下 (zo ,Yo) 一 F(xo,Y)(z 一 2Z0) 一 Fy(zoyo)(Cy 一 20) 


= ras] (g(s) — gw)ds + | (F(t) - Am))dz © 


| els)ds + [ Fe 上 g(s)ds. (9) 


将 此 式 代 回 (1) 式 , 则 (1) 可 拆 成 三 项 ,只 须 证 明 每 一 项 趋向 零 . 例 
如 第 一 项 
rod (g(s) - g(y))ds 


Vr-zx0) +t(y- yy , 
因为 f(x) 在 [a ,5b] 上 连续 , 即 3 M >0, 使 得 | f(x)|<M(VzxE 
[a,65]). 又 因 g(z) 在 处 连续 ,所 以 Ve>0,39>0, 当 yE[c， 
djly- yl<6 时 |g(y) -g(xo)|<e. 于 是 
| oa [sg(s) — g(yo)]ds 
~V (Zz 一 xo) + (y 一 30 

< 上 | ACE) 1 | | g(s)— g(yo) 1 ds 
V ( 工 一 Zoo) t+t(y- yo) 
MLzo ee 加 Me 
~ (z~ zo) + (y— yo) 
类 似 可 证 明 其 余 两 项 亦 趋向 零 . 故 (1) 式 趋向 零 , F(x,y) 可 微 性 

应 当 指 出 的 是 ,本 例 作为 试题 主要 是 为 了 考 可 微 性 定义 的 使 
用 .实际 上 利用 可 微 函 数 的 乘积 定理 ,本 题 的 结论 是 明显 的 . 

交 例 6.2.18 车 f(x,y) 在 点 (zxo ,yo) 处 存在 ,f,(x,y) 在 


大 学 ,辽宁 师范 大 学 ) 
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证 f(zxo+Azx,yo +Ay)— f(zxo, Yo) 
=[f(xo tAr,y tAy)— fro tAr,y)]+ [f(ro +Ar,y) 
— f(xo, yo)] 
=f (zo tAr,y +OAy)Ay+f (zo,w ArteAr (0<0<1) 
=[f,(xo,y0)+ es JAy+f, (zo, )Ar+eAr 
=f,(zo ,3y0)Az+ f(xo, yo)Ay+ eAr + eAy, 
其 中 el es 一 0( 当 Ax Ay 一 0 时 ). 故 在 点 (zo ,yo) 处 可 微 . 
* 例 6.2.19 设 1) z=gp(s,t), 及 y=y(s,i) 在 区 域 DD 内 
可 微 , 且 (s,t)ED 时 ,(z,y)=(g(s,1),y(s,t))EE( 区 域 ); 
2) 函数 z= f(x,y) 在 区 域 记 内 可 微 , 试 证 z= f[ p(s ,i)， 
y(s,t)] 在 DD 内 可 微 , 且 
df(s,t1)= fdzr+f,dy. 
证 记 P=(s,t) 为 DD 内 任意 一 点 , Q= (zx,y)= (p(s,1), 
y(s,zt)). 由 已 知 条 件 有 
Az=f,(Q)Ar+f,(Q)Ay+ ep, (1) 
其 中 p=VAzx +Ay?,e>0( 当 p>0 时 ). 
Az= 9',(P)As + 9g',(P)Az + eipi, (2) 
其 中 pi=VA +Az,e 一 0( 当 pi 一 0 时 ). 
Ay=y,(P)As + y,(P)At + espi, (3) 
其 中 pi 同上 ,es 一 0( 当 p1 一 0 时 ). 
将 式 (2) (3) 代 入 (1) 得 
Az =[f,.(Q)p',(P)+f,(Q)Y,(P)]As 
+[f,(Q) py,(P)+f,(Q) YP)]As 
t+ept+f,(Q)ep tf,(Q)ep. (4) 
要 证 明 f[ yg(s,i),y(s,z)] 在 P=(s,z) 处 可 微 , 即 要 证 明 (4) 式 
里 有 
pt fs(Qeptf,(Q)ep _ 
a1 


eA +f,.(Q)e+f,(Q)e—>0 
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因 o,~>0 时 s, 一 0,e:~0, 故 (5) 式 中 后 二 项 
f.(Q)etf,(Q)er0 ( 当 mi 0 时 )， 


(到 只 须 证 明 (5) 式 中 。 >0)， 由 式 (2)、(3) 知 当 po ->0 时 ,Ax、 
Ay~0, 从 而 p=VAz+A 一 0, 进 而 s-0. (如 此 ,只 要 证 明了 
用 有 界 , 则 。 全 一 0. 事实 上 ,外 由 (2)、(3) 知 

| 对 ss CP) +1g4(P)|+1 ( 当 pi 充分 小 时 )， 

| 名 |<ig%CPD) rg,CP)I+1 ( 当 扣 充分 小 时 )， 


mu |£ | -a Ge nts 


即 


eopt+f’,(Q)eipit+f,(Q)ep = 0o(p1). 
于 是 (4) 式 表明 z= f[g(s,t),y(s,z)] 在 (s,t)ED 处 可 微 . 旦 
dz =[f.(Q) oP)+f,(Q) YP)]As+ 
[f'(Q)p(P)+ fF,(Q) YY,(P)]A 
=f,(Q)Ly',(P)As + 9,(P)At]+f,(Q): 
[y,(P)As + y',(P)Az] 
=f.(Q)dr+f,(Q)dy. 证 毕 . 
了 在 (zo, wo) 处 可 微 ,意味 着 f 在 (xo, wo) 附近 与 一 个 一 
次 函数 近 似 , 相差 只 是 一 个 高 阶 无 穷 小 量 (相对 。 = 
V(x 一 zxo)7+(y 一 yo 而 言 ). 
fx,y)= f(x0,y0)+ f(xo,y) (zr— zo) 
+f,(zo,y)(y- yo)+o(p). 
因此 ,利用 此 式 可 将 f(z,y) 变 形 . 
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x* 例 6.2.20 设 广 , 广 在 (zo,yo) 的 某 个 邻 域 里 存在 , 且 在 
点 (zo,yo) 处 可 微 , 则 
f(Txosy0) = fy (xo, Yo). 
分 析 例 6.2.8 已 看 到 了, (zo ,yo) 与 了 (xo ,yo) 是 函数 


RTKy AAs {f(t + Axo +Ay) ~ f(xosy + Ay) ~ f(zo + Ax, 

yo)+ f(xo, yo)! : (1) 

ME 我 们 利用 广 . ,了 ,在 (zx。, yo) 处 的 可 微 性 ,下 面 将 
证 明和 ;可 以 改写 成 

wy fy (x0sy0) + ert es0 AY— es0 人， (2) 

和 ER fo (roy) +t est esb A eo0AE. (3) 


二 者 对 充分 小 的 Az ,Ay 同时 成 立 ,和 且 当 Ax ,Ay0 时 ,其 中 6, 一 
0(i=1,2,…,6). 于 是 令 Az=Ay 一 0 可 得 
fs (T0900) = f(xo ;yo ). (4) 

可 见 ,问题 归结 为 证 明 (2)、(3) 成 立 .为 此 将 Ax ,Ay 取得 足够 小 ， 
引 和 人 人 辅助 函数 

p(y)= f(ro +Azr,y)— f(zro,y), (5) 
式 (1) 可 改写 成 : 

RATIp(m+Ay)-p(yo)] 
= 让 p', (yo + Ay) 


= Lf (zo tAz,y tOAy) -f(z0% +0Ay)]. (6) 


因 了 ,在 (zo ,yo) 处 可 微 ， 
f(zxotAzr,yot OAy)= fro, y) + f(xo, yo Ax 
+ f(xo,y)0Ay+ eAxr + eAy, (7) 
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其 中 siye-0 ( 当 Axz,Ay 一 0 时 ). 

f (xo ,Yot 9Ay)=f,(xo ,Yo) + fs (xo ,Yo )0Ay + s30Ay, (8) 
其 中 ce 一 0 ( 当 Ay 一 0 时 ). 
将 (7)、(8) 代 入 (6) 即 得 (2) .类似 可 得 (3). 


A 习 6.2 


太 偏 导数 的 计算 
(此 类 试题 其 多 ,虽然 多 半 属 于 “ 送 分 题 ". 但 计算 复杂 ,函数 关系 如 果 未 
弄 清 楚 , 也 容易 出 错 于 分 .) | 


6.2.1 设 w= f(r,reos 9) 有 二 阶 连 续 仿 导 数 , 求 3 35 ,郊区 ( 复 且 
大 学 ) 

《fit+eos Of -rsin gr -rsin gr ,一 sin br -rsin Ocos gr 》 

6.2.2 设 w=Fz-yy-z,z-z), 假 设 广 对 其 中 变量 有 直到 二 阶 的 


连续 偏 导数 , 求 3 疙 及 区 六 (上 海 交通 大 学 ) 


《fs -2f3+fa3,f23- fra- fit+fn) 


-2 (北京 航空 航天 大 学 ) 
axzz3ayaz 
《(Z+ 力 )(y+g)(z+7)er yt》 . 
6.2.4 设 了 为 可 微 函数 ,w= f(x?+y + x?) 和 方程 3x+2y + z= 
6xyz. 
试 对 以 下 两 种 情况 分 别 求 沁 在 点 Pu(1,1,1) 处 的 值 . 


(1) 由 方程 确定 了 隐 和 函数 z= z(x,y). 
(2) 由 方程 确定 了 隐 范 数 y= y(z,z)， (华中 师范 大 学 ) 


| 起 |。 -0 下 -7G)| 


6.2.5 设 z=J(z,y),zx= 工 +ayyz= 工 一 ayya 常数 ,z 关于 u,v 具有 


二 阶 连续 偏 导数 , 求 2 了 (厦门 大 学 ) 


1 本 | 
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6.2.3 设 v=zyze) 求 


6.2.6 设 函 数 u(xz) 是 由 方程 组 w= f(x,y),g(x,y,z)=0,h(zx,z) 


=0 所 确定 , 且 守 0, 区 0 求生 .( 清 华 大 学 ) 
f 8s , fyB hs 
(7.- 8 ， + ghe ) 
y= (zz)， 
F(x,y,2)=0 


6.2.7 设 f,F 可 微 ， 且 半 + 守 : 这 < 0， 求 由 


的 函数 >(z),z(z) 的 一 阶 导数 . (西安 电子 科技 大 学 ) 


-大 A 2 = LF- fF, 


太 6.2.8 设 函 数 Re 1,2,3 可 微 ,A = |as | 是 一 个 三 阶 的 函数 
行列 式 , 其 中 ay = 下 (zx;),i,j=1,2,3 并且 x; 是 由 方程 x? + zs +sin(za， 


x3)=1 所 确定 的 隐 函 孝 , 求 了 4 与 3 在 XxX1=0,7x2=1,zx3=0 时 的 值 .( 西 北 
大 学 ) 


所 确定 


F’,(0) F,(1) F,(0)|,|1F,(0) F,(1) -— F’,(0) 
|F(0) Fl1) FO)| [FC0) Fl) ~- F,(0) 
F(x) F(zx2) F(x) 

提示 5 全 =|F(x1) Fo(rz) F,(zx3)|, 
F(x1) Fi(zz) F,(z;) 
Fi(z1) F(x) F(z;) 
下 =| 忆 (rz) F(z2) Falzs) -种 
Fi(zi) F(z) F’,(z;) 
Fi(xz) F(z) F(z;,) 
+ iF(zrz) F(x2) F(x3)1. 
F(x1) F(x2) F(x;) 
,检验 函数 满足 微分 方程 
6.2.9 设 函 数 p(z) 和 (xz) 具 有 二 阶 连 续 导 数 , 并 设 w= xzp(z+y)+ 
wlz+y). 这 证 


Du bE 


F'(0) Fi(1) Fi(0)| |F,(0) F,(1) | 
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6.2.10 证 明 ;: 若 4 是 zx,y,z 的 函数 生 
:=0, 则 + z+ = 上 (东北 师范 大 学 ) 
工 y z wu 


pu — zs? yu 
* 克 6.2.11 设 w,v,w 都 是 xz 的 函数 ,具有 二 阶 连续 导数 , 试 证 : 


u 也 Tw 


满足 W=wW (1, 卫 ,四 西北 师范 大 


W(u,v,w)= nd 


和 2 7 
u vv Tw 
多 


学 ) 


[最 后 等 号 两 端 都 等 于 :证 (As uw + Awv + Anw’)(As 是 代数 余子 


式 ).] . 
六 6.2.12 设 zx=.f(wu,v),y=g(u,v),w= w(x,y) 有 二 阶 连续 偏 导 


3f 98 9f _ag Daw ioa_0 计 | 
数 ,满足 @@ ud 也 5 四 77 +3370- 试 证 : 


De -0 


2) w(x,y)= w(f(uo0),g(u,o)) 满 是 于 + 亿 凌 =0. (北京 大 学 ) 


提示 1) (fg),=f ,gt+fe,=g ,8g+g'.f, 
(f°g8) =g mgtg Bt gft+g go. 类似 可 求 (f*g)"2. 
并 注意 8g 2 = 一 了 ,g% = fw.[ 注 g 和 ?是 g% 的 简写 .] 
2) 注意 使 用 对 称 性 . 
2 


~ Fw 网 7/ » ，， ， 
再 提示 本 
站 /2 + mr 
| twyy tw yy . 
将 x 换 成 vo 照样 成 立 , 故 


0?w dw a /2 7 
一 2 了 
2 
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tw yi (ys ty + wr + xr] + wy Ly +] 
注意 由 已 知 条 件 @@ 上 式 三 个 方 括 号 为 0, 二 圆 括 号 相等 .因此 上 式 = [w+ 


wy](r i +r 2)-@ 0. 

注 事实 上 结论 (2) 证 明之 后 ， 结论 (1) 自 然 成 立 . 因为 结论 (1) 中 让 是 
w=xy,Z=f(u,v),y~g(u,v) 的 特殊 情况 . 

六 6.2.13 设 w(z,y) 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,F(s,t) 有 连续 的 一 阶 偏 导 
数 , 生 满足 F(w',,u,)=0,(F',)+(F',) 0. 
证 明 :w ,us, (uy)*=0.( 华 东 师 范 大 学 ) | 

提示 。” 题 意 表明 ,作为 x,y 的 函数 s= w(xz,y),t=w,(zx,y) 代 入 
F(s,t) 后 恒 为 零 , 即 F(w',(zx,y),u,(x,»))=0. 

再 提示 ”该 式 对 xz 求 导 ,得 Fw ,+ Fw =0， 

| 对 y 求 时 得 Fw + F',*wu”,=0. 
已 知 (F',)”+(F',)* 寺 0, 表明 作为 一 次 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 , 故 系数 行 
列 式 应 为 办 即 


变换 微分 方程 (或 微分 式 ) 
6.2.14 设 人 u,v 作 新 自 变量 变换 方程 


2 29” zx 
+y 之 =0. 
az 于 ”ay 


(假设 出 现 的 偏 导数 都 连续 ). (上海 交通 大 学 ) 
人 ee- 和-( -3 3+2v 巷 =0】 


握 示 ”可 用 例 6.2.10 中 的 方法 . 


6.2.15 通过 变换 wu =x-2Vy,v=x+2Vy， 变换 方程 > 于- 


到 下 (>>0)， 假设 所 出 现 的 偏 导数 都 连续 . (复旦 大 学 ) 


gz 
(Fg =0》 


提示 可 用 例 6.2.10 中 的 方法 . 
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入 “作为 验证 ,用 逆 变 换 z= 二 ,y= 二 (o - “) 很 快 可 将 方程 沁 交 


=0 变 回 原 方程 . 
六 6.2.16 设 z= f(z,y) 是 二 次 连续 可 微 函 数 ， 又 有 关系 区 d= 工 十 


ay,v=x-ay(a 是 不 为 零 的 常数 ) 


证 明 ; “于 4 "(北京 大 学 ) 


提示 可 用 逆 变 换 z= 方 (w+ v)y= 直 (uw- v) 


将 欲 证 的 等 式 右 端 变换 成 左 端 . 
也 可 用 w=x+ay,v 二 xz 一 ay 将 左 端 变换 成 右 端 . 


6.2.17 设 x=r),r=wvzi+z:+…+z 证 明 ， 


9 tt ou_du n~-ldu 
9xi GR dr “rr dr 
du r 
提示 ”天 -= 三 
2z 二 


-代入 等 式 左边 可 得 右边 . 
家 6.2.18 若 x(z,y) 的 二 阶 导数 存在 ,证 明 wx(z,y)= f(z)g(y) 的 充 


要 条 件 是 放 六 = 天 办 ,(u 0). (清华 大 学 ) 


提示 “必要 性 可 直接 代 人 验证 . 
充分 性 记 = 光 可 将 方程 变形 


再 提示 “这 时 方程 变 为 u 32 = 给 或 


ja 
ug v 末 = 0, 亦 或 < <-=0， 
即 交 ( 卫 )=0, 故 卫 =h(y)( 与 z 卷 关 ) 


于 是 续 =v= 坟 (y), 表 明 (In wu) =h(y). 
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因此 in x = Tay+e(z)， 
h(y)dy+c( x) 
=d = f(x)g(y). 
6.2.19 以 xz = 之 ,= zy 作 自 变量 ,w=x+y+ z 作 函 数 , 变 换 方程 


了 有 2 疙 萝 +9 这 =0.( 长 沙 铁道 学 院 ) 


29° Ww 


人 25 区 + 了 =0). 
提示 ”可 参看 例 6.2.11 一 6.2.13. 
多 元 函数 可 微 性 
2 2 
Tz 
» 当 z 十 ?x= 0， 
6.2.20 re +y ) >? 
0， 当 zx?*+y =0. 


求证 :在 (0,0) 处 , f(z,y) 连 续 但 不 可 微 . 
提示 “连续 性 :|7(z,y) - f(0,0)| 志 于 Vz + 六 一 0;(0,0) 处 不 可 微 


最 后 归结 为 证 明 lin 7- 拓 >7yz 不 存在 . 
了 和 +y ) 


注 ”类似 考 研 题 可 举 出 很 多 ,但 解法 都 一 样 .参看 例 6.2.15 一 6.2.17. 
衣 6.2.21 确定 a 的 值 使 得 函数 


es (xz,y)<(0,0), 


0， (x,y)= (0,0) 
在 (0,0) 可 微 .( 同 济 大 学 ) 


提示 “证明 /在 (0,0) 处 可 微 必 需 “> 村. 
而 “> 于, 则 了 在 (0,0) 处 确实 可 微 . 
再 提示 。f 在 (0,0) 处 可 微 >f, ,了 ,在 (0,0) 处 存在 ， 
f.(0,0) = limz* sin 立 要 存在 务必 «> 去- 
反之 ， 着 a> 方 , 则 f.(0,0)= f°,(0,0) =0. 
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十 


2 2、a ， 1 
大 os 天 Ooey| _ (x +y’:) sin S74 


p 


2 


二 
Slr+yl 0 ( 当 z>0,y0)， 
故 在 (0,0) 处 可 微 . 


g(x,y)sin (z,y) 关 (0,0)， 


1 
0， (z,y)=(0,0)， 
证 明 :1) 车 g(0,0)=0,g(x,y) 在 (0,0) 可 微 , 且 dg(0,0)=0, 则 f 在 (0,0) 
处 可 微 , 且 df(0,0) =0; 
2) 车 g 在 (0,0) 有 偏 导数 , 且 f 在 (0,0) 处 可 微 , 则 df(0;0) =0 (武汉 
大 学 ) ! 
提示 1) 得 先 证 明 f,(0,0) = 了,(0,0) =0, 再 证 


6.2.22 设 ne 


六 [As 一 广 (0,0)Az - 广 (0,0)Ay]~>0 ( 当 po 一 0). 
2) 任务 在 于 证 明 广 (0,0) = 广 ,(0,0)=0. 
再 提示 1) dg(0,0)=0=>g',(0,0)=g,(0,0)=0. 又 因 g 在 (0,0) 可 
微 , 故 g(x,y)-g(0,0)- g',.(0,0)Az — g',(0,0)Ay= g(x,y)=o(p), 
. 1 
” g(x,0)sin 一 
Cp 一 0 时 ). 从 而 了 ,00,0) =lim 修一 0 tim -0. 


0 证 


局 理 f,(0,0)=0. 


是 ,[Af -fF.(0,0)Az-f,(0,0)Ay]= 了 (zty)sin = 一 0( 当 
p>0). 四 . 

2) g 在 (0,0) 有 偏 导数 二 g 在 (0,0) 对 z 连续 ,g(x,0) 一 g(0,0)( 当 
0 时). 车 limg (x,0)= A 六 0, 则 sin 1 = 大 z,0) .0 0,[ 这 


zt0 g(x,0) A 
儿 , 因 7 在 (0,0) 可 微 , 故 了 对 zx 在 0 处 连续 ,F(z,0)->0]( 当 z->0 时 ) 蔬 盾 . 


故 img(z,0)=0= 8(0,0), 由 此 可 推 知 &.(0,0)=0 bs g'; (0;0) 存 


在 , 若 g',(0,0)=a 寺 0， 
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f(z,0) -0 0) 一 0 
则 si 1 f(z,0)_ 二 矛盾 | . 
/A a(7,0) g(z,0) -0 加 -0 (zm0N) aa 


1 
g(x,y)sin 
> 4 ， “+ 四 ( 9 )-0 1 二 
进而 得 /.(0.0)=bm 一 一 一 -ig[ 0]sn -0 
同 理 可 证 广 ,(0,0)=0, 于 是 df(0,0)=0. 、 
去 6. 2.23 设 函 数 g(x,y) 在 (xo ,yo) 可 微 ， g(xosy) = 0， 且 了 M>0， 


使 得 |g(z,y)1 委 Mo (在 (xo, yo) 的 某 个 邻 域内 ), 其 中 p= 
V(x 一 zo) +(y 一 yo) , 试 证 : 任 一 函数 f(z,y), 若 lim f(z,y)= A 存在 ， 
x 
yy 
则 z= 了 (zx,y)g(z,y) 在 (xo ,yo) 处 可 微 .( 仿 武汉 大 学 试题 ) 
提示 先 证 zi(Xo,Y0) = Ag s(xo,y0),z, (To,y0) = Ag’, (xo, yo), 
然后 由 g(xz,y) 在 (zo ,yo) 可 微 ,导出 f(z,y) 在 (zo ,yo) 处 可 微 . 


再 提示 xz, (zo, Yo) = dim f(xyo) g(r,y0) -0 = lim f(z, ww ).: 
zz0 TT Xo zz0 和 


(#52 0 


XT— Xo 


) = Ag (zsvy), 同 理 (zo ,yo) = Ag (zo,yo). 这 时 有 
Az= f(x,y)g(zr,y)=(A+ta)g(z,y), 其 中 a>0( 当 p>0 时 ). 
于 是 方 [As z (xzoy)Az-z (zzoyyo)Ay] 


= [L(A +a)g(x,y)— Ag’, (zo, yo)Ar -Ag’, (zo, yo)Ay] 
= 人 [glz,y) gs(xo,y)Ar -g(ro, yo)Ay]+ HE,y) 0 
( 当 po 一 0 时) : 


由 8 在 (ze,yo) 处 可 微 ,第 一 项 -~0, 因 |g(z,y)| 委 Mo 知 第 二 项 一 0( 当 po 一 
0 时 ). 
故 z= f(z,y) 在 (zo ,yo) 处 可 微 . | 
六 6.2.24 设 广 , 广 在 (zo,y) 的 某 个 邻 域 里 存在 ,在 (zu ,yw ) 的 某 个 
空心 邻 域 里 7 存在 , 且 jim f(z,y) 存 在 , 试 证 : 了。 在 (zo,y。) 处 连续 , 且 
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广 (Xo ,yo) 存 在 ,了 (xo ,yo0)= 了 (xo ,yo). 
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提示 ”根据 例 6.2.8, 只 需 二 混合 偏 导数 了 ,,、f,: 其 中 一 个 在 (zo, yo) 


连续 即 可 . 因 已 知 lm 广 。 (z，y)- 训 在 A, 故 只 需 证 明 f(x。 ,yo) 存 


2 ”20 


在 , 且 =A. 
再 提示 f(x， -a 人 9) fs (royo) 
yyo 


利用 Lagrange 微分 中 值 定理 , 了 在 ， 与 之 间 ,使 得 
FF (zo,y)-(zoyo)= (ze)(y-)， 

因此 上 式 =limf, (zo,§)=A. 

※6.2.25 设 二 元 可 微 函 数 F(xz,y) 在 直角 坐标 系 中 可 写成 F(x,y)= 
f(z)+ g(y), 在 极 坐 标 系 中 下 (x,y)=s(r), 试 求 F(x,y). 

※6.2.26 设 二 元 函数 F(x,y)= f(z)g(y): 

1) 在 极 坐 标 系 中 可 表 成 F(x,y)= s(r), 求 F(x,y); 

2) 在 极 坐标 系 中 可 表 成 F(x,y) = pg(0), 求 F(x,y). 


86.3 多 元 Taylor 公式 - 记 硝 数 -几何 应 用 - 极 值 


导读 ”本 节 中 的 几何 应 用 与 极 值 两 部 分 是 考研 热点 ,适合 各 
类 读者 .多 元 Taylor 公式 及 站 函数 主要 适合 数学 院 系 学 生 ， 非 数 
学 院 系 学 生 不 作 太 多 要 求 . 


一 、 多 元 Taylor 公式 


里 只 讨论 Taylor 公式 的 唯一 性 及 Taylor 公式 的 某 些 应 用 
求 初等 函数 的 展开 ,一 般 不 感觉 困难 ,此 处 从 略 . 
例 6.3.1 《Taylor 公式 的 唯一 性 ) 假 设 f(z,y) 具 有 n+1 阶 
连续 偏 导数 ,车 用 某 种 方法 得 到 展开 式 


f(xr,y)= > As(z— xo) (yy 一 mole )， (1) 


itj= 


P=V (zx-zo) +(y- yo), 


其 中 
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则 必 有 
1 
-ra (wm) I Laz ra, 2 
(多 元 的 情况 有 类似 结论 ) 
Jor 公式 成 立 : 


f(x,y)= 3 cr (Fy ro 


(xz-zo) (y-y0) +o(o)， (2) 
(1) 式 减 (2) 式 , 便 得 0 函数 的 展开 式 
0= bp3 Br 0) (9 0 + otp), (3) 
其 中 B; = A;— [CT Bf (0%). 


因此 ,我 们 只 要 由 式 (3) 推 出 B; =0(i+j=0,1,…,n) 即 可 . 作 变 
量 替 换 

E=xr- X07=y- Yo. 
对 于 新 变量 (&， 7 式 (3) 变 成 为 


0= >) But +o(P) (p=V E+ ). 
为 了 照顾 习惯 ， 仍 把 (人 ， 7) 记 作 (z,y). 于 是 问题 化 为 由 式 
0= > gry to(p) (p=V r+y) (4) 


证 明 B=0(i+ j=0,1,2,.… ,nsi,j 为 非 负 整数 ). 
普 先 ,在 (4) 式 中 , 令 p 一 0, 便 得 Bu = 0. 然 后 , 令 LET, , 则 


(4) 式 变 成 人 
n : 入 pe 
2 a Bsr' i +o(xr”)=0. 9) 
设 z < 0, 用 zx 除 此 式 , 令 z~0, 得 
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Bi + aBo =0. 
因 a 为 任意 实数 , 故 知 Bw = Bo =0. 
(5) 式 成 为 
3 olB +o(x”)=0. | (6) 
itj=2 - 
同样 ,(6) 式 除 以 Xx , 令 zx 习 0 ,得 
By + aBn + a Bo,=0. 
由 a 的 任意 性 ,可知 By = B= Bo =0. 
从 而 (6) 式 变 成 
>) aBzx''’+o(zx”)=0. 
i+j=3 
如 此 继续 下 去 ,可 得 一 切 
B;=0 (it+j=0,1,2,.…,n). 
证 毕 . 
注 有 了 唯一 性 , 求 Tayler 公式 展开 式 , 不 一 定 要 用 求 导 数 
的 方法 ,只 要 余 项 是 p" 的 高 级 无 穷 小 量 ,所 得 的 展开 式 , 必 是 Tay- 
lor 公式 的 展开 式 ( 见 本 节 后 面 的 有 关 练 习 ) . 
下 面 二 例 说 明 Taylor 公式 的 某 些 应 用 . 
例 6.3.2 设 DGR" 为 凸 的 有 界 闭 区 域 , f(P) 在 DD 上 有 连 
续 的 一 阶 偏 导数 . 试 证 :F(P) 在 D 上 满足 Lipschitz 条 件 . 即 : 3 工 
>0,VYP、P,ED 有 . 
[fF(P)-f(P)I<LIP-Pil. (1) 
证 ” 据 已 知 条 件 可 知 : 3 M >0, 使 得 
1f,(P)EM,YVPED,i=1,2,%,n. 
因 D 为 凸 区 域 , 据 Taylor 公式 , YP ,PI1ED， 
9 P* EPP,CD ,使 得 
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| f(P)- AP TI= > 区 人 ) (zi 一 zi) 


nm 9 x 
<> (Pp )| | 2. 2 1 [< Mnp(P,P,), 


这 里 P= (zxi， "CT, ) ， Pr 人 
得 式 (1). 

由 本 例 可 知 , 在 有 界 凸 区 域 上 函数 f 的 一 阶 偏 导数 连续 有 
界 , 则 f 在 此 区 域 上 一 致 连续 . 


六 例 6.3.3 设 F(z,y,z) 在 了 中 有 连续 的 一 阶 偏 导数 了， 


区 ,学 ,并 满足 不 等 式 


aF 9F 
yz -z+ 守之 a>0， ,V(r,y,2)ER:, 


其 中 a 为 常数 . 试 证 明 ; 当 (xz,y,z) 沿 着 曲线 
I; X= -cost,y=sint,z=1,t>0 
趋向 无 穷 远 时 ,F(zx,y,z) 习 + %.( 北 京 大 学 ) 
方法 “利用 推导 多 元 Taylor 公式 的 方法 ,对 函数 更 (:) = 
F( 一 oos t ,sin t,t) 应 用 一 元 Taylor 公式 : @B(1)= BB(0)+ @ (rr)z. 
证 对 曲线 厂 上 的 点 (zx,y,z)=(-cost,sin t,t)ET 
有 F(x,y,z)= F(— cos ,sin t,t) 
=F(—-1,0,0)+ {F(—cost,sin t,t)| | 
记 8=F(-1,0,0), 记 = 对 应 的 点 为 Q: 
Q=(-cos r,sin r,r)=(6,7,5)， 


则 {F(—cost,sin tt 人 |。 
aF aF 
=sin rE|, teosray a! azl|o 
aF| _.9F| ,9F 


?azlo “Byloa dzlo 
宇 a>0 ( 据 已 知 条 件 ). 
,679， 


于 是 我 们 有 F(x,y,z) 宇 Bt+at 习 + 吕 ( 当 t>+% 时 ). 
证 毕 . 
二 、 凸 落 数 


， 作 为 Taylor 公式 的 一 个 应 用 ,我 们 来 研究 凸 函 数 . 
定义 ”区 域 DSR" 称 为 凸 的 , 当 且 仅 当 
VzryED,YAE[0,1] 有 Ar+(1-A)yED. 
y= f(z) 称 为 山区 域 D 上 的 凸 函 数 , 当 且 仅 当 Vz、yEDD， 
VAE[0,1] 有 
f(Ar+t+ 1- AYEAF(r)+ (1 -a)f(y) 
(车 “ 记 ” 换 成 “<<”, 则 了 称 为 严格 凸 的 ). 
其 几何 意义 如 图 6.3.1 所 示 . 


Aflx)+t( 1-4 J)f0) f(x) 


了 | IT7CLH(-4 
1 
[| 


LI 
oC) 
图 6.3.1 


定理 1 设 广 在 西区 域 D 上 定义 并 且 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 
则 了 在 D 内 为 西 函 数 的 必要 充分 条 件 是 :Vz、yED 有 
f(y)f(r)+(y~r)v f(z). (1) 
其 中 T(r 72 Ti Y= (yi yy, ), 
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af 3f .. 3f 
"rz=( 下 ,让 ， 下)， 
-2 ) tn 2) + 


+ FL (yx). 0 


证 1 (必要 性 ). 由 于 在 D 上 为 凸 函 数 . 故 VYz、ycEDD， 
VAE[0,1] 有 
flay+ (1—-A)z]<Af(y)+ (1 -24)f(zr), 
即 flz+a(y—- zx)]- f(r)Af(y) -Af(z). (3) 
因 f 有 连续 的 一 阶 导数 , 故 广 可 微 : 


/[z+M(y-z)] f(z)= (Ff ) Ay zd) + 


(FA x) te (yz) + teA(y, —z), 


(4) 
其 中 el ,…,e, 一 0( 当 4 一 0 时). 将 (4) 式 代入 (3) 式 , 令 4 二 0, 以 
4 同 除 (3) 式 两 端 ,再 令 4 一 0. 得 
(ED) tt (Ff)) < -fa). 
注意 到 式 (2) ,此 式 左 端 即 为 (y 一 zx)Vf(zx). 故 (1) 式 得 证 . 
2 (充分 性 ). VY x、yED,VAEL[0,1], 记 z=Xz+(1-A)y 
ED, 按 已 知 条 件 ， 
f(r)>f(z)+ (zr-z)V f(z), (5) 
f(y) 之 f(z)+(y-z)Y f(z). (6) 
将 (5)、(6) 分 别 乘 以 4 与 (1 一 4) ,然后 相 加 ,得 
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Af(z)+ (1-A)f(y)Af(z) + (1 -A)fF(z) 
+[A(xz—z)+(1-A)(y~z)]Vv f(z) 
= f(z)+ {Ar t(1—- 4)y]-zIlY f(z) 
= f(z)+!{z— zilv f(z) 
= f(z)= flar+(1-4)y], 
即 flaxt+(1-24)y]<Af(z)+ (1 -4)f(y). 
这 就 证 明了 /为 凸 函数 . 
定理 2 设 DSER" 为 凸 区 域 , F(z)= 了 (zi,…,z,) 在 D 上 定 
义 , 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,证明 f(zxz) 在 D 上 为 凸 函 数 的 充 要 条 件 
是 Hessian 矩阵 、 
0 
97i9J i,j=1 


在 D 上 为 半 正定 的 . (浙江 大 学 ) 
证 1° (充分 性 ). Yz、yED ,根据 Taylor 公式 , 3 $= 工 + 
9(y 一)(0<<4<1) ,使 得 
f(y)= f(x)+(y- x)Vf(zr)+ 


2 
[| f(é). (1) 
注意 到 


[1 a) tty, 1) Fe ] Fe) 


国 pS 加 zi) (yy, ~ x; ) 3 (8) 


9zi92i 
yi ~ Xl 
一 9 f(é) 2 XK2 
ya 一 并 


(2) 
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阁 箱 阵 (72 站 (1,j 一 1,2,…,n) 在 DD 上 为 半 正定 的 , 则 (2) 式 
非 负 ,(1) 式 成 为 . 
f(y)f(r)+(y- zr)Y f(z). 

从 而 了 在 D 上 为 上 函数 (定理 1). 
2 (必要 性 ). 用 反 证 法 . 公设 (吉大 ) 为 非 半 正定 的 , 则 
jxED, 及 有 =(h,，…,h,), 使 得 


(hi ,hh ) (3 2)|: 


hi 


DO 


男 一 方面 ,由 Taylor 公式 当 4->0 时 ， 
f(r+ah) 

hI 
+o(|h|’) 


-ora 全 鲁 | 


hi 
t+o(D | . 
hh 


由 于 (3), 当 4 充分 小 时 ,此 式 右 端 第 三 项 为 负 , 于 是 
f(ztAh)Ef(r)+Ah VY f(r). 
与 了 西 性 矛盾 ( 见 定理 1). 


三 、 几 何 应 用 


=f(z)+ MYA) + 主 (| 


9x,9x 


要 点 空间 曲线 z=z(1),y=y(1),z=z(:) 的 切 向 量 为 
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(zx (1),y (1),zx (t)). 曲 面 F(x,y,z)=0 的 法 向 量 为 (F',， 
下 天.). 让 流动 向 量 与 之 平行 或 垂直 ,就 可 写 出 空间 曲线 切线 、 
法 平面 ,空间 曲面 的 法 线 与 切 平面 方程 ,和 解决 与 之 有 关 的 问题 . 

例 6.3.4 求 了 = roos p,y= rsin Pz = root a 在 点 Mo 《go mo) 
处 的 切面 与 法 线 (其 中 a 为 常数 ). 

解 r= 对 应 的 曲线 为 

z= rocos 9, y=rosin 9,z= rocot a. 
它 在 Mo 的 切 向 量 为 Yi 一 ro( — sin Po ,COS po ,0) .类似 可 得 Pp— 
go 曲线 在 Mu 的 切 向 量 
T= (cos po ,sin go ,cot a ) . 
从 而 曲面 在 Me 的 法 向 量 为 
天 二 TI X 72 一 ro(cos pocot aysin pocot a, ~1). 
由 此 可 得 切面 为 
Zcos po 十 ysin po — ztan a=0. 


法 线 为 


并 rocos po _ yy 一 rosin go _ z 一 rocot a 
cos go Sin go tanag 


妆 例 6.3.5 证 明 : 若 (u,v) 有 连续 偏 导数 , 则 曲面 S: 
F(nz -lz,ny ~ mz)=0 上 任意 一 局 的 切 平面 都 平行 于 直线 上; 


到 = 党 = 二 (东北 师范 大 学 ) 
”证 曲面 S 上 任意 一 点 (zx。,y。,z,) 的 法 向 量 与 切 平面 分 别 


n=(nF’,, nF’,;— UF’,— mF’,), 
nF (zr- zxo) tnF,(y- y) (UF, + mF’,):(z~ zo)=0. 
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直线 工 的 方向 数 为 (1, m,n)， 

nlm,n)=nF, tmnF,+n(-LF,~ mF,)=0. 
因此 该 直线 与 n 垂直 , 故 工 与 任意 一 点 的 切 平面 平行 . 

x* 例 6.3.6 设 史 为 屿 的 有 界 闭 区 域 ,曲面 的 方程 为 

z=f(x,y), (xz,y)ED. 

f(z,y) 在 D 上 有 有 界 的 二 阶 导 函数 . 今 用 p= gp(Pl,P) 表 示 曲 
面 在 P(x,y)ED,Pi(xi,y1)ED 两 点 法 线 之 间 夹 角 . 

试 证 ” 当 PP 与 Pi 充分 接近 时 p (P,P) 满 足 A.M. JIanyHoB 
( 李 雅 甫 诸 夫 ) 不 等 式 :; 

po(P,P) 委 co(P,,P),P、PEDD， 

其 中 ec 为 常数 ,o(P, ,PP) 表 示 Pi 与 PP 之 间 的 工 离 . 

分 析 我 们 只 要 证 明 

PEFsin pco( P,P) 

即 可 .已 知 0< gp 过 于 时 ,第 一 个 不 等 式 成 立 ((0, 也 ) 内 江 攻 


三 ). 现 只 须 证 明 第 二 个 不 等 式 . 

证 法 向 量 为 
n(P)=(f.(P),f,(P),-1), | 
n(Pi)=(f,(P),f,(P), -1). 

可 见 1n(P)| 之 1,1n(P,)| 宇 1. 故 


.2 Ia(CP)xP(P)1 
sin 9 =] 


np TaP TS "POX ntP) 


i j 大 
F(P) f,(P) -1 
fA(P) ff,(P) -1 
=(f,(P)-7,(P)) +(f,(P)- 7,(P)) 
+(f (PI)fF,(P)- fF,(P)fF,(P)Y. (1) 
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由 已 知 条 件 知 , 3 M>0, 使 得 DD 内 有 . 
[fFIIANfI|fs lM. 
利用 中 值 定理 :3 P* EPP[ 记 Pl= (zi,yi),P= (zx,y)]， 
[fF (P)- fF (P)=If (P(r -rtf ,Py -y)) 
2Mp( P,P). 
(因为 凸 域 ,P" ED.) 同 理 
|f,(P1)-f,(P)|<2Mp(P1,P). 
故 
[fF (P)f,(P)- fF,(P)F,(P)| 
If POF,(P)-f,(POI+IF, (PO)IF,(P)- fF,(P)| 
<4M p(P,,P). 
由 式 (1) 
sin p<(1+2M’)8M’?p’ (P,P). 


可 见 当 p(P, , 忆 ) 充 分 小 时 ,0 入 gp 秋末 ,从 而 
0<p(P， ,P)S<Fsin pco( Pi,P), 


其 中 C=YV2xM vV1+2M2 为 常数 . 
x 例 6.3.7 从 原点 向 单 叶 双 曲 面 
tl 
的 切 平面 引 垂 线 , 求 垂 足 的 轨迹 . 
解 所 谓 垂 足 , 即 切 平面 与 垂 线 的 交点 .曲面 上 任意 一 点 


(zi si , Zi) 的 切 平面 为 


TT VY ZIZ 


过 原点 向 此 切 平面 引 的 垂 线 为 
， az_ by czz 
Er 2) 
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我 们 的 问题 是 : 当 (zi ,yi ,zi) 沿 单 叶 双 曲面 


zx 2 z? 
如 + 半 - 扩 =1 (3) 
a b 


移动 时 , 求 方程 式 (1)、(2) 所 决定 的 垂 足 (z,y,x) 的 轨迹 .因此 ,只 
要 在 (1)、(2)、(3) 中 消去 zi、y1、zi, 求 出 (zx,y,z) 满 足 的 方程 即 


可 . 令 (2) 式 等 于 天 , 则 得 


ZX1= ka zx,y1= kb y,zi= — kc’z. 
代入 (1)、(3) ,得 
k(xz +y +z)=1,k (ar +o y — czi)=1. 
从 而 
(ty tr) ?772+ hy ce 
即 为 所 求 . 


x* 例 6.3.8 设 a>6b5>c>0 为 三 个 正 数 . 试 证 RB 中 任意 一 
点 M(xz,y,z) 处 ,有 三 个 二 次 曲面 


Et tl (1=1,2,3) (1) 
a A: DA Cc 一 Ai; 
(其 中 Xi， ha ,ha 为 三 个 馈 此 不 同 的 实数 ) ,它们 通过 点 M, 并 在 M 
点 相互 正 交 . 

提示 ”要求 4,(i=1,2,3) 使 (1) 式 成 立 ， 即 要 求 函 数 

F(A )= 7 (6 一 212)(c A)+ty (a 一 212)(cz 一 12) 
tx(a ~— A060—A)+ (a A) 6b 一 12)(cz 一 12) 

的 根 . F(X?) 为 ?的 三 次 多 项 式 , 且 在 区 间 [c,6],[5,a],[a，, 
+ ce) 端 点 上 蜡 号 ,因此 有 且 仅 有 三 个 不 同 实 根 . 

在 (z,y,z) 处 ,三 曲面 的 法 向 量 


2 2 2 
人 
相互 正 交 .因为 i 关 了 时 
pn 4x” 4y’ 
Na (AD A 
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4z 
十 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 -一 
(c —Ai)(ce —A;) 


4 zx? +, y +. z? ) 
XAll\al -a be-A cA 


2 
J 
zr? y 22 
十 十 
(ze 一 和 二 有 


了 


4 一 —— 一 一 
Er- D1=0. 


交 四 、 极 值 


a. 自由 极 值 

要 点 ”自由 极 值 又 称 局 部 极 值 . f 在 点 P, 有 极 大 (小 ) 值 , 指 
函数 /在 Pu 的 某 邻 域 里 , 恒 有 f(P,) 之 f(P)( 或 7(P OSAP)) 
[将 宇 ( 夺 ) 改 为 >(<), 则 称 为 严格 极 值 ]. 

求 自由 极 值 的 方法 步骤 : 

1) 求 可 疑点 .可 疑点 包括 :i) 稳定 点 ( 即 一 阶 偏 导数 同时 等 于 
零 的 点 );ii) 使 至 少 某 一 阶 偏 导数 不 存在 的 点 . 

2) 对 可 疑点 进行 判断 .基本 方法 是 :(a) 用 定义 判断 ;(b) 利 
用 实际 背景 进行 判断 ;(c) 利用 二 阶 导数 : 设 P, 为 稳定 点 ,在 P， 
Hessian 矩阵 

HP)= | fn 7 
为 正定 的 , 则 f 在 Po 处 取 极 小 值 ,车 百 ( P, ) 为 负 定 的 , 则 f 在 P, 取 
极 大 值 . H(P, ) 为 不 定 的 , 则 f 在 P, 处 无 极 值 .具体 到 二 元 函数 即 
是 :车 f(x ,Yo)= f(xo ;Yo) 二 0, 记 A=( FF =- 户 ) wo) 则 
当 A>0, 且 六 lo >0 时 ,了 在 (zo ,yo) 处 取 ( 严 格 ) 极 小 . 
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当 A>0, 且 大 -low<0 时 ,在 (zeo,yo) 处 取 ( 严 格 ) 极 大 . 


当 A<0 时 ,在 (zu,yo) 处 无 极 值 . 

当 A=0, 情 况 待定 . 

多 元 极 值 有 两 个 观念 值得 澄清 ,其 一 是 :一 元 函数 的 极 大 与 极 
小 总 是 交替 地 出 现 , 多 元 函数 谈 不 上 交替 ,甚至 只 有 一 种 极 值 (无 
穷 多 个 ) .如 

站 例 6.3.9 证 明 ; 函 数 

z= f(t,y)=(1l+e’)cos xz— ye’ 
有 无 穷 多 个 极 大 值 ,但 无 极 小 值 . (大连 海事 大 学 ,中国 人民 大 学 ) 

证 f=(l+te)(-sin x),f,=(os rz-1-y)e. 令 f,.=0, 
三,=0, 解 方程 ,可 得 无 穷 多 个 稳定 点 (z,,y )= (nx,cos nx-1) 
(=0,+1, 鞋 2,…). 当 ?= 偶数 时 ,在 (z,,y ) 上 

A= 太 六 -=2>07=--2<0 
故 /在 (2kx,0) 上 取 极 大 值 (k=0, 土 1, 土 2,…). 当 n= 奇数 时 ， 
在 (zx, ,y,) 上 | 

A=f fy, -f= -(l+te’)e’<(0, 
此 处 无 极 值 .总 之 ， J 有 无 穷 多 个 极 大 而 无 极 小 . 

另 一 个 值得 澄清 的 问题 是 ; (以 极 小 为 例 ) 广 在 某 点 P, 取 极 
小 ,是 指 了 在 Po 点 的 值 比 某 邻 域 里 其 他 点 的 值 小 .假设 在 过 点 P， 
的 每 一 直线 上 ,/ 在 P。 取 极 小 , 问 是 否 能 断 育 上 在 P， 为 极 小 ? 回 
答 是 否定 的 .如 

例 6.3.10 f(z,y)=(y- zr )(y- 2x), 当 限 定 (z,y) 在 
过 (0,0) 的 直线 上 考虑 ,了 在 (0， 0) 处 为 极 小 ， 但 作为 二 元 函数 , f 
在 (0,0) 处 无 极 值 . 

读者 用 定义 ,很 容易 证 明 . 

关于 自由 极 值 的 求法 ， 下 面 还 会 讲 到 . 

b. 条 件 极 值 与 Lagrange 乘 数 法 

要 点 车 y= f(z zi) 及 g(x, zr) (t= 1,2,., 
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m;m <n) 有 连续 偏 导数 ， Jacobi 知 陈 3( 全 后 的 和 为 r= 


mm( 不 妨 设 行列 式 区 272 0) ,那么 函数 y= f(z1,…z) 
在 条 件 
ozi…z)=0 (i=1,2,.…,m) 
限制 之 下 的 极 值 点 ,可 用 Lagrange 乘 数 法 寻求 . 
具体 作法 是 :首先 作 Lagrange 郴 数 

工 (zi ,Ta ) = fri T+ > Aigpi (x1 )， 
然后 解 方程 组 四 
L’ =0,L’,, =0,%,L’, =0,9.(z1,%,7,)=0 

(i=1,2,…,m) 

求 出 稳定 点 .这 里 ;为 待定 常数 ,有 时 不 一 定 要 求 出 . 

最 后 ,对 稳定 点 进行 判别 ,常用 的 方法 是 : 

i) 利用 极 值 点 的 定义 进行 判别 . 

ii) 利用 实际 背景 进行 判别 . 

ii) 利用 Lagrange 函数 的 二 阶 微分 进行 判别 . 车 在 某 稳定 点 
Pu 处 (2, 用 相应 的 值 ) 

dL(P)>0 (<0)， 

则 在 此 点 Pu。 取 条 件 极 小 (大 ) ,其 中 


dL(P,)= jd +-2 | 十 .十 9 d 
67 一 zl EE TX2 dz zx»j L(P,) 


=- > (Po)dzedzi， 
dzi(i=1,2， …, 避 应 请 尼 方 各 


> 2(P, )dz; =0 G=12, sm) 


次 例 6.3.11 求 函 数 f(x,y,z)= xz +y’ 1 在 条 件 os 
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=1 下 的 极 值 .该 极 值 是 极 大 值 还 是 极 小 值 ? 为 什么 ? (厦门 大 


学 ) 
解 I L=x1ty + Ca -1), 
L’,=4x’ + Ayz=0, . (1) 
L’,=4y +Azxz=0, (2) 
L’.=4z’+Ary=0, (3) 
xyz=1. | (4) 


解 此 方程 组 ,得 四 解 
(1,1,1),(-1,-1,1),( -1 -1) 与 (1 一 1 一 1 


在 这 些 点 上 f(r,y,z)=3. ， ， 
这 些 点 均 为 极 小 点 .因为 对 称 性 ， 只 要 证 明 其 中 一 个 . 例如 
P=(1,1,1). 


考虑 第 一 挂 限 .因为 在 曲面 zyz =1 上 


图 6:3.2 


“f(xy,2)= r+ yy + 
Hy 
在 Ory 平面 上 ,以 == 寺 ,=2,y= 于 ,y=2 四 条 平行 于 坐标 轴 


“ 6914 “ 


的 直线 , 围 一 矩形 ABCD (如 图 6.3. 2) 在 矩形 边界 上 的 三 三 项 中 
至 少 一 项 不 小 于 16 , 故 


fr 十 )>16>3= AP 
可 见 /=,y, 寺 ] 的 最 小 值 只 能 在 内 部 达到 ,但 内 部 只 有 一 个 稳 


定点 (1,1) , 故 (1,1) 是 由 =, 二 的 极 小 点 . 换 句 话说 ,PCz，y， 


z) 在 条 件 zy =1 之 下 在 点 (1,1,1) 处 取 极 小 值 ; 

解 利用 上 述 方 法 求 出 稳定 点 后 ,可 用 二 阶 微分 来 判断 .如 
点 P= (1,1,1). 由 式 (1) 得 4= -4. 从 而 工 的 二 阶 偏 导数 在 点 
P, 处 的 值 为 


因此 : - 
dL(P)=12(dr*+dy’ +dz’)-8(drdyt+ dydz + dzdz). 
由 xyz==1 知 dz= -dx 一 dy. 代 入 上 式 可 得 | 
dL(P,) 
=12(dz + dy +dz’)-8[dzdy+ (dy+dzx)(— dz -dy)] 
=12(dz +dy’ +dz’)+4(dzx? t+2dzdy + dy ) 
十 4dz 十 4d 
=12(dz’ +dy’ +dz’)+4dz’ +4dzx*+4dy: >0. 
故 f 在 P= (1,1,1) 取 极 小 .其 余 各 点 利用 对 称 性 可 得 . 
¢. 求 函 数 在 闭 区 域 上 的 最 大 最 小 值 
要 点 ” 求 函 数 在 闭 区 域 上 的 最 大 最 小 值 ,一 般 方法 是 : 先 求 函 
数 在 区 域内 部 的 极 大 极 小 值 ,以 及 边界 上 的 (条 件 ) 极 大 极 小 值 , 然 
后 进行 比较 .或 者 ,直接 将 全 部 可 疑点 的 值 进 行 比 较 ， 最 大 者 为 最 
大 值 , 最 小 者 为 最 小 值 . 
例 6.3.12. 斌 求 fCz,y)= arz +2pzy + cy 在 z+ yy 入 1 
上 的 最 大 最 小 值 ( 设 -ac>0,a、bc>0). - 
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解 1" 先 求 函 数 在 区 域内 部 x? + 交 <1 的 可 疑点 , 令 了 ,= 
< 和 一 0 因为 | “| =ac -6 0. 故 只 有 唯一 解 
pz+cy=0. bc : 
(0,0),f(0,0)=0. 

2" (再 求 边界 x?* + y =1 上 的 可 疑点 ) 

设 LL=ar*+2bry+t+cy A(xr:+y -1). 
令 L', = 上 ,=0, 得 方程 
(a—-A)zt+by=0, “ (1) 
br+(c—-4)y=0. (2) 
因 盖 + 交 =1 上 (z,y)<(0,0) ,要 此 方程 有 非 零 解 ,必要 
Q 一 从 b 
b C 一 从 
4 tety (a-c) +46’ 
得 Xs= e+e (a c) +4b 
将 (1) 式 乘 以 =,(2) 式 乘 以 y, 相 加 ,注意 x*+y =1 得 

(zy)=az +2bryt+ cy = Ns. | 

3" 将 上 面 求 出 的 可 疑 值 进行 比较 ,可 得 函数 在 zx? + 六 委 1 上 

-的 最 大 、 最 小 值 为 


了 ,=0, 得 


~ 


at+ctvV(a-c)}+4b 


max f(x)=max|0,A1,4,|= Ss 
. . | Vlac) 4b 
min f(z)=minl0, NAsl = ae Co 一 ce 二 4 


例 6.3.13 确定 f(z,y)=4r+xy + 在 圆 域 xz? + yl 
上 的 最 大 值 和 最 小 值 . (四 川 大 学 ) 

解 因 广 (z,y)=4+ 交 >0, 故 在 圆 内 无 极 值 .最 大 、 最 小 值 
均 在 圆周 z + y =1 上 达到 .这 时 

f(x,y)=4r+ry +y =1+5r- zr -r=9(r). 
令 :=5-2r~-3r =(5+3zx)(1 -xz)=0, 
根据 y“, 的 符号 ,可 知 p(z) 在 [-1,1] 上 ,z= 一 1 达 最 小 ,z=1 
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达到 最 大 .从 而 
max f= f(1,0)=4,min f=f(-1,0)= -4. 
d. 用 极 值 证 明 不 等 式 
i) 用 自由 极 值 证 明 不 等 式 
要 点 ”车 求 得 f 在 区 域 D 上 的 最 大 、 最 小 值 分 别 等 于 BB 和 
A ,那么 我 们 实际 上 获得 了 不 等 式 
A<f(P)<B (PED). 
反之 ,要 证 明 关 于 函数 f、g 的 不 等 式 
f(P)<g(P) ( 当 PED), 
只 须 证 明 函 数 jy(P) 三 f(P) - g(P) 在 D 上 的 最 大 值 (或 上 确 界 ) 
B<0, 或 p(P)=g(P)- AP) 的 最 小 值 (或 下 确 界 )A 之 0. 
例 6.3.14 证 明 :1 之 1,s 之 0 时 ,下 面 的 不 等 式 成 立 


tstlnt—-tt+e. 


(武汉 大 学 赛 题 ) 


图 6.3:3 


证 我 们 只 要 证 明 函 数 


p(s,t)=tlnt—-tti+e’—is 
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D= 1(s,1):s>0,1>1| 
上 有 最 小 值 0. 固定 :之 1, 令 
9'(s,t)= -t+e =0, 
得 =lnz( 即 上 =e). 且 
p(s,t)<0 ( 当 0 委 *<in 上 时 )， 
P (st)>0 ( 当 inti<s 时 ). 
见 p(s,t) 的 最 小 值 只 能 在 曲线 1 =e 上 达到 .但 
p(s,e')=e’s~e'+e’ ~ e's=0, 
故 在 D 上 p(s,i) 之 0, 证 毕 . 
例 6.3.15 求证 
flz, y)= yr(1-—- zx)<e’',0<x<1 xy< + oo. 
(吉林 大 学 ) 
方法 ”证明 f(x， 在 0<z<1,0<y< + “内 最 大 值 小 于 
证 /在 区 域 0<z<1,0<y< + co 的 边界 上 便 为 0, 而 区 域 
内 部 A(z,y)>0. 故 了 的 最 大 值 只 能 在 内 部 达到 ， 
f(x y=y a (1x) -yr = yr '(y- xy- zr). 
f(x,y)= 1 xr)+tyr (lxr)inz 
= (1- x)(l+ yln 工 ) . 
令 产 = 广 =0, 在 0<z<1,0<y< + oo 内 求 稳定 点 ,得 
y-xzy-z=0 即 y(1- x)=z， (1) 
及 1+ynz=0 即 zx?=e!. (2) 
这 表明 f(x,y) 在 0<z<1,0<y< + co 内 的 最 大 值 点 应 满足 方 
程 (1)、 (2). 然 而 在 (1)、(2) 所 确定 的 点 上 
FF(zy)=w(1L-z)=e zc<e 1 
所 以 Fz,y)=xyz(1-z)<e, 当 0<z<1,0<y<+co 时 . 
这) 利用 条 件 极 值 证 明 不 等 式 
要 点 ” 若 求 得 x = f(P) 在 条 件 pg(P) = a 之 下 的 最 大 值 为 - 
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B(a) ,那么 我 们 就 获得 了 不 等 式 
f(P)<B(¢(P)). 
站 例 6.3.16 求 z>0,y>0,<>0 时 函数 
f(x,y,2)=1In z+2In y+3In > 
在 球面 x?* + y + z=6r* 上 的 极 大 值 .证 有 明 a、b、ec 为 正 实数 时 
eete). (GD 


abre <108| 
(清华 大 学 ) 
解 设 L=Inxt2ln yt3ln z+A(zx:+y+z:—6r’) 
令 工 -= 工 ，= =0, 解 得 z=r,y=V2r,z=V3r. 
因为 f 在 球面 zx? + y + x =6r? 位 于 第 一 卦 限 的 部 分 上 连 
续 , 在 这 部 分 的 边界 线 上 ,xz、y、z 分 别 为 0.f(z,y,z) =In 区 十 
2In y+3ln z 为 负 无 穷 大 , 故 了 的 最 大 值 只 能 在 这 部 分 内 部 达到 . 
而 (xr W2r W37) 是 唯一 的 可 疑点 ,所 以 最 大 值 为 f(r W323r V3r) 
= ln(6VY37x') 于 是 
f(z,y,2)=ln zy zi | ， 
<n(6vBr) = [os (Ee) ]， 
故 zy e637 =673 (E+ ). 
两 边 同时 平方 ,并 用 a = x? ,b= y ,c= xz? 代入 便 得 欲 证 的 不 等 式 
(1). 
注 用 这 种 方法 ,可 以 证 明 一 系列 著名 的 不 等 式 . 例 如， 


1. 在 条 件 > aizi = A 之 下 , 求 函 数 ， 


fxis Tas" ,Ts ) 一 (Da )( s 四 并 
i=1 1 
的 最 小 值 ,可 以 证 明 Halder 不 等 式 : 
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n 下、 I 也 ，\ 工 
Dar < (DBA) (Dy 
(000 


2. 在 条 件 > z= 5,(i 一 1,2,…,n) 之 下 , 求 函 数 


Tu Zi Xin 
[Ta X22 Tan 
f(zi 2 ,Tn ) 一 
. -ai Tn2 四 之 mn 
的 最 大 值 [z; = (zayza yzn) =1,2,…,72] ,可 证 明 Had- 
amard 不 等 式 


如 此 等 等 . 

e. 极 值 应 用 问题 

要 点 “” 求 钾 极 值 应 用 题 ,关键 在 于 选取 适当 的 变量 ,使 之 能 
方便 地 表 写 目标 函数 以 及 约束 条 件 . 

丰 例 6.3.17 将 长 度 为 1 的 铁丝 分 为 三 段 ,用 此 三 段 分 别 作 
成 图 、 正 方形 .等 边 三 角形 , 问 如 何 分 法 ,才能 使 这 三 个 图 形 的 面积 
之 和 最 小 . (可 以 利用 以 下 结论 :二 元 二 次 函数 F(z,y) = az? + 
bzxy + cy + dr + ay+ 卫 的 极 大 (小 ) 值 , 必 为 其 最 大 (小 》 值 ).( 南 
开 大 学 ) 

解 1 为 了 便于 表达 周 长 之 和 ,与 总 面积 我 们 不 蒋 取 如 = 
分 别 表 示 图 之 半径 、 正 方形 的 边 长 .等 边 三 角形 的 边 长 . 敌 是 总 面 

. sor 


| 
BS 
已 


> 


-x++ 业 《目标 醒 数 )， (DD) 


应 满足 方程 
2xnx t4y+3z=1 (约束 条 件 ). (2) 


Lagrange 函数 


工 = rz t+y + 一 (2rz + 4y+3z— 1). 


令 L’, = 2xx - 27nX = 0, 
L’,=2y~44=0, 
_Y3 
L 方 z 34= 
得 r= 1A,y = 24 z = CA 
9 9 万 


这 时 铁丝 三 段 长 度 的 比 为 
2xz :4y:3z 一 2r : BA: 6V3A =r:4:3w3. 
2* (判断 ) 将 (2) 代入 (1) ,得 
V3 


S = mrzz 十 昂 + 蔚 ( 2 


万 


= nz + y+ 3 十 16y + 16rzy 


— ARIz + Bily+ [), i 
由 此 可 知 
A = SS - S5 = 4r|1 Ee 人 |>0， 
S’ >0:. 
从 而 按 上 述 比例 分 割 铁丝 ， 所 围 的 面积 极 小 ， 也 是 最 小 ， 
例 6.8.18 设 人 ABC 为 正三 角形 ， 边 长 为 4.P 为 人 ABC 内 
任意 一 点 ,由 卫 向 三 边 引 垂 线 ( 如 图 6.3.4) 与 三 边 的 交点 分 别 为 


D .EF. 试 求 人 DEF 的 面积 最 大 值 . (武汉 大 学 赛 题 ) 
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图 6.3.4 


解 ”记忆 点 至 三 边 的 距离 分 别 为 z,y,z. 
注意 到 


LDPF = LDPE = ZEPF = Zn, 
所 以 人 DEF 的 面积 
Sapgr = Sappp + SAppF + Sagpr 


郊 sin 可 (zz + Xxy+ yz) 


= (ze + zy + yz).( 目 标 函 数 ) 


由 Sapsc + Sacps + Swarm = SAapc 
得 约束 方程 为 
到 az + 村 0y 十 于 az 三 a . 字 。， 
即 z + y+ z = 民 a.( 约 东 条 件 ) 
由 此 可 得 z=y- z= 
max Sapep = oe, 
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(1) 


(2) 


(计算 和 判断 过 程 从 略 .本 题 求解 的 方法 很 多 . ) 

例 6.3.19 在 平面 上 给 一 边 长 分 别 为 a,p，,c 的 三 角形 ,在 它 
上 面 作 无 数 个 定 高 h 的 锥 体 , 求 侧面 积 最 小 的 锥 体 . (大 连理 工大 
学 ) 

解 锥 顶 互 在 底面 的 投影 记 为 D, 从 O 到 三 边 BC、CA、AB 
的 距离 分 别 记 为 x ,y,x( 如 图 6.3.5), 则 锥 的 侧面 积 (目标 函数 ) 
为 

S = 玉 a VT + V+ VT (1) 


了 4 


规定 : 若 点 O 与 三 角形 ABC 的 内 心 在 BC 的 同 侧 , 则 zx 算 作为 正 ; 
在 异 侧 , 则 算 作为 负 . 对 y,z 也 作 类 似 的 规定 .此 时 ,不 论点 O 在 
入 ABC 的 内 部 还 是 外 部 , 恒 有 z 


1 ， 四 
本 az + 王 罗 十 到 cz = Sanc， (2) 


即 ar + by+ er = 2Sanc Em. 


其 中 Sam = VPlp -ap Op- p= tht 
记 L=avh +r +bVh +t+y +cvVh :+z 


-A(ar+ by+ cz— m). 
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TX 了 本 之 
Ja 
从 实际 背景 看 ,问题 有 最 小 值 ,无 最 大 值 .现在 只 有 一 个 可 疑点 , 故 
它 对 应 最 小 值 . (3) 式 表明 最 小 值 发 生 在 三 侧面 与 底面 成 等 角 的 
时 候 .因此 , 当 = y = z, 即 0 与 三 角形 内 心 重合 时 ,侧面 积 最 
小 .此 时 


S=FVR+r(atb+e). 
Vp(p-a)(p—-b)(p—ce) 
其 中 ;= (内 接 圆 半径 ) = 2P2tP 一 0p 一 2p 一 7 


at+b+ec 
_a +b+t+ec 
一 天 一 . 

下 面 这 道 命题 在 中 学 里 已 学 会 用 几何 方法 进行 推断 ,现在 我 
们 可 用 分 析 方 法 进行 证 明了 . 例 6.3.20 还 说 明 有 时 可 疑点 可 不 必 
求 出 . 

交 例 6.3.20 试 由 费 马 原理 :“ 光 线 总 是 按 费 时 最 短 的 路 径 
传播 ” 来 证 明镜 面 反 射 时 ,入 射 角 等 于 反射 角 . 

提示 可 令 

L=Vr +hitVy thi-A(r+y-a) 

(意义 见 图 6.3.6). . 
由 LL = 工 ” = 0 得 


， I 一 > 
这 表明 sin 0 = sin 0 ,0 = 0,. 
另 解 ” 光 程 
s(xz)= AP+PB= Vr +t+hi+tV(a- zr) +h 
并 a 令 之 


4 
$i 一 一 


AZ 十 大 Vla—-z) +h 


“701 ， 


4 并 Q 一 并 

居 Vith Vla-zry+nh 

即 sin 0 = sin 0,. 

* 例 6.3.21 设 
ar + by + cz +2ery +2fyz +2gzr = 1 (1) 

为 一 椭 球 面 ,求证 其 三 个 半 轴 之 长 恰 为 矩阵 
a e g 
eb ff (2) 
g fc 


的 三 个 特征 值 的 平方 根 的 倒数 . (北京 航空 航天 大 学 ) 
方法 求 u = zx?+ y+ z? 在 条 件 (1) 下 的 稳定 点 ,以 求 出 
Pp = Vx + y+ xz? 的 极 值 .技巧 是 ;回避 求 出 稳定 点 ,而 从 稳定 
点 满足 的 方程 中 ,直接 解 出 。 = Vz + 二. 
解 ” 因 为 p= V 克 二 确证 到 与 w = zz + 昂 +z2 有 相同 
的 极 值 点 . 记 
L=x +y+z 元 (az + by + cz* + 2ery 


+ 2fyz + 2gzr ~ 1). 
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令 工 - = 工 ” = 工 。 = 0, 得 方程 组 


(aa -Ah)z+ey+gz=10， (3) 
ert+{(b-A)y+ fz= 0, - ， (4) 
gr+fyt+(c—-A)z=0. (5) 
此 方程 组 有 非 零 解 必须 系数 行列 式 为 零 , 故 
a—A e 如 
e 5- f/f |=0 (6) 
8 f c-A 
这 是 4 的 三 次 方程 式 .因为 椭 球 面 是 有 心 的 韭 退化 二 次 曲面 , 故 
a ee 8 
e D flix<0. 
8 fc 


因而 方程 (6) 有 三 个 实 根 MA .1439 .根据 线性 代数 的 知识 它们 
是 矩阵 (2) 的 特征 值 . 将 4, 代 回 方程 (3)、(4)、(5), 对 方程 (3)、 
(4)、(5) 分 别 乘 以 x ,y,z 相 加 ,注意 到 (z,y,z) 满足 椭 球 面 的 方 
程 (1), 则 

Mr + y+2)= ar +by + oe ac 2p + 2gee = 1 


从 而 ++ = 主 ， 


这 就 证 明了 半 轴 之 长 等 于 和 矩阵 (2) 的 特征 值 平方 根 倒 数 . 
* 例 6.3.22 试 求 平面 ar+By+yz=0 
与 圆柱 面 : 


+r=1 (A,B > 0) 
相交 所 成 椭圆 的 面积 . 


OD 可 参看 陈 鸡 编 "解析 几何 讲义 "(高 等 教育 出 版 社 ) 第 二 版 $66.2 及 §71.3. 
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解 1 (用 极 值 方法 ) 要 计算 椭圆 的 面积 S = xab ,只 须 算出 
椭圆 的 半 轴 a 与 5 .现在 来 说 ,也 就 是 要 求 e VYzx +y+x 在 
条 件 az + By + yz = 0 及 2 + 总 二 1 之 下 的 极 值 .以 p? 替换 p， 
取 


2 2 


Lty+ yr) (+ 

令 L’, = 上 ,=.L', = 0, 得 
z(1- x A)+ Ma = 0,， (1) 
y(1-“ 京 )+ 8 = 0， (2) 
之 十 AMA7Y = 0， (3) 
ar+ By+ yz = 0,， . (4) 
2 2 
若 + 关 = 0 

(1)、(2)、(3) 中 消去 4 得 j 的 方程 0 

2 2 
(HB + BA + B+ A )p+ ae (a +B+7y)=0. 
(6) 


(1) , (2) , (3) 分 别 乘 以 xz,y,zx 相 加 ,得 
zx +y + 
= zx 到 + 部 )- 4az tpy+ yz) = A. (7) 


a ,65 为 所 论 椭圆 的 两 个 半 轴 , 则 它们 应 是 p 的 极 值 .而 p 与 p? 
的 极 值 点 相同 ,(7) 表明 p? 的 极 值 等 于 w.A 满足 方程 (6) , 设 (6) 
的 两 根 为 py ,wa , 则 jp ,ps 应 分 别 为 az ,5b? .因而 


@ 利用 (4) 式 , 将 (1) (2)、(3) 式 分 别 乘 以 a、p、y 相 加 ,再 利用 (1)、(2) 式 消 去 
之 ,y 和、). 
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- S= Tapb = ny HIA2. 
据 韦 达 定 理 ， 


AIAA2 一 Re + Pp + 7 ). 
所 以 
S=r TV rp+r. 
解 五 (利用 面积 的 投影 ) 所 证 椭圆 在 xy 平 面 上 的 投影 为 椭 
加 , 
+ > =1 
A: B 


其 面积 为 xAB .所 论 椭圆 位 于 平面 cz + By + yz = 0 上 .该 法 线 与 
z 轴 夹 角 的 余弦 为 
1y1  ， 
根据 面积 投影 关系 ,所 论 椭圆 的 面积 
S -= rAB TT Vorpiy. 

* 例 6.3:23“ 设 函数 FF(z,y) 在 平面 区 域 G 内 有 定义 ,其 一 
阶 偏 导数 连续 .又 设 方程 F(z,y) = 0 的 图 形 是 一 条 自身 不 相交 
的 封闭 曲线 厂 , 矿 C G, 并 且 在 卫 的 每 一 点 上 Fe (zy) 和 下 (zz， 
y) 不 同时 为 零 . 试 证 :车 AB 是 卫 的 一 条 极 大 纺 ( 即 A,B 是 下 上 的 
两 点 , 且 存在 点 A 的 邻 域 U(A) 和 点 B 的 邻 域 U(B), 使 得 当 点 C 
< U(A)NNT, 点 DE U(B) 人 几时 总 有 CD AB), 则 丁 在 A、 
B 两 点 的 切线 必 互 相 平行 . (武汉 大 学 ) 

证 记 A = (zs,y4),B = (zsvy). 根 据 题 意 , 函 数 vx = (x 
一 zp) + 《yya) 应 在 条 件 F(x,y) = 0 限制 下 ,在 点 A = (zh， 
` ya) 处 达到 极 大 .因此 
u's la = [2(z ~ zp) -2(y- ys). y,], =0. (1) 
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由 F(z,y) 二 0 得 F,+ Fo ys = 0,y = 一 交 .代入 (1) 式 得 


G24- z0) + C94 ~ 30) (~ FOE )= 0 (2) 


故 曲线 F(z,y) = 0, 在 A = (zxa ,ya) 点 的 切线 斜率 


让 __F,(zxa,ya) YA4 一 下 B (3) 
4 下 (za ,YA) Ya ya 
同 理 B 点 的 切线 斜率 
ks =— Se. (4) 
JB YA 


比较 (3)、(4), 知 A、B 两 点 的 切线 相互 平行 . . 
x*x 例 6.3.24 车 x = (zx ,zs,…,zx?) 是 函数 


n , 
f(x1, Ts ,TL,) 一 之 ， CiTiTi (ai 三 ai) 
一 


在 zx?+ xz?+… + x = 1 上 的 极 值 点 . 


CI 了 
Qnl 及 省 Qnr 
试 证 Ax”= 0 或 者 xz" 是 4 的 特征 向 量 . (兰州 大 学 ) 


证 | 设 工 (zi Za) 二 之 ， QTiT; 一 A(z? 十 …， 十 x 一 
、 .j= 


入 二 


1) , 则 x 二 (x1, 民 ,… ,zs) 应 满足 方程 9 二 二 0 , 即 Qn Tl + Qi 之 > 


十 怀古 Ci， 一 zi = 0(i 二 1,2,.* ,7). 


亦 即 “*" 
Tl Xl 
zr 工 
A 2 = 4 机 
Tn Tn 
故 4x0 = Axw! 
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这 说 明 x' 或 为 方程 4x” = 0 的 根 ( 当 4 = 0 时 ); 或 为 矩阵 4 的 特 
征 向 量 ( 当 1 和 关 0 时 ). 
下 面 考虑 R" 中 二 次 函数 在 mx 个 超 平面 交 线 上 的 极 值 问题 . 
※ 例 6.3.25 函数 为 


f(x) = Fx Ax +B'ix,x€ER", 


约束 方程 为 cz-D 0 
求 / 极 值 点 的 条 件 . 其 中 4 为 mxz 方 阵 , 思 为 2 维 向 量 ,C 为 
x nn 矩阵 (m < n),D 为 m 维 向 量 ,下 表示 转 置 . 
解 ” 设 上 = x Ax + BTr+AhTCr — D),A = (he, 
4,.) 7. 令 | 
YL = 0, 其 中 VL = ( 工 ,LL’, ). 


由 此 - 
4x+C A= 
与 式 (1) 联 立 , 即 为 
4 CT™|{x -B 
Ci 23] -Lip 
此 即 为 极 值 点 应 满足 的 条 件 . 记 I 
s- [sie|, 
CO 


多 元 Taylor 公 趟 (此 类 考研 试题 相对 较 必 ) 


6.3.1 写 出 函数 f(x,y) = y” 在 点 (1,1) 附近 的 Taylor 公式 ( 写 出 一 
阶 项 , 余 项 形式 可 不 具体 写 出 ). (兰州 大 学 ) 
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《1+2(y—1)+in2(z-1)(y-1)+(y-1) +o(p)) 
提示 (可 直接 使 用 公式 计算 ) 


f(x,y) = f(xo,y0)+ 人 六 十 此 (zo) + 


1 9 3 2 ， 
六 (* 半 +h 萝 ) FJ(zo,y)+o(o )， 


其 中 有 =x-xok=y yosp = 和 妇 + 有 ,这 里 Fzy) = yy (rzo ya) 
= (1,1)( 本 题目 的 是 考 公 式 与 计算 能 力 .) 
6.3.2 求 F(z,y) = ercos y 在 (0,0) 点 带 Peano 余 项 的 Taylor 展开 式 
至 四 阶 项 (北京 大 学 ) 
《1 二 x+ 本 (2 ~) + -zy + 而 2 -ey + 加 + o(p')) 
提示 方法 (1), 利 用 e" 和 cos y 的 展开 式 相 习 ; 方 法 (2) 直接 用 公式 计 
算 . 


再 提示 f(x,y) = [i+tz+ 吉 z+ 者 + 击 z+o(z')] 

| -二 > + 让 +0(y')| 
6.3.3 求 函 数 f(z,y) = 2x? - xy+ 在 (1, -2) 处 的 Taylor 展 开 式 . 
《8 +6(z—1)-5(y+2)+2(z 1) - (zr-1)(y+2)+ (y+2)) 
提示 “可 用 代 换 法 . 令 z-1= xy+2= vw. 
6.3.4 |1x1、1y 1 很 小 时 , 求 


工 十 工 十 y 
1-z+y 


的 近似 多 项 式 ,准确 到 z,y 的 二 次 项 . 


arctan 


(于 + zzxy) 


— 1+wu. 5 
提示 “可 用 arctan 一 2 arctan 1 + arctan u, 


再 提示 原 式 = 村 上 +arctanj 二 = 本 Taretan x(1—y+y +o(y)) 


= tr y+y +o(y)) +o(x’) 
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6.3.5 写 出 f(x,y) = | (1+ zy2ydt 的 Maclaurin 级 数 的 前 面 不 为 零 


_ 1 1 ，; 
的 三 项 .《1+ 本 ZXy 一 于 工 y》 
i ty vol+z) 2 _ + 
提示 (1+x)'”=e 一 工 十 上 y(z 7 + . 


6.3.6 设 z 为 由 方程 xz -2zz+y=0 所 定义 的 zx 和 y 的 隐 函 数 , 当 
z=1 和 y=1 它 的 值 为 xz=1. 试 写 出 函数 z 按 二 项 式 工 -1 和 > 一 | 的 升 宪 
排列 的 展开 式 中 的 车 干 项 .《1+2(x 一 1)-(y-1)+[8(xz~1)? -10(z-1). 
(y-1)+3(y—1) +…》 

提示 用 隐 和 函数 求 导 方 法 求 = 在 (1,1,1) 处 对 xz、y 的 低 阶 (如 一 至 二 
阶 ) 的 偏 导 数 , 代 入 Taylor 级 数 . 

偏 导 数 的 几何 应 用 

注 曲面 下 (rz,y,z)=0 的 法 向 量 为 (FF E) 空 间 曲 线 z = 
X(t),y= y(t),z= z(t) 在 1= to 处 的 切 向 量 为 (x (i060),y (to),z (to)). 

6.3.7 求 曲面 e -z+ xy=3 在 点 (2,1,0) 处 的 切 平面 方程 (四 川 联合 
大 学 )z-2+2(y-1)=0》 

提示 记 F(z,y,z)=e-z+zy-3, 则 有 

F’.(2,1,0)(x -2)+F’,(2,1,0)(y -1)+F’.(2,1,0)z=0 
女 6.3.8 过 直线 1: | 127 227， GD 
XxX+y-z=0, 

作曲 面 37’+y -z=27 (2) 
的 切面 , 求 此 切 平面 方程 . (长 沙 铁道 学 院 ) 

提示 “过 直线 ! 之 平面 束 为 

10x+2y-2z-27+k(r+y-z)=0 (YAER) (3) 

求 上 使 (3) 与 (2) 相 切 . 

再 提示 ”让 (3) 与 (2) 的 法 向 量 相互 平行 , 即 方向 数 成 比例 . 
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得 zx- 地 (10+A)z,y=(2+A)z,z=(2+A)2 代 入 (2),(3) 


人 再 代 人 (3) 得 
100+20kt + kt-81=0) “= 1.19 
9rt+y—-z=27 和 9zxz+17y-17z+27=0. 
6.3.9 已 知 平面 方程 为 lx + my + nz 一 记 ， 中 
与 精 球 面 方程 为 蕊 + 区 + 所 =1， 四 
相 切 ,证 明 系数 满足 方程 oD + 5m? + eon = 六 四 
(武汉 水 利 电力 大 学 ) 
提示 ”中 .@ 相 切 ( 在 切 点 处 ,二 法 向 量 平行 ). 
再 提示 设 在 (z,y,z) 处 相 切 ,法 向 量 
x Z 
=({1,m,n) 广 m= ( 误 , 训 至)， 
所 党 王 ， 
mV 条 -与 -5 下 
>zx= Ra ,y= kmb’ ,z= knc’, @ 


轩 代 人 @ 得 4= (有 二 生 z2 + cm) 支 , 代 回 @ ,再 将 图 代 人 四 即 得 四 
6.3.10 试 证 曲面 S:zyz = 2 在 任何 一 点 处 切 平 面 与 三 坐标 面 所 围 成 
的 立体 体积 为 定 值 .( 合 肥 工 业 大 学 ) 
提示 。” 切 平面 FF,*(X-z)+FF,"(Y 了 ~-y)+FF,(Z 一 xz)=0 上 ,流动 点 


(X,Y,Z) 在 坐标 轴 上 可 分 别 求 出 三 个 鹤 距 3 ,3 32 
积 为 常数 . 
事实 上 : v 了 (2 3 )]: 3 = 90 (V(xz,y,z)E S). 


YJ Xz TY 


6.3.11 证 明 : 曲 面 Vz+Vy+Vz=Va(a>0) 的 切 平面 在 坐标 轴 上 制 
下 的 诸 线段 ,其 和 为 常量 .( 华 东 理 工大 学 ,上 海 化 工大 学 ) 
提示 (z,y,z) 处 之 切 平面 


XY 2) 
Var Vay Maz 


截 距 之 和 V az + V ay+ Vaz 二 VaVa=a(V (zx,y,z)E 该 曲面 ). 
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六 6.3.12 求 曲线 C:z= ty= 一 弓 ,z= 刀 ,上 与 平面 r:z+2y+x=4 


平行 的 切线 方程 .( 大 连理 工大 学 ) 


提示 “可 求 出 曲线 C 的 切 向 量 * 和 平面 r 的 法 向 量 na,z/ rr 上 m 全 


T (zy 2 ) (1， 2 ,32°), 
1 
”3 


tT™*n=0 
再 提示 
n=(F',,F,,F,.)=(1,2,1), 
tn=1-1+2.(-21)+1:3t =0=>1t=1 
一 1 和 -1 y+1_z-1 
t= 二 1 时 切线 为 了 一 本 3 
zl yrl 2 
_1 3 _ 9 _ 27 37-1 _ 9y+1 _ 
1 序 时 切线 为 一 一 -一 5 = 一 一, 即 - 3 
3 3 
z+y+z=6, 中 
© 


交 6.3.13 求 曲线 C: 
， ZX+yt+z=0, 
在 点 M(1, -2,1) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . (北京 科技 大 学 ) 
,y+2=10; 法 平面 为 zx- zx=0》 


xz-1_z—1 
(切线 下 = 
提示 ”曲线 C 是 椭 球 面 @ 四 与 平面 @ 的 交 线 ,可 分 别 求 出 由、@ 在 点 M 
处 的 法 向 量 mi 、n; ,这 时 rn; xm 就 是 曲线 C 在 点 M 的 切 向 量 .由 此 可 写 出 


C 在 M 处 的 切线 与 法 平面 方程 . 
再 提示 n= (2x,2y,2z),n,= (1,1,1), 
i kj 
2z 2y 2z| =(-6,0,6). 
1 | w 


1 


niXny 
1 


六 6.3.14 求 椭 球面 S:3x? +y+z=16, 
z+y +z =14, 
(武汉 测绘 科技 大 学 ) 


与 球面 

在 点 Po( -1,2,3) 处 的 交角 
8 

7 


《0 = arccos 


提示 ni‘n2=|ni||n;|cos 0， 


_12+16+36_ 8 
Pp V88:v56 V77 


cos 0 


六 6.3.15 在 曲面 
x +2y +3z: +27ry+2rz +4yz=8 
上 求 出 切 平面 平行 于 坐标 平面 的 诸 切 点 . 
提示 “利用 法 向 量 与 坐标 轴 平 行 . 
再 提示 ”曲面 上 某 点 (x ,y,z) 处 法 向 量 n, 有 


ntytert2yt2z,rt+2y+3z) /k= (0,0,1), 


rxT+yt+z=0, . 
可 得 | >r=0,-y=z=a 
TXT+2y+3z=a 
代入 曲面 方程 得 "= 土 2V2, 故 平行 zy 平面 的 切 平面 之 切 点 为 (0, + 2V2， 
f2V2) ,类 似 可 求 出 平行 另 两 个 坐标 面 之 切面 切 点 . 
6.3.16 在 椭 球 面 | 


2 2 2 
xX jy ,x 
二 二 
a 6 C 


上 怎样 的 点 , 椭 球 面 的 法 线 与 三 坐标 轴 成 等 角 ? 


《共有 两 点 :( 土 a2 |k|, 6 1gI+tc|k|),|k|= (a +b:+c) 本》 
提示 “法 向 量 与 三 坐标 轴 成 等 角 , 则 法 向 量 的 三 分 量 应 相等 


再 提示 于 = ( 斑 , 宫 , 读 ) 与 三 坐标 机 成 等 角 <, 风 
C 


地 = 总 = 三 = Inloos ea， 
代入 曲面 方程 得 k=- <! . 
6.3.17 证 明 : 锥 面 
-人 () 
的 切 平面 经 过 其 顶点 . 


说 明 设 从 原点 出 发 的 射线 1, 与 z、y、z 轴 夹 角 记 为 a、p、7, 则 该 曲面 
“ 712 ， 


正 是 由 此 类 射线 组 成 , 当 且 仅 当 a、8、7 满足 
Bb 


cos Y= cos af (2 E) 
时 ;整个 射线 ! 就 在 该 锥 面 上 ,与 动 点 的 向 径 无 关 . 可 见 该 曲面 真是 锥 面 ,日 


原点 为 锥 顶 . 
提示 VY (xo,yo ;zo)ES, 此 点 之 切 平面 


[六 
恒 过 原点 (0,0,0). 
6.3.18 求 椭 球 面 


Xx:+y +z -ry=1 
在 坐标 面 上 的 投影 . 
提示 例如 可 通过 椭 球 面 上 法 线 与 z 轴 垂 直 的 点 在 .Ozy 平面 上 的 投 
影 ,以 得 到 该 椭 球 面 在 Oxy 平面 上 的 投影 区 域 . 
再 提示 。” 椭 球面 的 法 线 向 量 
n={(2x~y,2y— x,2z), 
nL (0,0,1)—>n:(0,0,1) =2z=f. 
代入 椭 球 面 方程 得 : 
rz/+y xy=1. 
在 空间 这 是 平行 z 轴 的 柱 面 ,在 zy 平面 上 它 是 包围 原点 的 封闭 曲线 . 椭 球 
面 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 ,就 是 它 的 内 部 : 
rm<- 1 
1- 到 sin 20 
类 似 可 求 出 在 另 两 个 坐标 平面 上 的 投影 区 域 . 
交 多 元 极 值 及 其 应 用 
注 本 类 考研 试题 甚 多 ,适合 各 类 读者 , 须 倍 加 注意 . 
六 6.3,19 若 Mo 是 f(z,y) 的 极 小 点 ， 且 在 Mo 点 f., ,fw 存在 , 试 证 
在 Mo 点 ,了 +, 之 0.( 江 西 师 院 ) 
提示 ”可 用 Taylor 公式 . 


| = 
Mo 


=0， 


0 
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2 
.二 +o( 凶 )， 


0 


0<f(zro th,y)— fro, yo0)= ff, 


2 
Of(xo, yo th) ~ fro,yo)= fy | -分 +o( 居 )， 
Mo 


二 式 相 加 , 同 除 以 如 有 
二 (f+ 了)w + ol1) 之 0, 再 令 h 一 0 即 得 . 


注 本 题 给 出 了 极 小 点 的 一 个 必要 条 件 . 

6.3.20 设 z= f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 内 有 二 阶 连续 的 偏 导数 , 且 
+fw 一 0,f wy 天 0. 证 明 :z= f(x,y) 的 最 大 值 ,最 小 值 只 能 在 区 域 的 边 
界 上 取得 . (华中 师范 大 学 ) 

提示 “只 需 证 PD 的 内 部 ff -5 <0. 

再 提示 在 了 之 内 部 ” 

2f fy Ef +f sy) =0, fs,*0,7,>0> 
了 sfw -<0=>D 内 部 无 极 值 .但 有 界 闭 区 域 上 连续 , 必 有 最 大 、 最 小 值 ， 
交 6.3.21 求 曲面 z= zy -1 工 上 与 原点 最 近 的 点 的 坐标 . (中 山大 学 ) 
解 I (直接 法 ) 曲面 上 一 点 (z,y,xzy-1) 到 原点 距离 为 p = 
V zi+ 玫 +(zy-12WVzy) +1 之 1=p(0,0, 一 1). 故 点 (0,0, -1) 是 
该 曲面 上 与 原点 最 近 之 点 .其 距离 =1. 
解 五 (化 为 自由 极 值 ) 设 s=zr?+y+(xy-1)?， 


as 9 |rz-yt+zxy =0 
令 写 =95-=0, 得 > 


y-xt+rxiy=0. 


解 之 ,有 了 唯一 可 疑点 (0,0). 
因 A 


[es.0s (ay - yas|  - 
(0.0) Es ay” (33 议 ) ] -44>0 且 有 (0,0) “2>0, 故 
(0,0) 是 极 小 点 .(0,0, -1) 至 原点 最 近 . 

解 下 (用 Lagrange 乘 数 法 )p 二 Vxi+yW+ 避 与 p? 的 极 值 点 相同 ， 
设 “ “ ~ 

L=zx*+y +z +A(z~- xy+1) 
令 L',=L’,=1L’.=L 0, 解 方程 得 z=y=0,z= -1.z=zxy-1 是 鞍点 
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在 (0,0, - 1) 的 马鞍 面 , 站 在 xy 平面 观察 .曲面 在 一 、 三 象限 无 限 向 上 延伸 ， 
二 .四 象限 无 限 向 下 延伸 ,p= V x:+y + 无 最 大 值 .(0,0, -1) 只 能 是 最 
小 点 .车 以 G 表 示 原 点 为 中 心 , 半 径 为 > 的 闭 贺 域 , 则 p = 
Xz +y +(xy-1) (>r) 在 G, 上 连续 ,有 最 大 .最 小 值 .r 一 + oo 时 p 一 
+ ee ,可见 > 充分 大 时 ,p 的 最 小 值 只 能 在 内 部 达到 .而 内 部 共有 了 办 一 的 可 疑 
点 , 故 它 必 是 最 小 点 (这 种 判断 方法 时 常用 到 ). 
家 6.3.22 求 两 曲面 :x +2y=1, 和 x? +2y + x? =1 的 交 线 上 距 原 点 
最 近 的 点 . (中 国 科学 院 )《( -二 , 季 ,0)》 


提示 可 用 Lagrange 乘 数 法 ,还 可 转化 成 一 元 最 值 问 题 . 
解 I 设 L=zx +y+zx +A(rt+2y-1)+p(r’ +2y + zx: -1), 


公 
L’,=2x+A+2zry ——0, 由 
L',=2y+2X4+4yx=0, © 
L’.=2z+2z=0, ©@ 
r+2y=1, @ 
Xx +2y +z’=1, © 
由 @ 得 < ~ 0 代入 加 与 @@ 联 立 可 得 (1,0,0) 和 (- 村 ,全 ,0).o = 
v 二 + 和 多 + 二 有 交 线 ( 有 界 闭 集 ) 上 连续 , 必 有 最 大 、 最 小 值 , 现 只 有 两 个 可 


疑点 p = V5, 故 最 近 点 为 ( - 了 于 ,全 ,0)， 


=1> 寺 
"| 1.3， 


| (- 寺 .3,0) 
解 厂 (直接 法 )( 化 为 -- 元 函数 最 值 ) 
将 z=1-2y 代入 椭 球 面 方程 得 1-4y+6y + z=1, 


妈 z= +3V IT3y) (0<y<3) ,y= 2. 
p=V x ty tr 全 VI-y>Viw V1 (2) -= 写 


y= yw 了 x =- 子 ,z=0, 放 交 线 上 点 ( - 于,3 ,0) 上 原 点 最 近 . 
6.3.23 在 平面 上 求 -… 点 ,使 它 到 mY 2 (za yy) (Zn， 
> ) 的 距离 之 平方 和 最 小 .( 西 北 工业 大 学 ) 工 > zy》 


i=1 i= 
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提示 .可 以 4= > [Gz -zx)* +(y 一)?] 作 目标 函数 , 令 & = uy,= 
0, 得 可 疑点 M= (zo,yo ) = (i315)») .而 (wy — us) 
n 入 n 和 | M 


=27.27 一 0>0,x 


>0. 

6.3.24 抛物 面 z= x + yy 被 平面 ++ y+xz=1 所 截 成 一 椭圆, 求 原点 
至 该 椭圆 最 近 、 最 远 距 离 . (北京 航空 航天 大 学 ) 

提示 以 w=x?+ y+x? 作 目标 孙 数 ,约束 条 件 为 zx* 一 y=0 和 
z+y+z-l=0， 用 Lagrange 乘 数 法 可 得 可 疑点 为 ， 忆 = 
(2-3) .根据 实际 至 

2 2 2 7 
景 ,原点 上 方 的 一 个 椭圆 曲线 , 必 有 一 个 最 近 点 和 一 个 最 远 点 (理论 上 讲 : 连 
续 函 数 在 有 界 闭 集 上 必 有 最 大 、 最 小 值 ). 而 uw(p)=9+5V3>u(M)=9- 
5V3. 可 见 离 原点 最 近 距 离 为 Vx(M) = V9-5V3, 最 远 距 离 为 Vw(p) = 
VO+SV3 

*6.3.25 求 u=ky + zz 在 条 件 x + y+x? =1,z 之 0 下 的 最 大 值 和 
最 小 值 . (清华 大 学 ) 


| 


加 & 为 变数 ,作为 四 元 函数 x 无 最 大 、 最 小 值 . 若 上 ER 是 固定 数 ， 


| 当 |4|> 寺 时 ， | 当 |&| > 也 时 ， 
Unax 一 tmin 一 

1 1 1 、 1 
3 当 |k1< 亏 时， 了 当 |& 委 可 时 . 


解 1 车 为 变数 ,wu 作为 四 元 函数 ,在 所 给 的 条 件 下 明显 无 最 大 、 最 
小 值 ,因为 :如 >0， 


当 xz=x=0,y=1 时 ,wu=k>+% ( 当 k 一 + oo 时 )， 
当 z=z=0,y= -1 时 ,xz=-&>-co ( 当 k>+ oo 时 ). 
2 若 & 为 常数 . 

(iD 求 z>0c1 吕 +z=T 上 ww 的 极 值 点 . 
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作 L=ky +zrtaA(r +y +z -1); 
令 


L',=L’,= 上 ,= 上 ,=0, 得 
z+2Ax =0,°" 全 
3ky T2My=0… ©@ 
XxX+2Az=0 @ 
站 
2 

@ 二 y=0 或 2 一 3E 

@ ,@ 解 得 和 = 土 玉 ， 

工 三 十 之 ， 
_1 

当 y=0 时 ,得 + 万 

当 24_ 1 时 ,z= FT VR 一 1 2 + -1 

> 3 3 el 3V31&| 


| 
| -1 -1 
ip, 2 ip, 2 
-i ls-.1l. 1 1 -1 
“hy T+ “| lu 2 5 “| 
可 网 wx(P,)>ux(M:)>a(M)>a(P,),M,,M, 不 是 最 值 点 .，“ 
x 通过 z 依赖 于 xz 、y, 用 隐 函 数 求 导 不 难 求 出 = 
Da = 4,1, = 一 1z =0,A4 = | 六 0 
。 P2 Py P2 了 人 
zs | <0, 故 P, 为 极 大 点 .类 似 可 得 己 wa 
P2 
、717 及 


‘ay 


括 边界 )une = w(P:)= 广 ,unn=v(P)= 一方 - 
(ii) 在 半 椭 球面 的 边界 上 (z=0,x +y =1),u~ky +zr=ky’， 
mn = |k| ,un = — |k|. 


1k1， 1k|> 廓 ， 
总 之 在 上 半 档 球面 包括 边 上 ,uw = 
1 1 
万 ， ig| 所 二， 


-1k|， 当 jk|> 志 时， 


1 、 1 
BE 当 |k| 志 地 时 . 


注 解法 第 2° 部 分 ,也 可 不 用 Lagrange 乘 数 法 ,而 把 w= ky’ + zz 看 成 
通过 x(z= V1-x 一 y ) 依 赖 于 zy 的 二 元 函数 (z? + y 过 1). 用 隐 和 函数 微 
分 法 可 求 出 u', 、u', , 令 之 为 零 ,也 可 找 出 同样 的 可 疑点 . 

六 6.3.26 求 函数 w=zx? 一 y “+2xy 在 单位 圆 x? + y* 太 1 上 的 最 大 、 最 
小 值 . (北京 科技 大 学 )V2 , -V2》 

提示 在 圆 内 为 自由 极 值 ,边界 上 盖 + 交 =1 为 条 件 极 值 . 

_ 2x+2y=0, 

再 提示 ”在 圆 内 令 ,=0,u” ,0 得 | 


2y+27z=0， 
只 有 唯一 解 (0,0). 这 里 (0,0)=0. 


在 边界 上 vr =x ?+y =1， 
u =cos 0— sin 0+2sin gcos 0 


= co0s 29 + sin 29=V3 (sin tcos 20+ cos Tsin 20) =V3sin (2 20+ 艺 ). 


当 9= 音 , 训 x 时 分 别 达 到 最 大 、 最 小 值 /与 -V5. 


因为 连续 函数 在 有 界 闭 区 域 上 必 有 最 大 、 最 小 值 ， 


现 只 有 三 个 可 疑点 , 故 
比较 三 点 之 值 即 得 . 


6.3.27 在 直线 x+y= 本 位 于 第 - 象限 的 那 一 段 上 求 一 点 ,使 该 点 横 


坐标 的 余弦 与 纵 坐标 的 余弦 之 乘积 最 大 并 求 出 最 大 值 . (华中 理工 大 学 ,西北 


工业 大 学 )( 下, 下) ,十 》 
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.提示 “ 除 用 Lagrange 乘 数 法 之 外 ,还 可 用 直接 法 (用 定义 ) 


Tn 


y= “I 


2 
再 提示 目标 函数 f(x,y) = os xeos y 一 一 oo zoos( 于 一 工 ) = 
1 _l1 工 
去 sn2zs 几 于 ,了 于) = 去 (vze[o 玉 |)， 
六 6.3.28 求 直线 4r+3y=16 OD 
与 椭圆 18x’ + 5y’ =45 © 


之 间 的 最 短 距 离 . (华中 理工 大 学 ) 《1》 
提示 1° 可 用 Lagrange 乘 数 法 . 
一 ax -。 r+-co 
任 一 直线 az + by=c ,法 式 方程 为 /TD ， 
这 时 线 外 一 点 (x ,yo) 到 直线 的 距离 为 


|axro + byo —c| 


p(xo ,yo)= /TE 
因此 本 题 是 求 目标 隔 数 


_ 14xz+3y—16| 
p= 


在 条 件 18x* +5y =45 下 的 最 小 值 . 
2” 还 可 用 几何 \ 代 数 方法 :平行 直线 中 的 直线 4x+ + 3y = c, 如 果 是 椭圆 


@ 的 切线 , 则 (z,y) = ( 工 ,于 (c-4z) ) 应 能 满足 方程 四 且 仪 有 唯一 根 .关于 
z 的 二 次 方程 18z* +5( 二 (ce-4z)) =45 之 判别 式 为 零 ,可 求 出 待定 常数 


c= 土 11, 再 在 切线 4z+3y=+ll 上 任 取 一 点 如 (0.+ 上 号 ) 代 入 


+ 3y 一 1 四 即 可 得 相应 距离 1 和 名 , 故 pws =1. 


交 6.3.29 证 明 : 在 光滑 曲面 F(x,y,z)=0 上 离 原 点 最 近 的 点 处 的 法 
线 必 过 原点 . (武汉 理工 大 学 ) 


提示 求 曲 面 上 距离 原点 最 近 的 点 ,作出 此 点 的 法 线 , 验 证 原点 在 法 线 
上 即 可 . 
再 提示 L=x +y +z +AF(r,y,2). 
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令 工 =2zrz+hMF (zyz)=0， 
L’,=2y+AF’,(r,y,z)=0, 


L’.=2z+AF’,(zx,y,z)=0. 
见 曲 面 上 某 点 (xo ,yo ,zo ) 若 离 原点 最 近 , 则 


ro:yo :zo= PF, (ro,yo, zo):F, (zo, yz0):F,(xo,yo, zo) 


此 处 的 法 线 可 写成 


XTTXo_yY TY Zz Zo 
Xo Yo >o 


显然 (0,0,0) 满 足 方程 ,在 此 法 线 上 . 
交 6.3.30 ”利用 导数 证 明 周 长 一 定 的 三 角形 中 以 等 边 三 角形 的 面积 最 
大 . (清华 大 学 )《 怨 ( 周 长 )?》 
提示 设 三 角形 三 边 长 为 z,y,z, 它 们 的 和 记 为 2p, 则 面积 
S=Vp(p-x)(p (pz) 


因此 可 取 Lagrange 陋 数 为 
L=p(p~- xr)(p-y)(p-z)+A(rt+yt+z—-2p) 


6.3.31 在 曲面 zz+ 光 二 = 1(z>0,y>0,z>0) 上 求 一 点 ,使 过 该 点 的 


切 平面 在 三 个 坐标 轴 上 的 截 中 平方 和 最 小 .( 复 且 大 学 X( 二 ,于 W5 少 
提示 。 椭 球 上 点 (x,y,z) 处 的 切 平面 为 
xX+yY+ 讲 Z=1 《(X,Y,2) 为 切面 上 流动 点 ). 


在 坐标 上 的 截 距 分 别 为 一 ,了 ,< 
可 取 工 = + 六 el :1). 
利用 极 信 证 朋 不 等 
六 6.3.32 证 明 
sin zsin ysin(z + y) < (0<z,y<n). 


并 确定 何 时 等 号 成 立 . (中 国 科学 院 ) 
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提示 。 可 考虑 f(x,y) sm Zzsin ysin(x + y), 证 明 frm < 3Y3 ‘(0<zx, 


y<n). | 
3V3 
再 二 示 /= 岂 -0>z-y- 生 ,/( 于 于 ) -2 
而 有 界 闭 区 域 [0,x;0,x]j 的 边界 上 f(x,y) 二 0. | 
6.3.33 车 nn 之 1 及 x 之 0,y 之 0, 试 用 求 极 值 的 方法 证 明 不 等 式 . 


>( 革 ) 


提示 可 考虑 z= 王 才 六 在 条 件 ++y= a(a>0,z 之 0,y 之 0) 下 的 极 


值 问题 .得 == 工 二 乞 >( 全) . 


或 x 志 0 时 令 4 一 之 化 为 一 元 问题 . 
6.3.34 ”用 条 件 极 值 法 证 明 不 等 式 : 


Xt+ 2 十 … > 


nn n 


te) (zi >0,8=1,2,.…,n). 
提示 x 个 正 数 和 为 定数 ,其 平方 和 以 n 数 彼此 相等 时 为 最 小 . 即 
fx) 三 zt +… + xz? 在 条 件 x +… +x, = a 下 的 极 值 . 


6.3.35 设 a,>0(i=1,2,…,n) 证 明 : 


-1 
(车 


Ci U2 

一 1 1 1 

提示 ”可 考虑 f(z ,za ，… ,x ) = Ns 十 霹 十 二 一 
1 


Ts 


-去 (zi>0,4>0) 下 的 极 值 .或 将 此 式 看 作 赴 , 土 ，…, 直 的 几何 平均 与 算 


术 平 均 的 关系 
6.3.36 证 明 不 等 式 . 
+xin zx~-zx-zxy 之 0 (x 之 1,y 之 0). (厦门 大 学 ) | 
6.3.37 费 马 原则 指出 ,从 A 射出 到 达 B 的 光线 ,是 沿 费时 最 短 的 路 线 
传播 .假设 点 A 和 点 B 位 于 以 平面 分 开 的 不 同 的 光 介质 中 ,并 且 光 的 传播 束 
度 在 二 介质 中 分 别 为 w 与 w , 试 由 费 马 原理 推出 的 光 的 折射 定律 . 
6.3.38 .如 图 6.3.7, 设 渠道 的 横断 面 为 等 腰 梯 形 .已 知 截面 积 为 5, 汇 
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道 为 直 的 ,渠道 表面 由 水 泥 砌 成 ,为 使 水 泥 最 省 , 问 应 如 何 选 取 渠 道 的 深度 疡 
与 腰 的 斜 角 a. 


6.3.39 求 x*+y -3ary=0(a>0) 所 确定 的 y= y(x) 的 极 值 . 


* x §6.4” 隐 函数 存在 定理 及 函数 相关 


导读 该 节理 论 性 较 强 ,难度 较 大 .在 数学 分 析 中 应 用 不 像 一 
致 收敛 那样 广泛 . 近年 来 考研 试题 相对 较 少 ,本 节 内 容 未 作 
修改 . 


* 一 、 隐 函数 存在 定理 


a. 一 个 方程 的 情况 
要 点 ”对 方程 下 (x,y) 一 0 而 言 [多 元 的 情况 zx = (x， 
Xx2, ,7 )], 隐 函数 存在 定理 告诉 我 们 只 要 验证 了 条 件 : 
1) F(P,)=0,F',(Po) 0, 其 中 P, = (zo ,yo)[ 多 元 情况 
zo= (zo zo Ton), FP(P)= F(x zu sy)]; 
- 2) F(x,y) 及 F(x,y) 在 Po 的 某 邻 域 里 连续 ， 
则 可 断言 方程 F(x,y)=0 在 P。 的 邻 域 里 确定 了 唯一 的 隐 函 数 . 
具体 来 说 , 即 存 在 6,w>0, 及 函数 y= y(xz), 满 足 ; 
1) yo = v(xo0); 
i) F(x,y(z))=0,1y(r)- yol<d,rE U(r 7), 其 中 
U(xzo,n)= {zx:lr- zol< ls 
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iii) 满足 条 件 这 的 函数 y(z) 是 唯一 的 ; 

iv) y= y(z) 在 U(zo,7) 内 连续 . 
车 附加 条 件 F', (x ,y)[ 多 元 的 情况 指 FF,， (zx,y),i= 上 ,2,…,n] 
在 (zu,yo) 的 邻 域 里 连续 , 则 还 能 断言 y (zz) 存 在 
下 (zyy) 


且 i | 
_ , F’, (xz,y) 
[多 元 的 情况 为 y= -2 yi 1 | 


值得 注意 的 是 ,上 述 条 件 , 只 是 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 . 条 
件 不 满足 时 , 隐 范 数 是 否 存在 ,有待 讨论 . 

例 6.4.1 给 定 方程 

x “+y+sin(zy)= Q. (1)- 

1) 说 明 在 点 (0， 0) 的 充分 小 的 邻 域内 ,此 方程 确定 唯一 的 、 连 
续 的 函数 y= y(x), 使 得 y(0)=0; 

2) 讨论 函数 y(x) 在 x=0 附近 的 可 微 性 ; 

3) 讨论 函数 >(z) 在 点 x =0 附近 的 升降 性 ; 

4) 在 点 (0,0) 的 充分 小 的 邻 域 内 ,此 方程 是 否 确 定 唯 一 的 单 
值 郑 数 zx = zx(y), 使 得 z(0) =0? 为 什么 ? (武汉 大 学 ) 

分 析 1) 容易 验证 F(z,y)= 盖 +y+sin(zy) 符 合 隐 函 数 
存在 定理 的 条 件 ,因而 可 推出 在 (0， 0) 的 某 领 域 里 存 在 唯一 隐 函 数 
y=y(Zz) 连 续 ,y(0)=0. 

2) 因 F (zz， 7)=2z + ycos(zy) 也 在 (0， 0) 的 邻 域 里 连续 ， 
故 隐 函数 y= y(z) 的 导数 存在 ,上 且 


, _ _2x+ ycos(xy) 
y (z) 1+ zcos(zy) (2) 


3) 为 讨论 2>(z) 的 升降 性 ,我 们 来 考虑 y 的 符号 .从 (2) 看 出 ， 
当 z,y 充分 小 时 ,y 的 符号 取决 于 分 子 - [2z + ycos(zy)] 的 符 
号 .因为 y(0) =0, 由 (2) 知 多 (0)=0. 故 y=o(z)( 当 ->0 时 )、 
于 是 | ycos(zy)| 委 |y|=o(z). 因 此 y 的 符号 与 -2z 的 符号 相 
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同 ,所 以 

Z>0 时 ,y<0,y(zh， 

7Z<0 时 ,y >0,y(zx)/. 
可 见 ,y(z) 在 z=0 处 取 ( 严 格 ) 极 大 . 

4) 用 隐 和 函数 存在 定理 不 能 判定 在 (0,0) 的 邻 域 内 是 否 存在 唯 
一 的 单 值 函数 x = xz(y), 使 得 z(0)=0( 因 为 F (0,0)=0). 但 是 ， 
从 3) 的 结论 里 ,我 们 已 能 肯定 这 种 函数 不 存在 .因为 y(x) 在 z= 
0 处 取 ( 严 格 ) 极 大 , 故 在 (0,0) 的 充分 小 的 邻 域 里 , 当 y<0 时 至 少 
有 了 两 个 z 与 y 对 应 ,y>0 时 无 x 与 y 对 应 ,使 得 F(x,y)=0. 

例 6.4.2 设 了 渔 数 f(z,y) 及 其 一 阶 偏 导数 在 (0,1) 附 近 存 
在 ,连续 , 且 /,(0,1)*0, 又 f(0,1)=0, 证 明 


f(x, sin rdz | = 0 


在 点 [ 9, 六 ) 附 近 确 定 一 单 值 函数 := p(z). 并 求 p(0). (南京 大 

学 ) 
提示 “验证 

F(x,t) = f(x,] sin rdr)= f(x,l ~ cosz) 


在 点 (x,1)= (0, 子 的 邻 域 里 满足 隐 耳 数 存在 定理 的 条 件 . 


例 6.4.3 设 函 数 f(z,y) 在 点 (x。, yo) 邻近 二 次 连续 可 微 ， 
f(ro,y0)=0, f(x,y0)>0, 

1) 试 证 存在 y, 的 6 邻 域 U(y。 ,5), 使 对 任何 yE UCy, ,9) 
能 求 得 f(x,y) 关 于 z 的 一 个 极 小 值 g(y); 

2) 试 证 g (zo)= 了,(zo,yo).( 复 旦 大 学 ) 

证 对 于 给 定 的 y, 要 求 f(z,y) 关 于 zx 的 极 小 值 , 按 求 极 值 
的 步骤 ,应 对 > 找 出 z 使 得 /,(x,y) =0. 即 要 求 找 方程 f, (zy 
=0 的 隐 范 数 + = zx(y), 使 得 广 (z(y),y)=0. 
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已 知 f(z ,yy) 在 (zo ;yo) 邻 近 二 次 连续 可 微 , f, (zo, )=0， 
(zo,yo) >0. 因 此 方程 六 .(z,y)=0 满 足 隐 函 数 存在 定理 的 
条 件 . 在 (zu,y) 的 某 个 邻 域 里 方程 /', (xz,y) =0 确定 唯一 的 单 
值 可 微 函数 = = z(y) 使 得 rz, = zx(w),F.(z(y),y)=0[ 当 y 属 
于 yo 的 某 个 6 邻 域 U(m%,6) 时 ]. 又 因 广 (ze,y)>0, 所 以 上 述 
邻 域 充分 小 时 , f(x (y),y) >0. 于 是 /(z,y) 关 于 xz 在 
(z(y),y) 处 取 极 小 值 , 记 之 为 

g(y)= f(r(y),y). 
最 后 ,我 们 来 证 g (yo) = f(xo ,yo) .事实 上 


Bl(y +AY)— g(yo) 


8 (y0)= lim Ay 


[ 因 /在 (zo ,yo) 处 可 微 ] 


= lim fro sy ) [zr(y +Ay) 


a0 Ay 
— x(y)I+f, (ro, yo)Ay+ elzr(yo 
+Ay)-z(yo)]+ezAy|， 
这 里 ss: 一 0( 当 Ay 一 0 时 ). 
已 知 f,(xo,yo)=0, 且 


lim lz(y +Ay)—- zx(y)]= zx’, (yo). 


因此 8 (y0)=f, (zo, Yo). 

例 6.4.4 证 明 : 对 方程 gy(z)-y- p(y)=0 而 育 , 若 1) 
(To) 一 yo 一 9(yo)=0;2) yp(z) 在 zz 的 邻 域 T= zx:|zx -zx|< 
"| 内 连续 ;3) p(y) 在 y, 的 邻 域 J = fy:|y 一 yol 志 61 上 满足 Lips- 
chitz 条 件 : 3 a:0<a<1, VY y,、y;€J 有 

[p(y2)- p(y) | Sal| ys — yi). (1) 
则 存在 隐 函 数 y= y(z) 及 数 7>0, 使 得 
i) yo = y(zxo); 
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ii) [y(z)— yl<6, g(r) -y(r)- p(y(z))=0(3I zr zo 
<7 时 ); 
证 ) 满足 条 件 让 i) 的 函数 是 唯一 的 ; 
iv) y= y(x) 连 续 . 
证 〈 迁 代 法 ) 因 y 在 zo 处 连续 ,所 以 对 (1 -a)8>0,3 n>0 
(7<r) ,使 得 |z- zol<7y 时 有 
WUz)-wWCzo)l<(-a)S. (2) 
令 yr = p(T) p(y) (n=1,2,.…). (3) 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 一 切 n€ 10,1,2,…| 有 
fy ys |S Ca)8 | yi -yy)<(1- a )d<. (4) 
事实 上 ,由 条 件 1)、3) 及 式 (2)、(3) 我 们 有 
ly -| = PT) py) [g(xo) - p(yo)]| 
=Iy(r)-y(zro)|<(1-a)d<6, 
(yy =r) py) [yzr)- og(y)]| 
= ip9(y)- 9(yo)| 
- <aly -yl=a(l-a)d<56. 
从 而 |y, - | 委 |+t ly -yl<a(l-a)d+(1- a)6 
=(1-a)d<56. 
假设 (4) 式 对 于 n=-1 成 立 ,来 证 明 (4) 式 对 于 n = 时 也 成 


kr 党 


[yr y= gx) p(y) [g(r)- p(y.1)]| 
Slp(y)- p(y) Saly -yy | 
a (l- a)é, 

[yr ~ yo ly — yi.) + | yy, | 
Sa (la)d+(1- oa) 
=(l-a)(ltatmta +oa)d . 
=(1-a'!)é. 

(4) 式 获 证 ,一 切 vy, EJ. 
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下 面 证 明 |y, (z)} 一 致 收敛 .因为 当 |z - zo|<7 时 ,由 式 (3) 
所 得 的 | y, | 有 


y= DD) Vy) +t yo. 
k=1 


而 [ye ~ yi la (1 ~ a)s, 


Ze '(1-a)38 收敛 ， 


故 和 y, (xz)| 当 |z 一 zo|<5 时 一 致 收敛 . 即 存在 函数 y= y(z), 使 
得 n 一 时 ,y,(z) 二 y(z)( 当 |z -zol<y 时 ). 

下 面 来 证 >(z ) 满 足 条 件 i) 至 iv) .首先 在 迭代 公式 里 逐次 用 
zz=2z 代 和 人 .可 得 

32i(Czo) = yo ya (zo) = yo y, (zo) = yo,". 

由 此 取 极 限 ,可 知 y(zo)= yo( 此 即 条 件 i)). 

其 次 由 |y, (zx) 一 yo|<6 取 极 限 知 

ly(x)- yo ls5. 

另外 ,由 条 件 3) 

[p(y) p(y) laly- yl>0 ( 当 m>+co 时 )， 
故 在 y, = y(x) ~ gp(y,-1) 中 取 极 限 ( 令 n 一 0%) 可 得 

y= (rt)- poly), 

即 满足 方程 wz)-y-p(y)=0 (条 件 二 ) 获 证 ). 

证 唯一 性 .假设 另 有 一 解 7(z) 也 满足 方程 即 

y= Jz)- op(53),y= yr) — og(y), 
于 是 | 
Il=1p(y)-p(7)ISxly-y (0<a<1). 

故 3 一 Yy=0. 

最 后 ,由 于 每 一 项 yy (z) 都 连续 ,ww(z) 一 y(z)(z-zrl< 
7) ,所 以 yz) 在 |z-zoj<7 里 连续 .证 毕 . 

b. 多 个 方程 的 情况 

要 点 ”方程 组 
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F(x 9 T2939" "Tn NY2 ,Yn ) = 0, 


F(x ras Ta Yi) YY ) =0, (A) 
下 (Zi Ta Tn Yl ,yy ) =0, 
缩 记 为 
F(x,y)=0, (A’') 


其 中 下 = (Fi, 下;,…, FF, ) 为 向 量 函 数 :R"" 一 R",(x,y)y 
F(x,y). 这 里 天 (zyza (2 yn) (X,Y) = 


(za 2 ”nyi ,ya2 yw ) 


定理 ”假若 
1) F(P)=0,det(35:) 0, 


2) FF ,本 在 P, 的 邻 域 里 连续 


这 里 Pu = (xosy0) = (ro To To Yo Y02 ;Yon ). 则 
方程 (A') 在 Po 的 邻 域 里 确定 了 x 的 唯一 隐 范 数 y, 并 且 连 续 . 具 
体 来 说 , 即 :存在 8S、.7>0, 及 函数 了 =Jy(r)=(7Oz)，ya(z)，…， 
(xz))[ 其 中 x= (zx,… ,zx )] 使 得 

iD y(xo)= yol 这 里 x0 = (zo To To0.n), yo = (Yo, 
0,2 "Yom)]s 

i) Ty (x) ~- yo lO, F(xr,y(x))=0( 当 xEIT 时 ), 这 里 
T= {x= (zx2 Ta) |r To [< yi=1,2,.,n}; 

证 ) 满足 条 件 让 让) 的 这 种 函数 是 唯一 的 ; 

iv) y= y(x) 在 1 上 连续 [等 价 地 每 个 y (x) 在 1 上 连续 ,j= 
1,2,.…,m]. . 

隐 函 数 微 分 法 . 若 已 有 连续 的 偏 导 数 , 则 隐 函 数 也 有 连续 的 
( 偏 ) 导 数 . 并 且 它 的 导数 可 按 如 下 的 方法 求 出 :将 隐 式 方程 中 的 
少 看 成 是 由 方程 所 确定 的 隐 函 数 ,从 而 隐 式 方程 成 为 恒等式 ,在 等 
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式 两 端 同时 求 导 , 便 可 求 得 隐 函 数 导 数 的 线性 方程 组 , 解 之 即 可 求 
得 隐 函 数 的 导数 . 
例 6.4.5 证 明 : 


|e” cos yv = 


ls 


人 


< 


Xu pi 一 -一 
| sin yv 二 -= 


V2 
在 点 P, 一 (zo , Yo» Uo, Vo) = (1,1,0, 皇 ) 的 邻 城 里 确定 了 唯一 的 


隐 函 数 4 =u(zr,v),v= v(xz,y). 并 求 dz ,dv, 中 ,dv 在 点 PP。 
处 的 值 . | 

解 ( 隐 函 数 存 在 定理 的 条 件 容 易 验 证 ,实际 上 由 方程 也 容易 
解 出 x,z. 作 为 例题 ,这 里 只 对 微分 用 隐 函 数 微分 法 进行 计算 ,为 
了 训练 计算 能 力 , 请 读者 先 自己 计算 ,再 与 这 里 比较 .) 

将 u,v 看 成 是 z,y 的 函数 ,对 原 式 求 微分 得 


e™ cos yud( zu) ~ e™ sin yod(yo)- 方 dz=0， (1) 
e™sin yvd( xu)+e”™cos yvd(yv) -万 ay=0 (2) 


用 点 P= (1,1,0, 择 ) 代 入 ,可 得 


du= 序 (dz+dy),dv= (地 -~ 持 )dy -去 dz. 
对 (1)、(2) 再 微分 ,再 用 P, 代 人 可 得 
du= -dz 一 2dzdy. 
2 1 2 2 
d v= Fd 十 dzdy 十 (至 - 王 jqy . 
例 6.4.6 设 空间 曲线 C 的 方程 是 :x = f(1),y= p(t),z= 


人 (各 (一 1< :< 1 其 中 函数 f(1), g(t) 在 (1,1) 内 都 具 
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有 二 阶 连续 导数 , 且 一 阶 导 数 处 处 不 等 于 零 .而 点 集 


| X=s + hs tf), | 
E=1(x,y,) 和 
f(t) _ 
| -= Sy iE€( 1, ,1) 


试 证 明 :E 中 与 曲线 C 充分 接近 ( 即 | | 充分 小 ) 的 一 些 点 ,组 成 一 
张 连续 的 曲面 z = z(x、y).( 武 汉 大 学 )- 
分 析 我们 看 到 在 EE 的 定义 中 


st st f(t) ,st E11]; (1) 
y=2s+ p(t), s,t€E(-1,1); (2) 
:= re(-1). (3) 


令 =0, 恰 变 成 曲线 C: 
= f(t) yy - go (4), £0 {1:€(—1,1)]. 


故 CCE. 为 了 证 明 E 中 与 C 充分 邻近 的 点 组 成 一 张 连续 曲面 
z 三 z(x,y) ,我们 只 要 证 明 ; 当 |s| 充 分 小 时 ,方程 (1),(2) 即 


F=r-;s "fs f(0) =0, (4) 
G=y -2s~ g(t)=0 (5) 


确定 了 唯一 的 单 值 连续 函数 := (zx,y), 于 是 代入 (3) 即 得 zx 作 
为 z,y 的 函数 .可 见 问 题 归 结 为 对 (4)、($) 验 证 隐 范 数 存在 定理 
的 条 件 .事实 上 : 

任 取 to€ (~—1, 1) ,对 应 曲线 C 上 一 - 点 (zo， yo， zo): 


= fe) ,m= p10) ,= OS. 
(x,y, 3 ,让 取 点 P= (zxo, yo, 0， to ) 时 ， 方程 (4)、 (5) 满 足 且 


, 
[ec- 


Po 
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| -OF 0 FY, -ra 


| p(t 
一 2 一 9 (zt) Pu 
-or 
=| 9 = -2 (0)= -fF *0. 


一 2， -9 (to) 
于 是 由 下、G 连续 并 有 连续 偏 导数 , 便 知 (4)、(5) 在 Pe 的 邻 域 里 确 
定 了 唯一 且 连 续 的 隐 函 数 1: = 1:(xz,y). 再 由 to 的 任意 性 ,这 样 就 
证 明了 玉 在 C 的 邻近 的 点 组 成 了 一 个 连续 曲面 z= z(x,y). 

例 6.4.7 设 f(z,y) 存 在 二 阶 连续 偏 导 数 , 且 ff 了 
志 0, 证 明 变 换 


u= f(r,y), : (1) 
v= f(z,y), (2) 
| w= — zt+tzxf (ry) +t yf zy) (3) 

存在 唯一 的 道 变换 : 
r=g,(u,v), (4) 
y=g (u,v), (5) 
z= -w+iug (u,v)+ vg’, (u,v). (6) 

(华中 师范 大 学 ) 


分 析 关键 在 于 证 明 有 式 (4)、(5), 因 为 由 (4)、(5) 代 入 (3)， 
即 可 得 式 (6). 
欲 证 有 (4)、(5) ,等 价 于 求证 存在 函数 g 使 得 
dg= xzdu+ ydv. (7) 
根据 式 (1)、(2) ,我 们 有 
Xdut+ydv =Zxf ,dr+zrf dy 
t+ yf ydr+ yf dy 


= (zf st yf ) dr t+ (zf, + yf )dy 
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=(zxfs + fdrt(xfst yf, -1) ,dy. 
可 见 若 令 
g=7f .+ Ys- ff 
则 (7) 式 ,从 而 (4)、(5) 式 成 立 . 另 一 方面 ,对 于 方程 
T=u- f(x,y)=0, 
Gu- f(x,y)=0, 
作为 .vx .y 的 函数 因 下 .G 连续 ,有 连续 偏 导数 ， 


上 sa 
| G”, ， ei | rr wy J xy “ 
故 逆 变换 (4)、(5) 存 在 \ 了 唯一 ,从 而 (6) 存 在 唯一 . 


兴 二 、 函 数 相关 


a. 定义 
设 函 数 
用 = yi(Zx1 Zn)， 
和 [ 简 记 作 y= y(z)] (A) 
[yn = yn (Ti a ) 
在 ze = (zol,…，zon) 的 某 邻 域内 有 定义 ,又 设 y(zo)= yo = 
《yo sy02 yon), 则 当 且 仅 当 存在 函数 下 (wm yw) 在 
的 任意 邻 域 里 不 恒 为 零 ,使 得 


ECzi ,Ta) ,Yn (CZiZ))=0 


在 zs 的 邻 域 里 成 立时 ,y ,…, y, 称 为 在 zo 处 函数 相关 . 否则 称 为 
函数 无 关 . 当 且 仅 当 在 区 域 DGR* 内 处 处 函数 相关 , 称 为 在 D 内 
函数 相关 . 当 且 仅 当 在 D 内 处 处 函数 无 关 时 , 才 称 在 D 内 函数 
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例 6.4.8 函数 
yi 三 Zi 十 Za2， 
y= 7x1+ 72, (zx1,72)ER’. 
33 二 ZI "7T2， 
令 F(yisy2 3)== 六 一 一 2ys, 则 在 RR 中 
Fy (x1,T2),Y(T1,T2),Yy3(x1, Tr2))(z + x — (x + x2) ~27r1 7 
=0， 
所 以 yi 、y2、y3 在 RY 上 函数 相关 . 
显然 , 若 存在 一 函数 ,使 得 在 zx, 的 邻 域内 有 


Yi (y, 9 Vi-1 > Yitl ,7 ) 


则 y ,… ,yy 在 zo 处 函数 相关 . 

特别 , 若 y,,… ,y,, 中 有 一 个 为 常数 函数 , 则 y, ,…, y,, 必然 函 
数 相关 . 

从 函数 相关 的 定义 可 以 看 出 ,对 函数 下 的 要 求 有 二 ， 

1) F 在 y。 的 任意 邻 域 里 不 恒 为 零 ; 

2) 当 z 在 zo 的 邻 域 里 变化 时 ,下 在 z 的 像 点 y(z) 上 为 零 .可 
见 ,zo 邻 域 的 像 ,不 应 填 满 m 的 邻 域 . 

b. 函数 无 关 的 条 件 

定理 1 车 jaeob 和 阵 5 这 = [3 涓 】 在 点 


了 


zo=(zol…zon) 处 的 秩 -= ma, 则 yw 六 ,在 zi 处 函数 
证 因 秩 r= m, 故 存在 m 阶 的 行列 式 不 为 零 .只 要 改变 一 
下 编号 ,我 们 总 可 假定 行列 式 
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9y1 ,, 9y1 


9zl gz 

关 0. 
yw Oyn 
5z dz 


*o 


根据 隐 范 数 存在 定理 ,对 于 方程 (A) ,及 点 mw=y(zo) 存 在 yo 的 邻 
域 U(y ) ,使 得 zi …,zv 可 写 为 (yy zz ) 的 函 
数 ,适合 方程 (A). 且 (yy)EU(C) 时 (zi，…，zn)E 
V(zo)(zo 的 某 一 邻 域 ) .这 表明 方程 (A) 所 确定 的 映射 y= y(z) 
使 z6 某 邻 域 的 像 填 满 了 wm 的 某 个 邻 域 . 故 yi ,y,，… ,yy 在 zo 处 
函数 无 关 . 

推论 1 若 y(z…zn) yz …zn) 的 Jacobi 行 
列 式 在 D 内 处 处 不 等 于 零 , 则 y% ,…, ya 在 D 内 函数 无 关 . 即 当 
Jacobi 行列 式 


ja 0 (于 也) 


ET 


时 ,yi ,"… ,ym 在 DD 内 函数 无 关 . 
2) 车 %，… ,在 xo 处 函数 相关 , 则 矩阵 [3 】 在 之 ， 


处 秩 r<m. 
c. 齐 次 线性 函数 的 情况 
定理 2 设 


V1 AanuTit "+a,, 


Vm 二 Qn Ti te dnnT, 。 
则 以 下 三 条 等 价 : | 
i) yi, 在 某 点 zo 处 函数 相关 ; 
ii) yi ,… ,Ym 线 性 相关 ; 
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证 ) 在 R" 中 处 处 函数 相关 . 
证 1 一 ii) . 


a a 

本 (这 )=(a)= : | 
CT mn 
因 y,…,y, 在 zo 处 函数 相关 , 知 J 在 zo 处 的 秩 rr<< mm, 从 而 系数 
矩阵 (a; ) 的 秩 7< mx, 故 y1 ,… ,yy 线性 相关 . 

让 )) 坊 道 ). 因 yi ,…,y 线 性 相关 , 故 存在 不 全 为 零 的 常数 a ， 
… ,an 使 得 a y,(z)+… +a,yn(X) 三 0 于 R" .所 以 四 ,yw 在 
R" 中 处 处 函数 相关 . . 

让) 一 i) 明显 . 

d. 判定 定理 

定理 3 设 > = yz)(i 一 1,2,…,m) 在 点 xo 一 
(zo X02， ,0,4 ) 的 某 邻 域 里 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 .Jacobi 矩阵 


oy, . 
( 社 ) 在 zo 附近 的 秩 rr:0<r<m， 
i= mm 


=1, 


9 yi1 、、。 ay 
9ri OZ 


关 0. 
9y, | 9y, 
Fz Bz. 
则 让 yi,…,y, 在 zo 处 函数 无 关 ，; 
i) yi1，,… ,yw 在 zo 处 函数 相关 . 
证 i) ( 见 定理 1). 
ii) (为 了 叙述 简洁 ,这 里 只 就 n=4,m =3,r=2 的 情况 进行 
证 明 .一 般 情况 , 留 作 练习 ). 
1° 已 知 V1 = Yi1(T1, ZayZ3yZ4)， 
2 = Ya (Xi1, T2 ,TX3 ,TX4), (B) 
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3 = ys3( x1, TX2,T3 ,TT4), 


9y: 9 

ax 9x, 、 
及 关 0,zo =(zol 并 0.2 0,3 0.4) (C) 

9y, 9y2 

9Zz1 972 


于 是 由 反 函 数 存 在 定理 ,从 (B) 式 前 二 式 可 以 解 出 zi, zz 作为 
(yy zs,z4) 的 函数 
2Z1= pi(y1 ya ,Ts ,TX4), 
X23 = P21,Y2, T,X4). (D) 
将 (D) 式 代入 (B) 式 中 最 后 一 式 ,我 们 得 到 关系 
ys3= ya3( p(y ,ys Kas Ta), pz(y yiyza zi) zs Zi) (E) 
为 要 证 明 w , y, ,ys 在 zo 处 函数 相关 .只 要 证 明 式 (E) 中 实际 不 含 
Xx3、z4 ;为 此 我 们 必须 且 只 须 验证 (E) 对 zs vz4 的 偏 导 数 恒 为 零 . 
2° 因 (D) 是 从 (B) 前 二 式 解 出 的 反 函 数 . 故 (D) 代 入 (B) 之 前 
二 式 , 便 成 恒等式 ,在 此 式 两 端 ,固定 y,、y,、zs 对 zs: 求 偏 导数 ， 
得 
0= .091 4 V1992 OF 


~ azl 97x3 9X29X3 9Z3 


， (F) 


9y2991 | O992 922 (G) 


9X190T3 9za973 9X3 


因 和 矩阵 . 


9y! 9 9y1 9y1 
9zl 9z GXx3 az4 


9y, 9y2 9y2 9y2 
9x1 gz dx3 gz 


(H) 
9ys 9ys 323 33 
9zl 9z 9zra 9z4 
的 秩 + =2, 故 行 向 量 线性 相关 , 即 3 a ,az 使 得 
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9ya ay 9ya 加 - 
+ (i=1,2,3,4). (1) 


对 式 (FE) (G) 分 别 乘 以 :与 cz , 相 加 ,得 


9y1 9y2 \991 人 9y1 9y2 ) 亚 
二 十 十 
0 三 (2 + a2 57 ax “1327 + oax, 3x, 


“15 23z 
_9y991 + 了 于 + 下 = 天】 (J) 
~ 9x19x3 1 az 9x, 9x3 9xs . 
同 理 可 证 
( 洋 )=o.9 (K) 
9x4 


这 表明 ,(E) 式 实际 上 不 含有 zi ,zs. 即 在 zo 的 邻 域 里 ,我 们 有 关 
系 
y3 = ys( pi(y1 2), P2127)), 
即 1 、y2、y3 在 zo 处 函数 相关 . 
小 结 “ 在 有 连续 偏 导数 的 条 件 下 ,对 于 函数 y (zt,za，…， 
zm ) (j= 二 1,2,…, 7m) 而 言 ， 


若 矩 阵 | 5 | 相克 rm 则 Ji.y2， …, yw 在 zo 处 函数 
车 纸 阵 | 5 ] 在 = 点 邻 域内 秩 -< mm, 则 ysys，…, yn 在 zo 


处 函数 相关 . 
注 仅 在 zx。 点 上 秩 ~< mm ,并 不 能 推出 在 To 的 领域 里 秩 < 


3 
@D 上面 所 有 的 偏 导 教 5 沁 (i =1,2,3,45j = 1,2,3)， “是 机 数 (B) 的 和 时 过 
(于 与 (3 ) 是 复合 画 数 (E) 对 zs,z 的 偏 导数 只 
737 (5 


A 


1 1 
m .例如 让 了 | 在 


2y 


(0,0) 点 的 秩 为 1(1<2) ,但 在 (0,0) 的 任何 邻 域 里 , 秩 交 2. 
由 于 连续 有 局 部 保 号 性 ,这 一 点 常常 被 人 搞 错 . 


入 习 6.4 


6.4.1 Pu(zo,yo) 是 右 半 平面 (z>0) 内 任意 一 点 , 试 证 方程 组 
u=$(zr,y)= (e+1)sin y， 
v= Jy(x,y)=(e* ~—1)cosy 
能 在 P。 的 (充分 小 的 ) 邻 域内 确定 连续 可 微 的 反 函 数 , (北京 师范 大 学 ) 
6.4.2 设 
Flu,v, Ww ry)=uyt vt+wt+r? 
Glu,sv, wr y)= uwt+rt+y+l1, 


Po=(2,1,0,-1,0),X F(Po)=0,G(P,)=0. 


1) 证 明 ; 在 (2,1,0) 的 某 一 邻 域内 能 由 方程 组 下 =0,G =0 定义 瞧 一 的 
一 对 函数 


X= flu,v,w), 
y= g(u,v,w). 
2) 求 Jacobi 矩阵 


a(f,g) 
aCu,v, w) P 


(上 海 师范 大 学 ) 
6.4.3 设 函 数 F(z,y),g(z,y) 是 定义 在 平面 开 区 域 G 内 的 两 个 函 
数 ,在 G 内 均 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 且 在 G 内 任意 点 处 , 均 有 
axag_arags 0 
5z3y dyax 
又 设 有 办 闭 区 域 DCG. 试 证 :在 D 中 满足 方程 组 
f(x,y)=0, 
g(xr,y)=0 
的 点 至 多 有 有 限 个 . (武汉 大 学 ) 


提示 可 用 反 证 法 , 聚 点 原理 , 隐 范 数 存在 定理 . 
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6.4.4 已 知 方程 F(x,y,z)=0 和 G(xz,y,z)=0 

1) 在 什么 条 件 下 ,由 此 二 方程 能 确定 一 条 通过 点 P(xo ,yo ,zo) 的 曲线 ? 

2) 在 什么 条 件 下 ,上述 曲 线 在 点 已 处 有 切线 ? 

3) 在 什么 条 件 下 ,上述 切线 平行 于 > 轴 ? 

4) 导出 上 述 曲线 自 点 (ze,yo,zo) 至 点 (ziyyiy,zi) 之 间 的 一 个 弧 长 公 
式 ( 用 函数 下 ,G 及 其 偏 导数 来 表示 ). 

5) 上 述 弧 长 公式 成 立 的 条 件 是 什么 ? (华东 师范 大 学 ). 

6.4.5 设 函 数 F(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 某 邻 域 内 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 
且 下 (xzoyo)=0,F (zy)=0F (zy)>0,F (zym)<0. 试 证 ; 
由 方程 F(z,y)=0 确定 的 定义 于 点 zo 的 邻近 的 隐 函 数 y= >(z) 在 点 zo 达 
到 (局 部 ) 极 小 . (武汉 大 学 ) 

提示 yy (zxo)=0,y (zxo)>0. 

6.4.6 设 g(x,y),p (xz,y) 在 (xo ,wo) 的 邻 域 D:|z-zxol、iy- 
yo1 记 A 上 连续 ,和 | gp,(z;y)|<Ai<1l,|1o(zr,y)|<(1-4)A. 令 'y, = 
+ g(x,y,-1) 则 由 yo 可 依次 得 到 y (zx) ,ys (zx),…,y, (x),…. 斌 证 此 序 
列 收敛 , 且 极 限 函 数 为 隐 式 方程 y>= y + p(z,y) 的 唯一 连续 解 . (大 连理 
工大 学 ) 

6.4.7 设 f(z) 是 完备 距离 空间 (X,d) 上 将 映 为 自身 的 连续 映射 ， 


若 存 在 正 实 数列 a,*0, 使 ) a, 收 化 ,有 


df (xz), fF (yad(r,y) (nl1,x,yEX), 
其 中 "(x)= (f(z)), f(z)= f(x),d(x,y) 表 示 空 间 中 xz,y 两 点 的 
距离 .证 明 :f(x) 在 XX 内 有 了 唯一 的 一 点 &, 使 f/(&)=&.( 吉 林 工 业 大 学 ) 
提示 取 zi=(z),zili= f(x,)(n 二 1,2,…) 证 明 {x, | 是 Cauchy 序 
列 . 
6.4.8 设 函 数 f(x) 当 a<x<b 时 连续 ,并 旦 函数 gpg(y) 当 cc<y<a 
时 单调 增加 而 且 连 续 . 问 在 怎样 的 条 件 下 方程 “ 


p(y)= f(x) 
定义 出 单 值 的 函数 .y= gp !'[f(z)]? 研究 例子 : 
a) sin y+sh y=x; b)e ”= —sinmz. 


6.4.9 设 
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x=yt+ 9(y), (1) 
其 中 w(0)=0 且 当 -a<y<a 时 wo(y) 连 续 并 满足 1g (>)| 委 上 E<1. 证 明 ， 
存在 8S>0, 当 -56<xz<3 时 存在 唯一 的 可 微分 函数 y(z) 满 足 方程 (1), 且 
y(0)=0. | 
6.4.10 方程 xy+ zln y+e =1 在 点 (0,1,1) 的 邻 域内 能 否 确 定 出 某 
一 变量 为 另 二 变量 的 函数 . 
6.4.11 设 y=y(z) 是 方程 
xX=kyt+ p(y) 
所 定义 的 隐 函 数 , 其 中 常数 上 闪 0, 且 p(y) 为 以 w 为 周期 的 周期 函数 , 且 
tp (y)【< ||. 证 明 


- ?= 天 + 内 z)， 
其 中 %(z) 为 以 |&lw 为 周期 的 周期 函数 . 
6.4.12 设 zER",yER",F(z,y)ER”， 下 有 连续 偏 导数 ， F=(F,, 
F,,… ,下 , ) ,Jacobi 行列 式 
2 Fu Pa, F, ) 、 
OUT，3y2 Ym 
了 = 了 Cz) = (yi (x), ya(z) yn (Xx)) 是 方程 F(x,y) =0 的 隐 函 数 . 
i) 证 明 ; 
Dy(x)=~[D,F(x,y)] 'D,.F(x,y), 
其 中 Dy(x),D,F(x,y),D,F(x,y) 为 矩 阵 : 


(yi) (9) CO) 
Dy(x) = a 0 本 
(oo 
(FY, BPY FD 
DF(x,y)= (Fa)’s (Fa) | 
Cp.) CD 本 Fy) | 
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(FS, (FD), (ED 
(FD) (Fi), (FD), 
D,F(x,y)= . ! 。 四 
(Fo (Fo ~ (F,), 
ii) 证 明 ; 当 n= m 时 Jacobi 行 列 式 有 
9 sm ) (1) PE) a(F,,,F,) 
oT1 ss Tn ) ET EE 
6.4.13 设 (z，…，z) 与 (r,9，…,b-i) 为 R" 中 的 直角 坐标 与 球 
坐标 . ' 


= rcos 0 ， 


BB 
| 


xX, = rsin Ocos 0 ， 


Xx3= rsin Osin 0,cos 03 ， 


Xa-1= rsin Osin 0,°%sin 0,-2c0s 0 1， 
. xa = rsin Oisin 0,.1. | 
iD 证 明 : 
Fi=r (+a tt) =0, 
F,=risin 0 — (zxi+.…+ zx)=0, 
F,=r’sin 0.*sin’ 0,.1— zx =0. 
ii) 利用 上 题 最 后 结果 计算 Jacobi 行列 式 
a(zi pz,) 
a(r ,6 和) 
6.4.14 设 p(z,y) 为 了 中 的 有 二 阶 连 续 偏 导数 的 二 次 齐 次 函数 : 
Pir,ty)=t g(x, yh 
iD 证 明 :p… = x ,+ yp ， 
= 


ii) 设 
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证 明 : 当 令 = g(r,y),v= 9 (Tz,y) 时 ,函数 p(z,y) 可 变 成 y(w,wv) 的 
形式 ; 
ii) 证 明 :y =x,y ,=y; 

iv) 试 将 此 结果 推广 到 R" 空 间 . 
6.4.15 设 


QR Tm RN 
站 
3 


证 明 ; 对 于 二 次 曲线 
az2 +2bry+ cy +2dz+2ey+ f=0 


有 如 下 等 式 成 立 : 
fl(y) #1=0. 
提示 “证明 (>y) 二 为 x 的 二 次 多 项 式 . 
6.4.16 设 
ecos 卫 = 工 esin = 之 . 
y V2 y V2 


求 du,dv,d wu 和 中 "在 zx=l,y=1,x=0,z= 二 时 的 表达 式 ， 
6.4.17 函数 u = wu(z) 由 方程 组 


. a= f(xy z) grryz) =0,h(r,y,2)=0 
y pdumd u 
定义 ,求生 和 
6.4.18 设 一 对 一 变换 
X= x(u,v), 
[y= y(u,v) 
在 D 上 具有 连续 的 偏 导数 x ,x。,y'。,y"。, 且 行列 式 站 :3 二 0, 则 了 将 
uv 平面 土 由 分 段 光滑 闭 曲 线 围 成 的 闭 区 域 卫 变 为 zy 平面 上 相应 闭 区 域 D” 
且 其 边界 也 是 分 段 光 滑 的 闭 曲 线 . (陕西 师范 大 学 ) 
6.4.19 让 (z),P(z)， 六 (zz) 是 定义 在 La ,6 上 的 连续 函数 .证 明 : 
六 (zi 万 (z) 线 性 无 关 的 充 要 条 件 是 行列 式 det(as ) 关 0, 其 中 
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a = [WAAC 


6.4.20 ”证明 : 若 一 元 函数 组 
pi (x), a7), , pn (x) 
在 区 间 (a,5) 线 性 无 关 , 则 


p(T) px) p(T) 
“1(; .. (zx) 
人 (7) ?2(7) (x =0 (x€(a,.b)). 
pl (zx) gp" D(z) oe pe D(zr) 
6.4.21 证 明 : 
X=rcos gcos 9， 
y= rcos gsin 9p， 
z=rsin0 
函数 独立 ( 即 函 数 无 关 ). 
6.4.22 ”讨论 下 列 函 数 的 相关 性 : 
TZ-y yz z-Xx, 
D iy yi 
工 y 之 
Dy 
6.4.23 设 函 数组 
yeER 
v= v(x,y), 


中 的 函数 u,v 有 处 处 连续 一 阶 偏 导 数 ,又 当 记 W= (u,v),P= (x,y)， 
1Wl=Vw+vw,|P|l=Vzx + 时 ,存在 数 C>0, 使 得 对 于 任意 的 PE 
R ,P, ER’ 成立 不 等 式 
|W; — Wil 之 ClP, ~ Pil. 
这 里 WW 为 与 相对 应 的 点 (i=1,2). 试 证 :Jacobi 行列 式 匠 49) 0， 
V(z,y)eER:. (武汉 大 学 ) 
提示 否则 Aux(z,y)=anzt+aay+or(o)， 
An(z,y)=azz+azy+oz(o) 
有 非 零 解 . 一 
6.4.24 设 u=u(z,y,z),v= v(x,y,2), 和 z=x(s,t),y= y(s,t), 
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z=z(s,) 都 有 连续 一 阶 偏 导数 ,证 明 行列 式 
(uv) au,z)a0z,2) ,a(u,v)a(y,z) | Ou ,v0)I(z, rt) 
DB(s,2) d(x,y) os,t) (yz) oO(s,t) Oz,x) 9(s,t)’ 
提示 。 展开 后 ,右边 多 三 项 ,但 此 三 项 为 零 . 


次 $6.5 方向 导数 与 梯度 


导读 本 节 内 容 末 作 改 写 . 
次 一 、 方向 导数 的 计算 


要 点 ”计算 方向 导数 的 基本 方法 如 下 : 
1) 利用 定义 .函数 y= f(z)(xER") 在 点 P= (zi, xz;,，…， 
x, ) 处 沿 单位 向 量 /= (7 ,7,,… ,1, ) 方 向 的 方向 导数 定义 为 
9f AP+ eu)- FP)_ df(P+u) 
al t dz 


= lim - (A) 
Pp 0 :=0 


2) 利用 偏 导数 与 方向 导数 的 关系 . 若 f 在 P 处 可 微 , 则 f 在 
P 点 沿 任意 方向 ! = (cos ai ,cos qs，"… ,cos a, ) 的 方向 导数 存在 ,并 
且 


9 , ， ， 
区 | .= 六 (P)eos oi 士 矿 。(P)cos ay+* + f, (P)eosa,. 


(B) 
3) 利用 梯度 与 方向 导数 的 关系 .车 f 在 P 处 可 微 , 则 f 在 P 
点 沿 任意 方向 1 = (cos a ,cos a,,… ,cos a, ) 方 向 的 方向 导数 


~ ,= grad fCP): (cos al ,cos as ,scos a,) 
=grad,f(P) = |grad f(P)leos 0， (C) 
其 中 9 表示 grad /( 卫 ) 与 1 的 夹 角 . 


例 6.5.1 设 


Zy 2 2 
一 一 一 一 Z +y 0, 
CE 
0, z+y=0. 
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试 证 f(x,y) 在 (0,0) 沿 任意 方向 的 方向 导数 存在 ,但 在 (0,0) 处 
不 可 微 . 
证 任 取 方 向 1 = (cos a,sin a), 则 


. tcos asina, £0, 
(icos a,tsin a)= 


0 ， t=0 
= tcos asin a. 
af _d . 
于 是 Eyal = f(teos a,tsin a) , 


= (tcos asin wa) |,- = cos asin a. 
可 见 在 (0,0) 处 沿 任意 方向 导数 存在 . 
(不 可 微 性 留 给 读者 证 明 ) 
例 6.5.23 证 明 
ry 2 2 
flz, 2 + ys” TX +y 坟 0， 
0， z+y=0 
沿 任意 方向 1 = (cos a ,sin a) 的 方向 导数 为 
af(0, -| 人 ， 当 sin a <0, 
al 
0， 当 sin a =0. 
例 6.5.3 求 fz,y, 2) + + zz’ 在 椭 球 面 
zy’ + 
二 二 和 1 
上 的 点 P(xz6 ,yo ,zo) 的 外 法 线 方向 的 导数 . 
解 ”法 向 量 为 


= (2 2yo 学】 
2 


单位 法 向 量 为 = [2 ,< 次 ,2 吾 ), 朝 外 ,其 中 
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因此 


au| 
Fn |, Erad.u 
-| Xo .0 之 0 
四 2 
zx 0 > 
加 + 并 + 


例 6.5.4 设 f(z,y) 在 点 P(xzo,yo) 处 可 微 ,L141，,… ,1 为 
P, 处 给 定 的 a 个 单位 向 量 , 相 邻 二 向 量 夹 角 为 江 , 证 明 : 


SS) 0, , (1) 


i=1 


证 在 民 中 利用 公式 (B)， 
BD -= DY f(aos 3 ) oss 1) + f(zos3)o08(ly)) 


i=1 


= f,(xo, yo) 2 cos( 1 , 工 ) 


+ f(xosy) > cos(CL (2) 
不 妨 设 在 P=(zoyy) 点 工 轴 方向 首 时 针 方 向 转动 遇 到 的 第 一 个 
向 量 为 4, 记 4 与 x 轴 的 夹 角 为 a. 则 7, ,1,,…,1, 与 x 的 夹 角 顺 
次 为 
2 . 


cf+ 红 ,ua+2 姑 ， “at (二 1 ， 
n n n 
因此 _、 
加 2 2r 
Dy cos(li, x)= cos a 十 cos at—)t"+eos wa 十 (和 一 二 本 
= 
n~l1 
= 2 2c0s( 0 + 2 年 ]sin 和 
=1 


2sin -一 i 
n 
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Li 


= > > sin| <+ (i+ DAE] -sin| e+ (i-DE] 

2sin 全 i=l1 ” 
=0. (3) 
同 理 > cos(l;,y)=0. - (4) 


将 (3)、 (4 代入 (2) 即 得 (1)， 

例 6.5.5 设 y>=9p(z) 是 区 间 ea 委 z 委 上 上 的 可 微 函 数 ， 在 
Ozy 直角 坐标 平面 内 其 图 像 为 曲线 卫 , 若 二 元 函数 F(z,y) 在 包 
含 曲线 卫 的 某 区 域 上 连续 可 微 ( 即 具有 连续 的 偏 导 数 ), 且 在 曲线 
厂 上 恒 为 0, 求证: f(z,y) 在 曲线 下 上 任 一 给 定点 处 沿 该 曲线 切 
线 方向 的 导数 等 于 0. (湘潭 大 学 ) 

分 析 设 !=(cos a,cos B) 是 曲线 厂 上 点 P 处 的 单位 切 向 
量 .利用 公式 (B)， 

Hf = /cos e+ 广 cos B, (1) 


见 , 要 计算 区, 关键 在 于 求 出 cos a ,cos 8. 按 已 知 条 件 
f(zr, p(x))=0, 
因此 fA(P)+f, (Pp (zx)=0 (PET). 
故 an a= pr(z)= 一 大 (有 
从 而 
1 fT 
tvV1l+tan a V+ 
-| 
iVftf 


太一 六 | 
+V 再 + 启 
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COS CQ 一 


cos P=sin a=tan acos a = 
代入 (1) 得 


=f ,cos at+f ,cos B= =0. 


例 6.5.6 设 人 ,1;,…,4, 为 R' 中 个 线性 无 关 的 单位 向 量 ， 
函数 f(z) 在 R" 中 可 微 ,方向 导数 3 二 0(i =1,2,…,n), 试 证 
f(z) 三 常数 . 

证 记 44=(ansaz,…am)(i=1,2,…,n) 因 于 =0, 应 用 
公式 (B) ,得 


‘az tt fe am (1) 


因为 /线性 无 关 , 故 
det( as ) -1 天 


从 而 (1) 式 只 有 零 解 
f=0 (i=1,2,,n). 
记 P=(z ,Tas Po 二 (zol 0.2 0 )， 
根据 微分 中 值 公式 ， 
FP)=f(P)+ DFP' (zz0) = f(Ps) (PER'). 
此 即 表明 f(P)= 常 数 . 
二 、 梯 度 的 计算 


要 点 ”梯度 的 计算 (以 R 为 例 ) 主 要 使 用 如 下 公 和 
V f=grad f= (过: 于)= jit + 

其 中 VY 为 Hamilton 算 符 ,i、j、k 分 别 表示 xz、y、z 轴 上 的 单位 向 

量 . : 
梯度 是 向 量 , 因 此 关于 它 的 运算 ,要 遵从 向 量 的 运算 法 则 . 
例 6.5.7 设 := Fecyy),z=rcos 0,y=rsin 909, 求证: 


19f 
十 一 7 go; 


af 
Vu= lr 
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其 中 rm 和 6 分 别 是 径 向 与 圆周 方向 的 单位 向 量 (如 图 6.5.1) .， 


证 按 向 量 的 分 解 原理 
Vu=(y uro)rot(v 2 0,)0,. 


因 ro = (cos 0,sin 0), 
0, = (es (9+ 至 cos 9)， 
_ /ou 9u 
Vu= (六 : 兰 )， 
9 9 
故 V ur cos 0+ Gesin 0=97, 


Vu 0 = 红 cos (9+ 至 )+ 90 0 


r 


liu  . 9u _139f 
= [用 rsin 0) + Féreos 9]= 二天. 


从 而 
_9f 19f 
V 4 = Fro + 5350 
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梯度 的 等 式 ,是 向 量 的 等 式 . 请 看 
例 6.5.8 在 直角 坐标 系 Ozy 中 引入 变换 
X=ZX(u,v),y=y(u,v). . (1) 
并 将 坐标 系 中 任 一 点 的 位 置 向 量 记 为 r = r(x,u). 若 变换 式 中 函 


数 x,y 连续 可 微 ,Jacobi 行 列 式 中 3 0, 上 且 并 ,与 并 垂直 , 试 


v 
证 :对 任何 可 微 函 数 下 (w ,wv) ,其 梯度 可 表示 为 
1 aFar, 1 3F3ar 


grad PFr gv an + Brava (2) 
其 中 
_i9ar | or 
及 =| 元 | ,于 =| 元 |. 
(复旦 大 学 ) 


分 析 这 是 一 个 兼 有 梯度 计算 与 变量 替换 的 问题 . 式 (2) 为 向 
量 等 式 . 因 >=z(u,o)i+y(zyv)y， 


9r , 9r 

< ) 于 ,7 < i/s +/ 2 .2 /2 

Bi TT, go Tdityj,H,.= r+y, 
H,=z ?+y’. 


故 要 证 明 式 (2) ,等 价 于 要 证 明 


.二 
rad F 三 下 ,一 六 一 -一世 十 一 六- 一世. 
8 X [3 +y u "x vv ty vv (3) 


由 F(w,v) 的 可 微 性 ， 
grad F =F ,i+tF j=(Fu, +F,0 it(F,u, 二 Fo) 
=F,(u itu j)+tF,(v,itvj). (4) 
比较 (3)、(4) 可 知 ,要 从 (4) 推 出 (3), 只 要 证 明 : 
一 zr 2 Ts , 
”ZIT ZT YT TIFT 
0, =. (5) 
Tuty, 
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事实 上 ， = 0 , 按 隐 函 数 存在 定理 ,变换 (1):z = z(v， 


on),y=y(z,o) 确 定 了 xu 作为 zy 的 函数 , 式 (1) 两 边 同 时 对 
工 求 导 ,得 
1=z ze + r,s 


0= 3 十 yp 


ae (6) 


但 由 已 知 条 件 : 范 与 丈 垂直， 我 们 有 
TT ,+ yy =0. (7) 
如 此 可 得 (5) 中 前 二 式 . 同 理 可 证 后 二 式 . 证 毕 . 
例 6.5.9 设 有 方程 


x? 2 
y 
tt 
a 二 MK b+u 十 到 1， (1) 
证 明 (grad u)’ =2A .grad u, (2) 


其 中 4 = (xz,y,z).( 中 国 科 技 大 学 ) 
分 析 这 是 一 个 兼 有 梯度 计算 与 隐 函 数 求 导 的 问题 根据 向 
量 数 积 公式 ， (2) 等 价 于 
2+w’ 2+u 2(zu + yu'y sa) (3) 
见 我 们 的 任务 在 于 由 方 窒 (1) 证 明 式 (3》 
证 不 难 验证 (1) 式 满足 隐 函 数 存在 定理 的 条 件 ,因此 由 (1) 
式 将 x 定义 为 xz ,y,z 的 函数 ,将 (1) 式 对 xz 求 导 ,得 
(e+z)2z 一 az _ Zu, -0 
(ar+t+u) (Btu) (ctu) 


即 


27x =| zr? y z? ]……. (4) 
as+u l(a Fat (b+u) + 


据 轮换 对 称 性 ,由 此 有 
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2 


2y zx 六 之 , 
pt cy terra) (5) 

2z 加 并 区 ， 
c+ [yt ry crap le (6) 

(4) (5) (6) 式 平方 后 相 加 ,在 等 式 两 端 约 去 公 因 子 ,得 

x’ 2 z? ， ， , 
4= ray ty tay ts ts) 

(7) 


(4) (5)(6) 分 别 乘 以 x 、y、z 后 相 加 ,注意 式 (1) ,有 


2 2 2 
加 将 之 v , v 
2 ty ay ray tom 


(8) 


将 (7)、(8) 式 联 立 , 即 得 (3), 从 而 (2) 式 获 证 . 

最 后 让 我 们 看 一 个 综合 性 很 强 的 例题 . 

例 6.5.10 假设 函数 f(z,y) 在 原点 (0,0) 的 某 邻 域 U 内 有 
定义 ,并 满足 如 下 的 条 件 :1) 在 原点 , 它 沿 任 意 方向 1 = (cos a， 


sin 4)(0<a<2x) 的 方向 导数 存在 . 且 3 = Acos a Bsin a ,其 中 


A、B 是 两 个 常数 ;2) 存在 常数 M >0, 使 得 对 U 中 任何 两 点 (zi， 
yi) 与 (za ,yi) 成 立 不 等 式 

[f(zrisy) -flrs,y) lM zr -zl + |y, - y,|). 
试 证 :f(x,y) 在 原点 可 微 , 且 df (0,0) = Adx + Bdy. (武汉 
大 学 ) 

分 析 当 a=0 时 ,向 量 1= (cos 0,sin 0)= (1,0) 代 表 二 轴 正 
向 单位 向 量 .因此 


af(0,0) af| _ 
| A 


91 1。-o 
同 理 有 2 0 = 理由 此 可 见 , 只 要 证 明了 /在 原点 可 微 , 册 


dr(0,0)=A4Adzr+Bdy 明显 . 
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为 了 证 明 三 在 原点 可 微 , 按 定义 , 即 要 证 明 
,y)- f(0,0)- Az -8B wT 0, 

F(x,y)=7 (7) 入 2 2 0(¥ 时 上 
令 z=teos ay=tsin a 作 变 换 , 记 p(t,a) 二 F(toos a,tsin a). 于 
是 问题 等 价 于 要 证 明 

limp(t,a)=0 (关于 aeE[0,2x] 一 致 ). ， 

为 此 ,我 们 只 须 证 明 : 

1° Va€l0,2n],limg(t ,a)=0, 

2" 3 工 >0, 使 得 V a,ao€E[0,2r]， 加 

| g(t,a)- p(t,a0) |SLIe -on|. | 
证 1" 由 已 知 条 件 , 对 于 1= (cos a,sin a) . (0 寺 a 志 2x)， 


$f = Acos a+Bsin a, 因 此 Va€[0,2x]， 


limg(t, a) = lim 工 [ (zcos a,tsin a)— f(0,0) ~ Atcos a 
— Btsin a] 


ES aytsin a) ~— f(0,0) 


t 


= lim 
t=0 


一 (Acos a 


+ Bsin a)| =0. 
2° 根据 gp(z ,a) 的 定义 ,与 条 件 2): 
| g(t,0) ~ p(t, a0)| 


_ | f(toos a ,tsin a) — f(0,0)— Atoos a ~ Besin a 
| t 


_ fltoos a0 ,tsin ao)- f(0,0) — Atocs au — Besin ao 


i 


1 . 

Epilflios a,tsin a)~— flto0s ag stsin ao)|+ |Al|locs a ~—o08 aol 
+|Bllsin a sin ao| 

SM(los a -aos ao |+ |sin a ~sin ao 上 + 1Allas we 一 oos ao| 


+ X53 ， 


+|Bllsin a — sin ao| 
<(2M+14AI+|Bl)le-auol= 工 lc 一 ao|， 
其 中 工 =2M.+ 1A1+1B1 为 常数 . 


2 
Ve>0, 取 n> 和 [这 时 笠 < 褒 ), 令 or=k 宦 (k=0,1,2， 
…,7n 一 1) 由 1' 知 ,对 每 个 w 3 6 >0, 使 得 |z|<6. 时 ,有 
19(z,ar)1< 却 . 
令 86=min{61,…,6,|, 则 |z|<5 时 , V aE€[0,2x] 必 导 &E€10,1, 


…,n 一 让 使 得 守 <a<(k+1) 穴 .从 而 la- ol< 笠 < 疗 -. 


[9(t,a)|< | p(t,a)- p(t,a,)| + Ge 
委 Llc-al+lp(tsas)l 


<L 于 + 印 < 和 +=e(V aE[0,27]). 


这 就 证 明了 limg(z,a) =0 关于 a E10,27xj 一 致 . 因而 limF(z,y) 
=0.f 在 (0,0) 可 微 .证 毕 . 


入 6.5 


z=In(x’:+y:) 
在 点 Pu(zo,yo ) 沿 与 过 此 点 的 等 位 线 垂直 的 方向 上 的 方向 导数 . 
6.5.2 计算 函数 


6.5.1 计算 函数 


2 2 
人 
在 点 P( 高, 启 ) 滞 曲线 五 + 六 -1 在 此 点 的 内 法 线 方向 上 的 导数 

6.5.3 设 “二 X,Y，2) 为 二 次 可 微 画 数 .着 cos aycos B,cos 7 为 方向 


1 的 方向 余 绑 , 求 3 = 到 ( 绢 ) 


6.5.4 设 x=F(z,y,z) 为 二 次 可 微 函 数 , ,1 ,2 为 三 个 互相 垂直 的 
.754 。 


3 I 9y 、 ， 
6.5.5 求 函 数 久 =x+y+z 在 沿 球面 z*+y +z?=1 上 点 Po(zxo,y。， 
zo) 的 外 法 线 方向 的 方向 导数 .并 问 在 球面 上 怎样 点 上 此 导数 取 :a) 最 大 值 ; 


b) 最 小 值 ;c) 等 于 零 
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第 七 章 多 元 积分 学 


§ 7.1_ 合 参 变 量 积分 


导读 合 参 变量 积分 , 跟 函 数 项 级 数 一 样 ,是 表达 函数 ,研究 
函数 的 重要 工具 ,也 是 考研 重点 之 一 ,而 且 难 度 较 大 . 非 数学 院 系 
考生 应 侧重 于 积分 计算 .涉及 一 致 收敛 的 证 明 , 可 不 作 太 多 要 求 . 
但 数学 院 系 的 学 生 则 既 要 善于 计算 又 要 会 严格 论证 . 

一 、 含 参 变 量 的 正常 积分 


要 点 ”我 们 已 知 :1) 只 要 每 个 f(x) 在 La ,5b] 上 连续 , 且 n 一 


% 时 f(x) 二 f(x) 于 [a,6] 上 , 则 f(x) 在 [a,65] 上 连续 ,县 可 在 
积分 号 下 取 极 限 , 即 : 


加 | /Cz)dz= | limp,(z)dz= | fx)az. 


2) 若 F(z,y) 在 [ac,p;y 一 6,yo+ 6](6>0) 上 连续 .[ 或 者 
只 要 f(xz,y) 在 y= yo 处 连续 关于 zxE[a,b] 一 致 , 即 : Ve>0, 
38(y,e)>0, 当 |y- yi<S 时 ， 

[f(xy)- flrsy)i<e (Vi€E[a,b]).] 


则 可 在 积分 号 下 取 极 限 : 
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6 6 6 
. lim| (zy)dz= | lim f(x,y)dz = | f(x,y0) dx. 
7 了 “30va a yyo a 


3) (连续 性 守恒 ) 若 f(x,y) 在 a 二 zx 志 5,y€E 上 连续 , 则 
g(y)= 『 f(z,y)dz 在 1 上 连续 (这 里 了 可 以 是 开 的 、 闭 的 、 半 开 
半 闭 的 ,有 穷 或 无 穷 区 间 . ). 


由 1)、2) 可 见 ,要 在 积分 号 下 取 极 限 ,关键 在 于 证 明 一 _ 致 收 
敛 , 或 相应 的 连续 性 . 


次 例 7.1.1 求 极限 lim | dz 


解 I (利用 一 致 收敛 ) 闭 区 间 上 连续 函数 的 单调 序列 以 连 
续 函数 为 极限 : 


1 1 : 
(TT) 二 一 一 一 下 一 一 z= 于 [0,1] 上 ( 当 2 一 co 时 ). 由 
1+ (+ 过) 1+e 
Dini 定理 知 , 刻 (z) 二 于 [0,1]. 故 可 在 积分 号 下 取 极限 
dz A dz 
im | 一 一 一 一 | lim 一 一 一 一 一 
?cov 0 人 Noo rr 
t+ (1+ 译 ] 1+ (1+ 至 ] 
__ 1 dz 
ol+e” 
e” -1 2 
=jn Ti =]n Tc) 
解 古 (利用 连续 性 守恒 .考虑 相应 的 函数 极限 本 
， Is、 
tim| dr 工 .) SS 
”0.0 1T+(1+zy)> 和 mm 
， , 
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1 ，0 和 zx<10<yS1， 
fz) 
Te 0<z<1,y20, 

则 f(z,y) 在 [0， 1;0,1] 上 连续 . 由 连续 性 守重 定理 ， 2 
| (rar 在 9<<， 二 1 上 上 连 纺 于 是 


1 dz dz 
lim| 一 一 一 一 一 一 = lim | 
tt 0 + (+ zy)» 

nn 


= im | f(x,y)dzr= [ f(x,0)dz 


一 dz _dz -1n 2e 
olt+e” l+e’ 


例 7.1.2 若 (1) 1A(z)lc: 是 Le,5] 上 等 度 连续 的 连续 函 
数 序列 , 且 (2) 2 一 co 时 f.(z) 一 f(z). 则 在 [a ,5] 上 连续 . 
有 和 | f(r)dz= | limf.(z)dz= | f(z)dz. 

证 利用 例 5.2.31 及 例 5.2.33 的 证 法 (或 结论 ), 可 知 :在 条 
件 (1)、(2) 之 下 ,立即 可 得 f(z) 在 [a,65] 上 连续 ,上 且 f(z) 
F(z), 关 于 zEf[a,5]( 当 ”>~+oco 时 ). 进 而 由 本 段 要 点 (1) 中 的 


已 知 结论 得 知 ,可 在 积分 号 下 取 极 限 , 欲 证 的 等 式 成 立 . 
例 7.1.3 设 F(z)>0 在 [0,1] 上 连续 .研究 


ely)= | dz 


提示 雇 = nin .了 z) 则 


g(y) 宇 m | 一 之 dz= = marctan 1, 
T+y y” 


lim g(y)>3 >0= g(0). 


0 
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b. 积分 号 下 求 导 与 积分 号 下 求 积 分 
要 点 要 实现 积分 号 下 求 导 ,或 积分 号 下 求 积分 ,关键 在 于 检 
验 有 关 条 件 . 
1) 车 F(z,y), 记 (zy) 在 c 委 z 委 yyET 上 连续 , 峙 : 
(| me)ar) = [f(z,y)dz. | 


(这 里 1 可 以 是 开 、 闭 , 半 开 半 闭 ,有 穷 或 无 穷 区 间 .) 

2) 车 a= p(y),b=y(y) 在 [c,d] 上 连续 ,可 导 ; F(z,y) 及 
f,(z,y) 在 包含 D= |(z,y):c 亿 yd,g(y) 碾 + 所 gy(y)| 的 某 
个 区 域 A 内 连续 . 则 


gy) “ p(y) 
人 f(z,y)dz | =| f(x,y)dzr 
p(y) y p(y) 


+ fiy(y) ,yy (y) — flo(y), yy (y). 
3) 车 f(z,y) 在 [a,b5;c,d] 上 连续 , 则 


『 dy | f(z,y)dz= 「 dz 站 raway 
亦 例 7.1.4 设 F(y)= | f(z)|y~zldz, 其 中 a<5, 而 


f(z) 为 可 微 函数 . 求 斑 (y). (湖北 大 学 ) 
解 当 yE(a,5) 时 


F(y)= | /f(z)1y- zldz 
= fy- sadet | rz)z-y)dz 
于 是 FCy)= 7(z)dz- | f(x)az. 
F(y)= f(y)+ f(y)=2f(y). 
$y>6NH, FF(y)= | Flz)(y- zjdz， 
F’'(y)= f f(a)de, (3) =0. 
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同 理 ya 时 ,六 (y)=0: 四 
2f(y)， 当 yE(a;6) 时 ， 


因此 Fo 当 y 每 (oa ,0 时， 
含 参 变量 积分 的 计算 
* 例 7.1.5 设 
F{r)= | e’™ ?cos( rsin 9)d9, 
8 ， 


求证 ; F(r) 二 2x. 


证 (应 用 Taylor 公式 ) 因 为 F(0) = | dg=2r, 要 证 F(r) 


二 2x, 只 要 证 明 F(x) 为 常数 .为 此 我 们 考虑 F(x) 的 导数 . 


2 
FoD= | [e’™ ?cos( rsin 0)] db 
0 


2r 
= | e [cos Gcos(rsin 0) — sin(rsin 0)sin 0]d0 
0 


27 
= | e”™ cos(0+ rsin 0)d0， 
0 


由 此 F(r)= | er™ ?cos(20+ rsin 0)d0. 
用 数学 归纳 法 易 证 Vn€ |1,2,.…), 
F'™(r)= | e’™ cos( nO + rsin 09)d0. 


如 此 F'®(0)=0 (n=1,2,.…). 
据 Taylor 公式 


nl (n) 
FO7)- FO)= SE OE (07), 


k=1 nl! 


F™ 0 
=£ 07),, (0<0.<1). 
n, 


由 (2) 


|F™ (0 r)| Se'2xn, 
"， 760 : 


(1) 


(2) 


| FI (Or)r” 


nl! 


< 0 (nm). 


故 F(r)@F(0)=2x. 
例 7.1.6 假设 函数 u(xz,y) 在 R 内 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 


且 3 + 和 =0, 而 w(x,y) 的 一 阶 偏 导 函数 对 任意 固定 的 yE 


R, 是 z 的 以 2r 为 周期 的 函数 ,证 明 :函数 
f(y)= 让 [(¥) -( 胞 | az=c( 常 数 ) ,>ER. 

(武汉 大 学 ) 四 

提示 f(y) 志 0. 

下 面 讨论 如 何 用 积分 号 下 求 导 与 积分 号 下 取 积分 的 方法 计算 
含 参 变量 的 积分 . 

六 例 7.1.7 试用 两 种 方法 计算 积分 

ra,0)= | 于 dz 《a,b>0)、 (北京 大 学 ) 


解 被 积 函数 虽然 在 x =0， 一 1 处 无 意义 ， 但 均 有 有 限 极 
限 , 故 积分 是 正常 的 . 
1” (用 积分 号 下 积分 ) 


1 — = re 
| a dz -| dz| mdy 
= [ayf Pdz=imnlte 
j Pa- hi 


2”( 用 积分 号 下 求 导 ) 


/ 1 1 
Tla,b)= | 2 x dx = TF’ 
由 此 1(a,6)=In(1+6)+ C(a), . (1) 


Ta,b)=C (ta). (2) 
但 原 积分 对 a 求 导 有 : 


I.(a,b)= -i 


(3) 
。261 ， 


a 


比较 (2) (3) 知 ; Cao)= -让 


@ 
coJ=imn-L_+C 
a T+a 1 
1 十 
代入 (1) I(a,b)=InTi +O. 
令 a=p, 可 知 Ci=0, 从 而 
1+6 
I(a,b)=InT4a: 


有 时 连续 条 件 并 不 满足 ,必须 人 为 地 加 以 处 理 ,使 之 符合 积分 
号 下 求 导数 ( 求 积分 ) 条 件 . 如 
x 例 7.1.8 计算 积分 
ra)= (ne) dz (al<l). 


一 Ccos xX/cosz 
解 I (利用 积分 号 下 求 导 ) 我 们 首先 看 到 若 能 在 积分 下 求 
导 , 则 问题 很 容易 解决 .因为 


I'(a)= 『 (nT) dz 
0 


工 一 acos x),cosz 
加 『 2 d 令 t=tan z | 时 Dd 
To 0 {1—-a’)+z 
2 ( 1 ) + 
一 arctan| 一 一 一 -tan x = . (1) 
Vl-a v1-a 4 1-o . 


从 0 至 a 积分 此 式 , 即 得 
I(a)= xarcsin a. 


可 见 问 题 在 于 使 被 积 隆 数 变 得 符合 积分 号 下 求 导 的 条 件 . 
因为 |al<1, 帮 1--acos x>0,l+acos xz>0 1l+acos 工 > 


. ”1—acosz 
l+acoszx 1 bs 

0. 从 而 (In TS] = 在 0<+<F,-1<a<l 上 连续 .又 

人 因 Y ao:laol<1, 
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2acosZ .1 


故 若 补充 定义 让 [至 ,oj =24 时 , 易 知 f(x,a) 在 0<z< 卫 


2? 
-1<a<1l 上 连续 .另外 , 当 |a|<1 时 ， 


一 2 —> > 一 日 “ 
7 za) 一 TS 2z( 当 = 7 0,a oo 时 | 


且 广 (和 ,= 2. 易 知 如 上 补充 定义 后 , 广 (xz， 4) 亦 在 0<z< 


万 了 ,-1<a<1 上 连续 .总 之 ,补充 定义 之 后 ,积分 值 不 变 ,但 变 得 


可 以 在 积分 号 下 求 导 ,(1) 式 成 立 . 
解 芋 (利用 积分 号 下 求 积 分 ) 已 知 


1 x ln i+C 
从 而 
1 1+acos 工 _ 1 dy 
cos xz" 1I-acsz “4 o 1- (aicos x)y 
(0<z< 芭 ,lal<1). 
故 
x 名 1 
| 1 mi sdz =24 | dz dy 
0 cosxX 1l~acosrx 0 ol1~(a’cos xr)y 
-2 fa 「 dz 令 1=tanzr 1 ndy 
二 “4 (| -一 二 
o> jo 1—(a’cos z)y | /1-aly’ 


1 
= xarcsin a. 
0 


= Xxarcsin ay 
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有 时 积分 中 并 无 参数 ,为 了 计算 积分 ,可 以 恰当 地 引入 参数 . 


如 
六 例 7.1.9 计算 积分 


_ [filn(i+zx) 了 | 
| I= | 了 了 dz.( 武 汉 大 学 ) 
解 I_ 〈 因 积分 的 困难 在 于 有 对 数 ,但 对 数 函 数 取 导 数 后 , 立 
即 变 为 有 理 函 数 ,便于 积分 ,故此 ) 令 


Ta ) = la. 
则 I= 了 (1),1(0)=0. 且 
_In(1+ax) , 、 “Zz . 
A 


在 [0,1;0,1] 上 连续 .满足 积分 号 下 求 导数 的 条 件 . 故 


1 
I _ Tz 
Ca) | (TF2) rar)” 
_ 1 1 na 
= 二 | In(1+a)+ 广 In2+ 这 |]. 


在 [0,1] 上 积分 此 式 得 


1 1 
| IT'(a)da = 一 人 二 da + Fln 2arctan a 
nt 2、 1 
+ RIn(1+a )| 
= 了 In2-1(1). 
i 
但 | I'(a)da=1(1) -1(0)=1(1). 


[=1(1)= In 2. 
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解 五 (作为 验证 ,我 们 可 将 此 积分 直接 积分 出 来 ) 
了 三 [ E+ Fy = [ In(1 + x)darctan z 
0 TT - 


令 z=tan 0 


二 In(1+ tan 0)d0 
0 
= | (In(cos 6+sin 6) -ln cos 0)d0 
0 
[和 x _ 于 . 
_ f [inVzcos( 插 9)]se | ln cos 9d0. 


右 端 第 一 积分 令 下 0= 9， 


I=BIn2+ 上 | ln cos pdp 一 上 ln cos 0d0= In 2. 
* 二 、 判 断 含 参 变量 反常 积分 的 一 致 收 伍 性 


为 了 研究 含 参 变 量 反常 积分 所 表达 的 函数 ,重要 的 问题 是 判 
断 它 的 一 致 收敛 性 .本 段 主要 是 讨论 判断 一 致 收敛 的 基本 方法 : 它 
们 是 :a. 利用 定义 判断 ;b. 利用 Cauchy 准则 判断 ;c. 利用 M 判 
别 法 ;d. 利用 Abel 与 Dirichlet 判别 法 . 

a. 利用 定义 判断 


要 点 1) 车 | 7(z,y)dz 对 yE1 逐 点 收敛 ,要 证 明 
| f(z,y)dz 在 1 上 一 致 收敛 ,根据 定义 即 要 证 明 : 
人 zaz 二 0 于 T 上 ( 当 4-+oo 时 )， 
即 : Ve>0,3A,>0, 当 A>A, 时 有 
CRE 


<e (Vy€ 1). 
2) 由 此 可 见 ,要 证 | 7(z,y)dz 对 yET 非 一 致 收敛 , 即 要 
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证 明 ; jeo>0,Y Ao>a,3A,>Ao 及 yt E171, 使 得 


fy)de 


之 so. 


特别 ,车 3 yo。E 1( 或 yo 为 了 的 端点 ) ,使 得 YA>a, 有 


lim f(z,y)dr= BE0, 
则 人 f(z,y)dz 在 yET 上 非 一 致 收敛 (如 例 7.1.11). 
对 于 | f(z,y)dz 以 及 无 界 函数 的 反常 积分 ,有 类 似 结论 ， 


六 例 7.1.10 证 明 : | zer=dz 在 (0<)Jwsxs<+c 上 -一 
致 收 合 ,但 在 0<a< + oo 内 不 一 致 收 俩 .( 南 开 大 学 ) 


证 1 0 过 | ze “dz|=| ze“dr ( 设 A>0) 
A A 
ert 二 | te ‘dz 
a” 
四 1 _， +.oo 1 _ + oo 
一 ——te Te 
a A a oA 
-aA a A 
A-a+te <Ae oe ">0 
a a Qo Qo 
( 当 A 一 + oo 时 ) 


关于 ae [oo,+ co) 一致 故 ，， 
网 ze“dz 在 (0<)a 和 < + oo 上 一 臻 收敛. 
2 同上 ,YA>0, 有 
[eds Ae m+ he 
固定 A 令 a 一 0 时 ,此 式 -> + oo, 故 原 积分 在 0<a< + co 上 非 一 


致 收敛 . 
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例 7.1.11 证 明 : | ee- dz 在 a< 生 na 妇 8 上 一 致 收 钱 ， 
在 -co<a<+eco 上 非 一 致 收 敛 
提示 广 ea |. ee dz 分 别 在 a<65 及 a 之 a 


上 一 致 收敛 . 但 V A>0, 极限 网 sd 


例 7.1.12 设 0<m<1， Fa) 让 [0， 1] 上 有 界 ， 试 证 
F(az) di 


[zrz~al” 


关于 aE[0,1] 一 致 收敛 、 . 
证 因 f 在 [0,1] 上 有 界 , 故 3 M>0, 使 得 | f(z)| 过 M. 而 
[ _f(axr)_ dr FF(azr) A ! az) dz 


Tx-al” o(a—-z)” (zr—a)” 
以 工 =a 为 奇 点 . 当 e>0' 时 
(az ) dz M -nn . 
| (a 一 工 dz|< mM (zz 1-m 0. 
人 本 dz M 1-m _ 
| (之 一 wa dz|< mM] (x a)”™ 1~-m 0. 


加 永和 文人 a€E[0,1]— 下 
由 e 寻找 所 需要 的 A ,有 时 要 分 段 考虑 . 


六 例 7.1.13 证 明 ; | et 考 '0<e<1 上 一 至 
收 敏 : i ”| 
分 析 问题 在 于 : Ve >0, 找 A。>1, 使 得 A>A。 时 有 


| e334)ar | <e. 
A 


三 -57az|- 六 CD dz 
A A : 


"767 ， 


一 一 一 一 一 一 一 一 ed {1) 


+ op 


"| edu<e] 。 edu=ar. 


故 对 于 a€ (0, 去 ,对 任意 A>1, 积 分 (1)<e 已 成 立 , 剩 下 的 问 


题 只 在 于 找 A。>1( 充 分 大 ), 使 得 A>Ao 时 ,对 一 切 a€ | 庄 ,1)， 
有 
|, e “du<e. 


由 于 被 积 函数 e-” >0, 当 之 a<1 时 ,有 
Vn 


+ oo _ 2 过 +o0 _ 2 5 
“jn du<| ss dz ， (2) 


因此 ,由 | 虽 e-“ du 的 收敛 性 知 : Ye>0, 3 A。>0,A > Ao 时 (2) 
式 . 
| se 。 “du< .结论 效 证 . 
b. 用 Cauchy 准则 判断 
要 点 根据 Cauchy 准则 ,要 证 明 | ”f(z,y)dz 关于 y 在 I 
上 一 致 收敛 , 即 要 证 明 ;Ye>0,3A。>a, 当 A >A’>A 时 ,有 
[fszsoaz|< e (YyE DT). 


要 证 明 f(x,y)dz 在 [上 非 一 致 收敛, 即 要 证 明 ; 3e > 


0,YV A。>a,3j3A” >A’> A 和 ,, 及 yi, E11 使 得 
* 768 : 


[zsooaz|> eo . 


对 于 | 7(z，,y)dz, 以 及 无 界 函数 的 反常 积分 有 类 似 的 结 = 
论 . 
例 7.1.14 着 0 所 f(x,y)<g(r,y)(Y ra,VyET). 有 8 
| ez,y)dz 


对 yE 工 一 致 收 煞 . 则 | 7(z,y)dz 亦 对 yE 7 一致 收 人 
证 Ve>0,34,>a; 使 得 VA“>A' > 入 ,有 : 
o< | grydr<e (yyeD 

从 而 

oS | fdr< | gr,y)dzr<e (yyEeD 


所 以 | :f(zsy)dz 在 1 上 一 致 收 化 ， 


判断 一 致 收敛 的 M 判别 法 ,Abel 判别 法 及 Dirichlet 判别 法 ， 
也 都 是 根据 Cauchy 准则 证 明 出 来 的 .下 面 我 们 着 重 非 一 致 收敛 的 
证 明 1 

妆 例 7.1.15 设 f(z,y) 在 a<xz<+o%m,c<y<d 上 连续 ， 


VyE[e,d),| f(z,y)dz 收敛 ,但 y= 4 时 积分 发 散 . 求 证 : 


f(x,y)dz 在 yE [c,d) 上 非 一 致 收 化 .( 北 京 航空 航天 大 学 ) 
证 目的 在 于 证 明 : 3e。>0, VA,>a,3] A">A’>A,, 及 

yE€ [c,dqd) 使 得 
由 real>a (1) 
因为 | 
，» 769 ， 


[real= | rs) -Aesd)de + [f(s0az | 
> ||| rez,aaz| 


一 fss) 一 Hz,a))dz| | ， 
因此 , 若 能 证 明 
| 人 resaaz|> as 


「 or- za)dz|<e， 


(2) 
则 (1) 式 即 可 得 到 . 剩 下 问题 在 于 证 明 (2). 


1° 因 | .f(z,d)dz 发 散 , 故 了 ev >0， YA >0， 3A’>A’ 
> A 使 得 


m 
| rz,a)dz|> 2 

2 但 F(z,y) 在 ce 委 z<+co,c 委 y 窒 dd 上 连续 ,从 而 在 有 界 
闭 区 域 4“ 委 z 委 4 ,ec 委 y 魏 d 上 一 致 连续 .于 是 对 so >0, 了 6> 
0, 当 | z zx | < 6, | 入 一 y | < ,7 ,x €E [A‘,A’l,y ;y € I 
时 ,有 ~ . : | 这 潮 汪 放 


[fr ,sy)- f(r,y) < 
| f(x,y) ~ f(z,d) 1< 


E0 
A 一 AAA” ， 


E0 
| A -A’ 
[cy) - f(z,d)dzr|< 6,. 
证 毕 .，- 

注 ”Cauchy 准则 的 优越 性 在 于 不 必 考 虑 充分 后 的 无 穷 区 间 
[A,+%), 而 只 须 考 虑 充分 后 的 有 限 区 间 [A’, A”], 从 而 使 难度 
大 为 减 小 .如 

， 770 : 


例 7.1.16 试 证 : 网 dz 在 0<a< + co 上 非 一 臻 
收敛 . 
分 析 因 sin az 无 穷 多 次 变 号 ,要 估计 | Zsin ar dz>>el 
A a(1+z) 
(es 为 某 一 事先 指定 的 正 数 ) 是 困难 的 . 但 利用 Cauchy 准则 ,要 证 


明 积 分 非 一 致 收敛 只 要 证 明 : 不 论 A。 >0 多 么 大 ,总 可 选取 A”> 
A’>A。,, 及 a >>0, 使 得 


Xsin az 
dz | 守 eo. 
[re =|>。。 


(其 中 se >0 是 某 一 事先 指定 的 正 数 ) .事实 上 , 若 将 被 积 函数 改写 
成 . 


Zsin az _ zx’ ,Sin az 
-了 > 一 
al1+z 1+z ar ， 


我 们 可 以 看 到 , 当 z+ 时 ,二 -1 因而 不 论 A, 多么 大 ,只 
要 A > A, 充 分 大 ,可 使 =>A' 时 有 


2 
并 1 
之 二 
1+ 和 ”2 “ 


令 取 4A"= A'+1, 当 zE[A',AO] 时 , 随 着 <\\0 有 Sm ez 1. 因 


此 只 要 把 c >0 取得 充分 小 总 可 使 
sinazx~ 1 
> 本 
于 是 | 
xsin ax rz’ .sin az~,1.1 


_Zsin ax >1.1=1(=6,) 
a(l+zx:) 1+z or 2 2 4 0 


@ 此 处 重要 之 点 在 于 用 到 区 间 [A“,4“] 是 有 限 的 , 正 说 明 Cauchy 准则 的 优越 
性 . 
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| xsin ax >1 5 、 
a 


例 7.1.17 试 让 :| 去 sin 二 dz 在 0<a<2 上 非 一 致 收 人 
0 


证 令 z= 十 , 则 


! 1 ” 1 . 
一 Sin 二 dz= = | -zsin tdi. 
ow” t 


不 论 正 整数 "多 么 大 , 当 1:E[A',A]=|2nx+ ,2nn+ 闻 | 时 , 便 
有 sin :> 吉 ,因此 


4 sint V2f4 dt _、vV2r 1 
下 a 二 ri 


t=A” 


= -Xx>0 ( 当 a->2? 时 ). 


因此 原 积分 在 0<a<2 上 非 一 一 致 收敛 (虽然 用 Dirichlet 判别 法 容 
易 证 明 它 收敛 ). 
c. 用 M 判别 法 判断 
要 点 ”使 用 M 判别 法 ,关键 在 于 将 被 积 函 数 的 绝对 值 
| f(z,y)| 放 大 ,以 找 出 函数 M(xz)( 优 聘 数 ) ,使 得 
[f(x,y)lEM(rz) (Vz 之 a, VyET), 


且 |，M(z)dz 收 生 ， 
| zy)dz 在 1 上 绝对 一 致 收 人 
无 界 函 数 的 反常 积分 也 有 类 似 结论 
例 7.1.18 判断 | (1+x+zx + tz) (in) de(n= 


772 ， 


1,2,…) 是 否 一 致 收敛 


解 z=0 为 奇 点 ， 

I 上 
世 
Cs 

1 

1 7 

到 nm 二) 
而 limz? 一 (去 = lint = ] 也 =1.0=0 

[=) 


故 积分 | 这- 二 ( 虽 去 ) dz 收 伍 .从 而 原 积分 对 n=1,2,… 一 到 
收敛 . 
例 7.1.19 判断 | zsin zecos ardz 对 cE[a,5]( 有 限 区 


间 ) 上 是 否 一 致 收敛 . 
解 ”利用 分 部 积分 法 ， 


十 ce 
。 4 
| ZSin Z cos ardz 
A 


4 
_ Cos arcos xz 
一 2 
4 工 


+ oo 4 
| COS acos x 
A 


2 并 . 
利用 M 判别 法 , 知 右边 新 出 现 的 二 积分 关于 a E [a,5] 一 致 收 
伍 , 故 右边 三 项 一 0( 当 A 一 + < 时 ) ,因此 原 积分 在 [a ,5] 上 一 致 
下 面 看 一 个 有 无 穷 多 个 奇 点 的 例子 . 
例 7.1.20 证 明 :1(a)= 六 
0<5<1) 一 致 收敛 . 


E10 ee 
o |sin z| 


dz 


。 4 
二 | asin azcos x 
A A 


4 并 
dz . 


de 对 gE[0,6]( 其 中 


er” 
|sin > 


oo 


(nt+l)r ez 
2 dr. 
pr |sin z| 
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令 工 =t1+n7z, 则 
nal"e',_ 1 re di 
Ta) 2 | Gnd Te | sin 
1 ¥ er < ee 
一 1 - e | nd + |， dz| 
右 端 二 积分 分 别 以 0、x 为 奇 点 ,都 以 -二 - 作 优 函 数 .因此 它们 在 


sinet 
10,5] 上 一 致 收 敛 .I(a) 亦 然 .证 毕 . 

注 值得 注意 的 是 ,M 判别 法 得 的 结论 是 绝对 一 致 收敛 ,但 
并 不 是 所 有 绝对 一 致 收敛 的 积分 都 能 用 M 判别 法 来 判断 .如 : 

例 7.1.21 积分 | e- 站 (3) dz 在 0<a<1 上 虽然 绝对 
一 致 收敛 ,但 并 不 能 用 M 判别 法 进行 判断 . 

证 在 例 7.1.13 中 ,我 们 已 证 明了 该 积分 一 致 收敛 . 因 被 积 
函数 为 正 , 故 也 是 绝对 一 致 收敛 . 现在 只 须 证 明 它 没有 优 函 数 
AM(z). 事 实 上 ,假若 

ex) Mr) (Vz>1,Va€(0,1)), 


那么 对 任意 =>1, 只 要 取 “= 上 E (0,1), 便 知 


M(z)Zermtc) =1 (Vzr>1). 
故 | M(z)dz 发 散 . 所 以 无 优 函 数 . 


注 M 判别 法 ,使 用 比较 方便 ,但 适用 面 较 窗 . 特 别 若 所 论 积 
分 本 身 一 致 收敛 ,但 被 积 函 数 取 绝对 值 之 后 非 一 致 收敛 (这 种 情况 
称 为 条 件 一 致 收敛 ) 时 ,显然 , M 闻 别 法 ,对 于 这 种 情况 是 无 能 为 
力 的 .只 有 借助 下 面 的 判别 法 . 

d. Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 

要 点 ”该 法 的 关键 在 于 把 被 积 函数 恰当 地 拆 成 二 因子 相 乘 ; 

f(z,y)=g(zx,y)h(zr,y) 
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使 得 g,h 满足 (Abel) 条 件 : 
: 人 g(z,y)dz 对 yET 一 致 收敛 ; 


ii) h(xz,y) 当 y 固定 时 ， 对 工 单调 ， 且 一 致 有 界 , 即 3 M >0， 
使 得 
Ih(z,y)|M (Vz>>a, yyET)， 
则 积分 全 f(z,y)dz 在 [上 一 致 收 伍 (Abel 判别 法 ). 


或 者 ,( 将 条 件 让 减弱 ,将 条 件 ii) 加 强 ) 使 g,h 满足 (Dirichlet) 
条 件 : 


i’) 「 g(xX,y)dz 一 致 有 界 . 即 :了 M >0, 使 得 


A 
| g(z,y)dz|<M (YA 志 aVyET)i 


这) h(x,y) 当 固定 时 ,对 z 单调 , 当 zz 一 +co 时 , 关 (zyy) 
二 0( 关 于 yE 了 ). 


则 亦 能 断言 | “f(z,y)dz 对 yE 工 一 致 收敛 (Dirichlet 判别 法 )， 
对 无 界 函数 的 反常 积分 ,有 类 似 的 结论 ， 
六 例 7.1.22 试 证 积分 | sdz 在 | 如 | 委 如 <1 上 一 臻 
收敛 ， 
正 |， 罕 


1 


z=- | Edz+ | Fdr= T+ 


2 2 < 高 (0<z<1,p<po<1) 
且 | 二 二 -dz 收敛 . 故 由 M 判别 法 ,了 在 2 委 加 <1 上 一 致 收 伍 . 
对 = os dz , 令 工 =Vt,dz= 


dt 
2Vz 
。775 . 


dt， 


n=| cos t°* 上 1 
1 2 7 全 Z 


其 中 | mm idi|=lsnA-snli 委 2 (一 致 有 界 )， 
1 对 + 单调 , 且 
2 1 全 + 到 
1 0,(p>- p> -1),(1>+o 时 ). 
pi 
[因为 
0< 10 ( 当 t>+o%).] 


也 _Po,l1 1-Ppo 
£2 1 7 £7 


故 由 Dirichlet 判别 法 , 工 关 于 p 之 -po> -1 一 致 收敛 .总 之 , 原 
积分 在 |p| 志 po<1 上 一 致 收 化 . 


例 7.1.23 设 函 数 f(x) 在 x >0 时 连续 ,积分 [0 zf(zjdz 


在 “=a,z=6(a<6) 时 收敛. 试 证 该 积分 在 aE [a,6] 上 一 致 收 
敛 . (河北 师范 大 学 ,北京 师范 大 学 ) 


提示 = | Cdz+ | Cr)dr， 


作为 x 。” 作 多 g 1 作为 作为 8 
利用 Abel 判别 法 . 
站 例 7.1.24 证 明 : | Sin 27x -gx 在 a€E [10,51 上 一 致 收 
0 Xia 
伍 (2 >0). 


证 因为 e 一 对 zx 单调 , 且 
le “|&1l (Va>0,Yz>0) 
(一 致 有 界 ). 因 此 ,根据 Abel 定理 ,要 证 明 该 积分 在 [0,5] 上 一 致 : 
收敛 ,只 要 能 证 明 积 分 


| sin 2x dz 
0 


Xia 
对 aE[0,65] 一 致 收敛 即 可 .但 
.776 : 


i) YA>0, 2zdz| = 于 11- cos 24| 委 1 《一 致 有 
界 ). 
因 a€E [0,5],( 当 zx 一品 ). 因 此 ,由 Dirichlet 判别 


法 , |， 到 和 dz 对 wE[0,6] 一 致 收敛 .证 毕 ， 


三 、 含 参 变量 反常 积分 的 极限 与 连续 性 


a. 积分 号 下 取 极 限 
要 点 ”对 含 参 变 量 的 反常 积分 ， 要 实现 在 积分 号 下 取 极 限 , 基 
本 方法 之 一 是 直接 利用 积分 号 下 取 极 限 的 定理 : 
定理 1 (序列 的 极限 》 着 : 
3) (ACE 关于 nEN 一 致 收 合 ; ， 
让) | f(z 在 [a,+ 吕 ) 上 内 闭 一 致 收 僵 于 f(x)[ 即 : 
VA>a,f, (xr) fir)F la, A n>%)];. 


iii) | f(z)dzx 收敛 . 


则 lim| A(z)dz= | 加 A(z)dz= | fz)dz. 
定理 2 (函数 极限 ) 设 为 包含 y, 的 某 个 区 间 . 若 : 
| f(z yy)dx 对 yET 一 致 收敛 ; 
让 ) 当 y>yo 时 ,f(xz,y) 在 [a,+ co) 上 内 闭 一 一 下 收 台 要 
9p(z)[ 即 :YA>a,F(z,y) 二 p(z) 于 [oa,A] 上 ( 当 so 
证 0 人 2(z)dz 收敛 . 全 A 
“777 ， [54 


数 
人 


Ea 


则 im| f(x,y)dr= 风 lim f(x,y)dz = | pl)dz. 


{特别 ,车 f(z,y) 在 区 域 D= (zy):e 委 z<+ooyeETi 上 连 

续 , 则 条 件 让 ) 自 然 满足 , 且 p(x)= f(z ,yo).] 

。 基本 方法 之 二 是 采用 上 述 定理 所 使 用 的 证 法 进行 证 明 . 
六 例 7.1.25 假设 1f.(x)1 是 [0, + co) 上 的 连续 函数 序列 ， 


1) 在 [0,+ m) 上 ICz)I<eg(z), 且 | g(z)dz 收 伍 ; 


2) 在 任何 有 限 区 间 [0,A] 上 (A>0) ,序列 | f. (zx)| 一 致 收敛 
于 f(x). “ 

试 证 明 :jim| 六 (z)dz= ”f(z)dz.( 复 旦 大 学 ;华中 师 
范 大 学 ;同济 大 学 ) 

证 I (利用 定理 1) 由 已 知 条 件 1), |” /,(z)dz 关于 nEN 
一 致 收敛 .条 件 2) 表 明 | f,(x)| 在 区 间 [0, + 吕 ) 上 内 闭 一 致 收敛 
于 f(z). 最 后 ,在 不 等 式 | f,(x)| 三 g(x) 里 取 极 限 , 知 | f(x)| 志 
g(x) ,从 而 由 比较 判别 法 , 知 | f(z)dz 收敛 .如 此 利用 定理 1， 
欲 证 的 等 式 成 立 . 

证 下 (利用 证 明定 理 时 所 使 用 的 。- N 法 ) 

分 析 ”问题 在 于 证 明 ; Ye >0,n 充分 大 时 


fz)dz 一 | ma)dz|< e. 
改写 :( 上 式 左 端 )= || (PCz) - Flz))az + f(z)dz 
+ (ndz|<f Atz)- rz)tda 


+{ TUA(zldz+ 人 Ueda 
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A [aedz+ 三 zzdz 
可 见 , 我 们 只 要 证 明 
16(z)-f(z)laz< 生 ,|，g(z)dz< 半 
即 可 . 
事实 上 , |， g(z)dz 收敛 , 故 A 充分 大 时 0< | skz)< 


与. 此 后 将 A 固定 , 因 已 知 [0,A] 上 万 (z) 一 PCz). 所 以 3N>0， 
n>N 时 


€ 
PAAREACUNEZY 


因而 | f(z)-f(z)ldr< 冶 | dz= 生 
站 练习 ” 求 极限 
lm | se “dz.( 吉 林 工业 大 学 ) 
aorv0 区 


提示 (利用 定理 2) 因 为 被 积 函 数 


flz, &) = 


在 0<zx<+%,0<a 壹 8 上 连续 , 且 f(x,0) = 亚 生 在 [0， + co) 


上 可 积 .因此 ,要 实现 在 积分 号 下 取 极 限 ,根据 定理 2, 只 要 证 明 积 
分 | 


| Le dz 
对 aE€[0, 人 5 一致 收敛 .为 此 我 们 使 用 Dirichlet 定理 及 Abel 定理 
即 可 得 到 ( 见 例 7.1.24). 

下 例 为 我 们 提供 了 一 个 “用 反常 积分 求解 级 数 问题 "的 范例 . 
同时 也 是 本 段 定 理 2 的 应 用 . 
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六 例 7.1.26 试 证 极限 | 
| 六 -= (1) 


其 中 C 是 欧 拉 常 数 ( 见 例 1.2;11).( 仿 北京 师范 大 学 ) 

解 题 思路 ”做 过 习题 5.1.25 和 5.1.26 的 读者 不 难看 出 ,该 
题 中 的 级 数 可 写成 反常 积分 .问题 是 ,能 否 在 积分 号 下 取 极 限 ? 

解 ” 用 [xz] 表 示 取 整数 部 分 ( 即 [zx] 表示 小 于 或 等 于 x 的 最 
大 整数 ) , 则 


[x] n+1 
[eB Be 


各 |(6iy -5 十 


n 


(n 
1 | ~ -1 1 
= | 2 (Gy ry 志 )+ 3 hm 
11 1 + 1 
-5 2 ws | rrdz， 
因此 原 极限 可 化 为 积分 的 极限 ,在 积分 号 下 取 极 限 : 
. 1 < 1 1 ff” 一 to 一 
mlz = zdz =| [x] Tz. 


(2) 


个 


下 面 检验 积分 号 下 取 极限 的 条 件 . 
首先 E13|< 右 ( 当 xe[l, + %),p>0 时 ), 


且 | 六 dz 收敛 ,这 表明 | [dz 关于 p>0 一 致 收敛. 
划 (2) 右 端的 积分 也 收敛 . 
间 又 因 | -lz|<ar -1 (VA>1, 当 ze 
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[1,A]j,p>0 时 ) 且 p 一 0' 时 0A? 一 1>0. 所 以 p 一 0: 时 
Lz] -zx 一 [Lz] 一 zx (关于 zE[1,+co) 内 闭 一 致 收敛 )， 


| 
根据 例 7.1.21 前 要 点 中 的 定理 1, 可 在 积分 号 下 取 极 限 . 
(2) 式 中 的 积分 

国 Edz=l| SE 


1 


其 中 『 Le [zx]- zo =- 疏 [z]- [z]-zi， 可 “dz 
Le Ca ) ey ty 


n—l n-i 
四 1 
= > (ln k—ln(1+k))+ 人 ITTF 


k=1 
1 1 
一 -十 一 
2 3 


故 原 式 -C-1 | 其 中 C= lm [1+ 六 tl hn nj dx 党 数 ] 


注 本题 为 用 反常 积分 解决 级 数 问题 ,提供 了 范例 . 
( 解 题 框架 Silvia) 
b. 含 参 变量 反常 积分 的 连续 性 
要 点 ”证明 含 参 变 量 反常 积分 对 参 变量 连续 ,基本 方法 是 ， 
1) 直接 利用 连续 守恒 定理 : 
定理 若 
iD f(z,y) 在 zx 之 a,yE[c,d] 上 连续 ; 


i) 三 f(x,y)dz, 在 yELc,qd] 上 一 致 收敛 . 


ll 


t+ Ln 1 ， 
n 


则 、 sg(?)= | (zy)dz 在 yE [c,d] 上 连续 . 


2) 利用 该 定理 的 推论 : 
i) f(z,y) 在 之 a,yE (c,d)( 有 限 或 无 穷 区 间 ) 上 连续 ; 
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ii) | may)dz 在 yE (c,d) 内 闭 一 致 收敛 , 则 


g(y)= 全 zy)dz 


在 (c,d) 内 连续 
_ rr” In(1+zx’) 
例 7.1.27 确定 函数 g(a) = | ”了 二 dz 的 连续 范 
围 .( 四 川 大 学 ) 


解 〈 利 用 定理 的 推论 , 先 证 明 g(a) 的 收 伍 区 间 为 (1,4), 再 
证 (1,4) 上 内 闵 一 致 收敛 ) 
so 全 In(l+zx 1az=| lt Jaz+ | b+ ) 4。 


0 x 


= 了 + 了 1， 
3 
其 中 工 以 0 为 奇 点 四 (下 ( 当 z -=0+ 时 ) 可 见 当 且 仅 当 


1 3 + oo 3 
a -3<1 时 ,= | ?dz 收 全 .了 = | dz 以 
0 和 ~ 


+ % 为 奇 点 , 当 a>1 时 收敛 ,a 志 1 发 散 . 因 此 原 积分 g(a) 当 和 且 仅 
当 1<a<4 收敛 . 

其 次 ,假设 [a ,5]CC(1,4) 为 任 一 内 闭 区 间 对 于 积分 I, (这 时 
0<z<1), 当 a 委 9 时 

ln(1+ +x? +x’ ! + x 

( 二 )| nt 二 LE ) 有 [ 站 ) dv 

收敛 .所 以 五 在 <5 时 一 致 收 伍 .对 积分 1,( 这 时 + 之 1) 当 a 之 a 
时 


In(1+ x’) 
TT 1 
收敛 .所 以 了 ,在 a 之 a 时 一 致 收敛 .总 之 ,我 们 证 明了 g(a) 在 [a， 
565] 上 一 致 收敛 . 即 g(a) 在 (1,4) 上 内 闭 一 致 收敛 .从 而 由 被 积 函 
数 的 连续 性 , 推 知 g(a) 在 (1,4) 内 连续 . 
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= te In(l+ x )dx 
z z 


TT 


交 例 7.1.28 若 | ，17(z)1dz 存在 ,证 明 函 数 


g(a)= | f(x)ecos ardz 


在 (- co ,+ %) 上 一 致 连续 . (吉林 工 业 大 学 ,湘潭 大 学 ;四 川 师范 
大 学 ) | 

证 要 证 明 g(a) 在 (-%, + %) 上 一 致 连续 , 即 要 证 明 : 
Ve>0,38>0, 当 la, -al<$ 时 |g(a,)- g(a1)|<e. 

由 于 -A<zxz<A 时 


一 al 


2 


. az2 十 al 
SINn 一 -一 并 
2 


a 
|eos ao 并 一 cos a1x|=2 sin 一 


故 |g(a)—- g(a1)| 
= fz)oos aazdz 一 人 zyeos wzdz| 


z|<le-al4， 


jo0 
<| | f(x) lleos asxz ~ cosaxldzr 


<2] lart2f oder Ales al AD. 
(1) 
已 知 | “1f(z)1dz 存在 ,所 以 A >0 充分 大 时 ,可 使 


2| _ IF(z)ldz+2| f(z)ldr<§. (2) 
至 此 ,再 将 A 固定 , 联 $= Te , 则 当 |a, 一 a | < 
. 24| _ | f(x) | dz 
6 时 ,(1) 最 后 一 项 
Ales-al | 1/(z)ldz<#. (3) 


于 是 由 (1)、(2)、(3) 知 
lg(a2)- g(a1)|< 广 + 广 =e. 证 毕 . 
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* 例 7.1.29 设 f(x) 在 [a,5] 上 有 界 , 试 证 

so)=| Ee 
在 全 数 轴 上 连续 . 

分 析 用 例 7.1.12 的 证 法 易 知 该 积分 在 [a ,5] 上 的 一 致 收 
敛 性 .虽然 如 此 ， 我 们 并 不 能 应 用 连续 守恒 定理 . 因为 这 里 F(z) 
未 必 连 续 . 

下 面 分 三 种 情况 进行 讨论 : 因 f(xz) 有 界 , 可 设 1f(zx) | 二 
M(YzxrE[a,b]). 

二 (证明 g 在 [a ,6b] 外 连续 ) 设 a 乞 [a,5], 当 a 充分 接近 un 
时 ,a 告 [a,5], 因 而 下 式 中 的 积分 均 为 正常 积分 

sf fix) f(z) 
[7 /| 


| ge) — g(a0) 


| 1z 一 aol 
( 因 右 端的 被 积 函 数 连续 ) , 故 这 时 g 在 a 处 连续 . 

2 (证明 g 在 区 间 端 点 a 和 2 处 连续 ) 设 wo = ae, 这 时 可 取 
户 >0 充 分 小 ,使 得 a<at+h<b. 于 是 当 |a-al<h 时 ,a 多 [a+ 


h,b5], 于 是 下 式 中 [a + A,2] 上 的 积分 已 属于 1" 中 已 讨论 的 情况 . 


co 


由 1" 知 L= “ .Ed -| ,A 人 dz ( 当 。 时 ). 


故 只 需 证 明 1 = 大 全 人 ee 三 7 佐 : -他 EAC dz ( 当 w>a 时) 


(1) 


因 -2 < 收敛 Ca 为 奇 点 ) 


7 A 
故 (1) 式 中 积分 EE 也 收敛 
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剩 下 只 需 证 明 : Ys>0,38>0, 当 |a-al<68 时 有 . 


三 2 V A ja ~ 
上 | (7 _f(x) __ f(z) )az 
VIz-al Viz-al 
<v( 大 i). (2) 
而 | 7 一 市 


取 8<&h， 人 时 ,-A<a-a ae+ 关 -ax<28 ,因此 
由 


加 ath-a dt 2 dt 、 
站 er -站 <5 敌 ( 当 关 充分 小 时 ) (3) 


于 作 生 作 全 秆 全 


| 和 = 万 坚 寺 < ,站 < (4) 


(3)、(4) 代 入 (2) 即 得 la - al<6<h(h 充分 小 时 ) 有 
of fz) fxr) 
| [二 Viz-al jaz< 计 + 于 = 
类 似 可 证 a。= 5 的 情况 . 
3 当 ao€ (a,b) 时 ,只 需 [a ,6] 剖 分 为 [a ,ao] 与 [a,65] 即 转 
化 为 co 为 端点 的 情况 ,由 2° 即 得 . 


六 四 、 含 参 变量 反常 积分 积分 号 下 求 导 与 积分 号 下 求 积分 


a. 积分 号 下 求 导 
要 点 ”根据 积分 号 下 求 导 的 Leibniz 法 则 ,要 对 含 参 变量 的 反 
常 积分 


g(y)= | f(x,y)dr 
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现 积 分 号 下 求 导 : 
a(y)= | f(x,y)dz, 


只 须 检 验 如 下 条 件 : (假设 I 为 某 个 区 间 ) 
iD Fr(zy,y), 记 (zy) 在 c 委 z<+ocoyET 上 连续 ; 


ii) 人 fl,y)dz 在 yE1 上 收敛 ; 
i) | 广 (z,y)dz 对 yETL 一 致 收敛 [ 若 工 为 开 区 间 ,或 
半 开 半 闭 区 则 ,不论 有 限 或 无 穷 , 此 条 件 可 放松 为 | f(z,y)dz 
关于 y 在 1 上 内 闭 一 致 收敛 ]. 
网) (| res) = | (zy)dz (Yye 
D). 若 补充 条 件 : 当 yE 工时 ,函数 p(y) 之 4, 连续 可 导 , 则 
(fer) = fled- fe) 9p) 


| (VyE€EDT). 
对 于 无 界 反 常 积 分 有 类 似 结论 . 
例 7.1.30 求 g (a), 设 : 
a(a)= | Edz. (D) 
1 xXxvx -1 


解 奇 点 为 z=1 与 +=+oo. 


1° 在 x= 1 的 邻 域内 ， 被 二 数 与 i 


阶 .在 二 = 十 -的 邻 域 里 ， 与 方 同 阶 . 因此 原 积分 2 


arctan ， ax . 上 
2° dz 三 ，: 2 
厂 [es 六 等] | ER (2 
而 
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,Va€E(-%,+%). 


2 


1 
rvr -1 (1+ax? rr-1 
中 一 7 收 剑 ， 故 积分 (2) 关 于 wE (- co,+ co) 一 臻 


3" 被 积 函数 ,以 及 它 对 参数 的 导数 的 连续 性 明显 ， 因此 


= | 一 -一 全 一 一 

5 1 xvVzr -llt+a’r) 

‘dz 一 
rr (ee?) 


+™ 1 du 
一 § 一 -一 一 一 一 一 二 tt 
| 1+a’(1+u’) + (w= tan 1) 


jo : 2 
-| (Fe me 
-3 [a ) z 

2\ Vi+tez) 
例 7.1.31 求 g(a,B), 设 

sa.8)= 广 en oretan Eqz («>0,8>0). 
解 (证明 可 在 积分 号 下 对 6 束 导 ) 
i) 因为 xz 一 0 时 arctan 一 .所 以 


=aB. (1) 


lim arctan ez -arctan Br _ 
故 之 =0 不 是 奇 虑 而 在 z= + oo 的 邻 红 内 
arctan een Br < 世 ， 
因此 原 积分 收敛 . 
0 | (pmp) a 0 
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arctan Bz n 
一 一 sj | 声 ,a 宕 ao >0. 
rl+a zr)| 2z(1+aoz ) “0 


到 有 角 ( 0 不 是 奇 点 ). 
iii) 被 积 函 数 以 及 对 参数 a 的 导数 在 z>0 a>>0 上 连续 (xz = = 
0 为 可 去 间断 ). 总 之 符合 积分 号 下 求 导 的 全 部 条 件 , 因 此 


, _ [*” arctan Br 
sap)= | Za ) dT (3) 
类 似 可 证 (3) 式 可 在 积分 号 下 对 8 求 导 ,所 以 
wz 加 dz 
sa,B)= | Ura (TP) (4) 
1 +% 2 
-zp (二 -二 本 jd ( 当 wxs 有 ) 


_ x 
2(Ca+fB): | 
最 后 的 结果 gna,B)= 0a FH a、B>0 人 恒 成 立 .这 是 因为 积 
分 (4) 在 a,B>0 上 内 闭 一 致 收 化, gg 在 a,8>0 上 有 连续 性 ,从 
a 万 B 的 结果 取 极 限 ,可 知 a= p 时 亦 成 立 . 
下 例 说 明 积 分 号 下 求 导数 的 一 项 应 用 . 
六 例 7.1.32 设 1 
F(z)= | ed .(z€E[0, + 0)). 
试 证 ;1) lim, F(x)=0; 
2) F(x) 在 [0， + ) 失 音调 递减 
(上 海 师范 大 学 ) 
证 1) 应 用 LHospital 法 则 


lim F(xz)= lim-z 
了 下 十 oo r+ ee- 斑 
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rim 2 
2) F(z)= res| e- 入 dt -ee 二 
+ oo x + oo 2 
= | Xe 7 di-1<| te 7T dt-l 


t=+% 


-1=0. 


了 


故 F(OzD) NA. 
b. 积分 号 下 求 积 分 
要 点 ”要 对 含 参 变量 的 反常 积分 


g(y)= | F(zyy)dz 


实现 积分 号 下 求 积 分 ,只 须 验证 条 件 : 
i) jzy,y) 在 ae 委 z< +ococ 委 ySd 上 连续 ; 


站 | fry)dr 对 yEf[ec,d] 一 致 收 化， 


则 『 dy | (zy,y)dz= | dz | fxs)dy. 
男 外 ,车 :i) f(z,y) 在 za, yc 上 连续 ; 
ii) | zy)dz 在 yE[c,+c) 上 内 闭 一 致 收 伍 . 


| zay 
对 ,在 [a ,+ co) 上 也 内 闭 一 致 收敛 . 
动人 dy| f(s) ldz 及 | dz 三 1f(z,y)ldy 至 
少 有 一 个 收敛， 
则 全 dy 三 (zy)dz= 三 dz zy)ay 


例 7.1.33 计算 积分 _ 
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十 oo ee 的 
I= | 一 村 -os Ndr， a,b>0. 
0 


ar _ -br 5 
解 因 =| e-“da, 
二 oo 6 
故 I = | dz | e “cos mzda 
0 


. a 
b +o0 
= | da | e “cos mzdz, 
a 0 


(| eeos md 对 a E [a ,5] 一致 收敛 . ) 


由 此 I= | Qa da=L1 b+m? 
wa 十 天 “Tarnm 


x* 例 7.1.34 试 利用 


二 oo 


_ 2 令 x=az 十 c9 _22 
[ e du ae “dz (Ya>0)， (1) 
计算 积分 | eda. 
0 


解 (1) 式 表明 g(a)= 三 ae“* dz 是 取 常 值 的 函数 . 记 


十 oo 


则 


P=1. edo= | Je da 
0 


0 


to to _22 2 
= | (| ae dz je da 
0 0 ， - 


十 oo 十 oo 2 2 
=| dc | ae rz dr 
0 0 
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注 | 响 ee dz 通常 称 为 Euler - Poisson 积分 ,在 概率 论 中 


非常 有 用 . 它 的 值 可 用 多 种 方法 算出 , 除 本 例外 ,如 本 节 还 可 参看 
例 7.1.44, 例 7.1.48. | 


交 五 、 反 常 积 分 的 计算 


上 二 例 说 明 可 用 积分 号 下 求 积 分 的 方法 计算 反常 积分 . 下 面 
我 们 进一步 讨论 计算 反常 积分 的 其 他 方法 

a. 利用 积分 号 下 求 导 . 

六 例 7.1.35 计算 积分 

*® arctan ax 
s(o)=| 和 dz z. (河南 师范 大 学 ) 

解 (困难 在 于 分 子 里 有 arctan ax， 因此 考虑 在 积分 号 下 求 
导 ,消去 该 因子 ) 

二 因 g(o)= 一 g(-a), 所 以 只 须 考虑 a 宇 0 的 情况 .重复 例 
7.1.30 的 计算 可 知 

so) = (1 7]， 当 ">0. 
2 因 g(0)=0, 所 以 a 宇 0 时 ， 


g(a) = g(a) ~ g(0) = | 8'(t)d 


= Tf /1 7 _ /Tr 

| A) F(a+l1 1+ a’), 

从 而 | 
g(a) = 本 (lal+1-V1+oz)sgna (—-o<a<+o%). 
例 7.1.36 计算 积分 


十 oo 
arctan aZ "arcta 
g(a,8)= | er "arctan Peg, 
0 区 


解 当 c>0,8>0 时 ,重复 例 7.1.31 中 的 计算 有 
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， _[’™” arctan Bz 
g(a,B)= | Fedz， (1) 


g's(a,B)= Fa rH) (2) 
由 此 对 8 积分 得 
g(a,B)= FIn(a+B)+C(a) (8>0). (3) 
注意 积分 (1) 对 于 8 之 0 一 致 收敛 ,因此 
，  ， 六 ”arctan Bz 加 
加 0， 


故 在 (3) 中 令 8-~0 取 极 限 ,可 知 C(a) = 一 本 In a .因而 


gs(c,P)= 了 mA (a>0,8>0). (4) 
将 此 式 对 a 积分 ,得 
g(a,B)= Faln rE+FBn(a+ B)+ C1(B). (5) 


注意 到 原 积分 g(c,p) 关 于 ,PE(- co,+oco) 一 致 收 敏 ,g(c;6) 
在 (0,0) 处 连续 .因此 (5) 中 令 a 一 0 可 得 


C1(p)= -BIn P, 
= A Cat p) 
故 g(a,B) FIn a (a>0,8>0) (6) 


因 g(a,8) 对 a、P 分别 为 奇 函数 .所 以 


a lal+t 18l 
ce a) (sgn 8B)ln "| rr ， ups0， 


0 ， . aB=0. 


中 亦 可 由 g(a,p) 对 a,8B 的 对 称 性 ,从 式 (5) 可 直接 看 出 C1(8) = -也 Bn B+ 


C2 ,然后 利用 a= p=0 时 g(0,0)=0, 可 得 C2=0, 从 而 C1(8) = 一 也 pn B. 
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b. 通过 建立 微分 方程 求 积分 值 
六 例 7.1.37 求 a(o)= | ecos2ardz 
(已 知 g(o) = 浆 ). (复旦 大 学 ,中 山大 学 ,四 川 师范 大 学 ,北京 师 


范 大 学 ,华中 师范 大 学 ) 
解 1 (验证 积分 号 下 求 导 条 件 )( 略 ) 


2° g(a)= | (er-” cos 2az) dx 
. 0 
+% 2 
二 一 | 2ze ” sin 2ardzx 
0 


.2 
=e ” sin 2ax 


> —2¢0¢ | e-z cos 2azrd 
= -2ag(a), 即 g(a)= -2ag(a). 
3" 解 此 微分 方程 ,注意 g(0) = 次 ,可 得 


2 


g(a ) = 区- 


附注 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 , 该 该 积分 可 在 积分 号 下 微分 任 
意 多 次 ,从 而 - 


| ze-* cos 2ardzr = (De ) . 
0 


e. 引入 收 和 伍 因 子 法 

有 时 不 能 在 积分 号 下 求 导 ,但 引入 “收敛 因子 ”之 后 ,可 以 进行 
积分 号 下 求 导 . 

交 例 7.1.38 计算 Dirichlet 积分 


*™ sin Br 
| dz. (1) 


分 析 用 Dirichlet 判别 法 , 易 知 该 积分 收敛 .但 积分 号 下 求 导 
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之 后 ,积分 


[中 Gd dz = 人 cos Brdz 
0 本 8 0 . 
发 散 .不 满足 积分 号 下 求 导 的 条 件 .为 此 ,我 们 粗略 的 想法 是 引 人 
收 敏 因子 e。“ ,考虑 积分 
co 

车 真能 计算 出 g(a), 则 原 积分 等 于 g(0). 这 里 收敛 因子 e 气 的 作 
用 在 于 大 大 改善 了 收 钱 性 .不 仅 积 分 本 身 收 敛 , 而 且 积 分 导 下 求 导 
之 后 ,所 得 积分 也 内 闭 一 致 收敛 .于 是 可 使 用 积分 号 下 求 导 的 方法 
来 计算 积分 . 

解 rr ("加 dzr=— [0 e “sin Brdz, (3) 

le “sin Br |<e “Se "7 (ca 之 ao >0)， 

且 人 ezdz 收 伍 ， 
所 以 积分 (3) 在 “>0 上 内 闭 一 致 收敛 .其 他 条 件 明显 ,所 以 


g (a)= | (Gt dz= 一 [a e “sin Brdz 


e- “sin 如 dy， (2) 
I 


四 
一 Zr ( 当 c,8>0 时 ). 


由 此 
g(a)=~arctan 和 +C ( 当 a,B>0 时 ) (4) 
因 8>0 有 时 ， 
lg(a)| = ee dy 
<e| edz= 女 0,( 当 w+oo). 


故 在 (4) 式 里 令 a 一 + co 取 极 限 ,可 得 C= 地 于 是 
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g(a) = 可 一 arctan 太 (a,B>0): (5) 


2 我 们 的 目的 是 求 g(0) , 若 证 明了 g (a) 在 a 之 0 上 连续 , 则 
g(0)= lim g(a). 根 据 连 续 守恒 定理 ,我 们 只 要 证 明 g(a) 在 a 之 


0 上 一 致 收 伍 , 且 被 积 函 数 在 < 之 0,a 之 0 上 连续 .事实 上 ,因为 
|， 加 诺 gz 收 敏 ,自然 关于 “>>0 一 致 

e“ 对 xz 单调, 且 |e-“|<<1 一 致 有 界 . 由 Abel 判别 法 , 知 
g(o) = | ee" 吕 诺 qz 在 s 之 0 一 致 收 伊 .车 令 


e“snf 当 xz 站 0， 
f(x,a)= 区 
B， ” 当 六 =0. 
则 g(a)= | (zyae)dz, 且 f(x,a) 在 zx 之 0,a 之 0 连续 .如 此 
我 们 证 明了 g(a) 在 a 宕 0 上 连续 .在 (5) 中 令 a 一 07 可 得 
| 于 de=g(0)=g(0')= 于 (p>0). ， 
因 sin z 为 奇 函数 ,所 以 | 
[ 呈 er sgn B- (~-o<B<+om).. 


其 次 ,也 可 把 (2) 中 的 积分 看 成 8 的 函数 ,在 积分 号 下 对 8 求 
导 进 行 计算 ( 留 作 练 习 ). 
d. 利用 反常 积分 定义 及 变量 替换 


次 例 7.1.39 设 F(z) 在 [0,+ co) 上 连续 ， [ /a (4> 
0) 存 在 , 试 求 积 分 (G. Froullani) 


三 ee 二 Aer)a。。。 (ee>0).( 大 连理 工大 学 ) 


分 析 积分 | ”下 } 一 人 如 )44 有 二 奇 点 z= 二 oo 及 二 
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0. 因 ”公堂 dz 存在 ,我 们 只 须 考虑 奇 点 zx 0. 换 句 话说 ,我 们 


的 任务 在 于 求 极 限 
lim 网 flar) 一 For) 1 
A>0*JA z 
为 此 ,我 们 将 积分 拆 开 ,分别 作 变换 ,将 积分 变形 : 
™ flar)- flor) -= 1 flar) gs 站 pz) 
Tx A 人 A 


A 


= [ A a -三 f(z) 4. 


bA 之 


= 「 fq 「 帮 4Az)az， (1) 


Az) 作为 二 元 函数 在 A 之 0,zE [4,6]( 或 [5,4]) 上 连续 ,由 连 
续 守 恒定 理 ， 
lim 「 LAr) a = (0) | 至 = J(o)in 攻 . . 


Am0 


故 原 积分 =lim |， 女 <2 二 太 bz)dz= f(0)In 辽 (ae ,5>0.) 


A TX 


注 (1) 式 中 的 积分 亦 可 利用 积分 中 值 定理 
| 7 Tare= (In Sf(0)In 2 
( 当 A>+0 时 ), 其 中 在 ah 与 bh4 之 间 . 
例 7.1.40 设 人 zx) 在 [0,+ ce) 上 连续 , 且 lim f(x) = 上, 试 证 
Caz)- f(bzr) 
TT 


0 


级 数 解 法 
交 例 7.1.41 计算 积分 


jo ar? px? 


I= | dr (a>0,6>0). 


(西北 师范 大 学 ,中山 大学) 
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dzx =[f(0) -kJin 也.( 中 国人 民 大 学 ) 


本 例 有 多 种 解法 ,如 

解 I (利用 积分 号 下 求 导 )( 留 作 练习 ) 
解 古 (利用 积分 号 下 求 积 分 )( 留 作 练习 ). 
解严 《利用 分 部 积分 法 ) 


十 oo -bx oar 十 oo 
r=-| (e-em )dl=e Te : 
0 Tr 0 
十 2 (be-” _ ae” )dz 
0 
=2V5|， eV dvr -2Va | e- Wd(V az) 
0 0 


=Yr(Vb -Va). 
解 太 (化 为 二 重 积分 ) 设 >a>0, 则 


十 oo pz -yy 
1=| dx ody- | rdedy, 
0 ZX Jar x 
其 中 也 = 1(zy):0 委 z< + ooaz < 委 y 委 pz 


不 难 证 明 (0,0) 不 是 奇 点 .该 反常 二 重 积分 收敛 .事实 上 


图 7.1.1 Wp 
eh 
(3 
F797 。 ss i 


0 


人 5-_Va) | 史 edu= (VB -VaW. 


该 结果 虽然 是 在 上 >a>0 的 条 件 下 求 出 的 ,但 车 a = 5b 显然 结果 
仍 成 立 . 至 于 a >65>0 的 情况 ,只 要 从 积分 号 下 提取 因子 (- 1)， 
可 知 上 述 结果 仍 被 保持 . 

本 例 的 主要 目的 在 于 介绍 级 数 解 法 . 

解 YV (级 数 解法 ) 不 妨 设 5 >a >0. 


2 2 
一 ar 一 pr (b-a)rxr bd 
一 2e 1 1  -i n, 2n-2 
Z e 2 一 一 Te (5b-a) I 
I n=1 了 2， 


令 n=k+1 a 


1 ez (人 
之 ) (ETTJI 
2=0 


故 了 = | er -e” dv- 号 7 Ga) | ee ztdz (1) 
0 rx 全 (k+1)1 “ 
注意 到 =0 时 


(2) 
(2) 式 两 端 对 5 求 导 得 
| ee zx:dx Vr.1 1 
。 五 也 二 


这 是 (1) 中 有 &=1 项 的 积分 .继续 对 5 求 导 可 得 &= 2 项 的 积分 .用 
数学 归纳 法 可 证 (1) 式 中 第 有 项 的 积分 


| -d= Vr13...2k-1 1 
0 


因此 (1) 式 变 为 


1/1 | 
a 
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-ob[(1+ 8) -1] = a). 


式 (1) 逐 项 取 积分 是 合理 的 .这 是 因为 YA>0,[0,Aj 上 的 积 
分 可 逐 项 取 . 而 逐 项 积分 之 后 所 得 之 (关于 A 的 ) 级 数 ,以 式 (1) 右 
端的 收敛 级 数 为 优 级 数 ,所 以 它 关于 AE (0, + ~) 一致 收敛 , 故 
可 令 A 一 + co 逐 项 取 极 限 , 得 式 (1)( 参 看 下 例 ). 


例 7.1.42 若 F(z)= Y az(a >0,7=0,1,…) 的 收 化 
半径 为 + mo , 且 > aon! 收 全 . 则 [ 虽 e-z*f(z)dz 也 收敛 , 且 


辣 e“F(z)dz= Faun!. (1) 
(东北 师范 大 学 ) 


解 因 f(x)= 3 ax", 所 以 


| ef(z)dz= lim | eS arrdei. (2) 

因 级 数 收敛 半径 为 + oo, 且 因 e-* 有 界 (e-* 过 1) 故 在 [0, A] 上 可 
逐 项 积分 ,继而 | 

全 e "f(z)dr= lim D2) | zerzdz | (3) 


A !: ,i 
n -I 一 
“| re dz|<e| Zerdz = an!, 


0 


且 已 知 > am! 收敛 ,因此 (3) 中 级 数 对 AE (0, + oo ) 一 致 收 
仇 ,(3) 式 可 乏 项 取 极限 ,于 是 


一 » 4 n -zx < 
| e “f(zr)dzx = Da tim |, Xx"e “dz 一 之 en! 


六 例 7.1.43 求 /(z)= In(1— zeos 0)dg (|z|<1). 
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(华中 师范 大 学 ) 
解 I (用 积分 号 下 求 导 ) 


F000 

一 史 

所 以 f(z)=nin lt (| xl<1). 
解 工 (级 数 解法 ) 


f(z)= In(1 ~ zzcos "0)d9— - 『 > 工 _cosz"gdg 


2n La 


=-- 5 cos?"0d0 

> 2a -1)!1 xx (22 一 1)1! ,, 
= nl I : 

注 比较 -结果 可 得 in(1+VL- 二) 的 Maclaurin 展开 式 ， 
以 及 在 zx =0 的 各 阶 导 数 的 值 . 

e. 利用 别 的 积分 

我 们 知道 ,利用 分 析 和 代数 的 各 种 手段 , 将 要 求 的 积分 化 为 已 
知 的 积分 ,或 易 求 积分 ,这 是 计算 积分 的 根本 方法 . 下 面 看 


-x2(1+ 


六 例 7.1.44 试 利用 积分 pz)= | a 计算 积分 
I= | edz. (河南 师范 大 学 ) 


解 令 F(z) = (fa) , 作 变换 : = zu 易 验证 


9 (zr)= -f(rz) ( 当 z>0 时 ). 
从 而 有 f(z)+ p(x)=C. 


取 z=0, 知 C= 地 -于 是 AF(z) = 二- p(z)， 


= lim f(z)=- lim p(xz). (1) . 
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注意 到 
e+ ) 2 ， 
Se -0 ( 当 z 一 +oco 时 )， 
u 


~ (1+u 2) 


所 以 x->+ co 时 ,二 二 -一 0 (关于 xE[0,1])， 9(Zz) 可 以 在 积 
分 号 下 求 极限 : 


1 @ 201+u 2) ee 201+22 ) 


lim p(T)= im | du -| ~ du =.0. 
代入 式 (1) 知 
学 了 二 重 积 分 的 读者 ， 请 解 下 是 
例 7.1.45 试 求 
,1 人 sin( > Vr: +y) 
a Ee 
其 中 DS ye (江西 大 学 ) 


提示 小 sin(z Vx? sin(z Vx +y ) 
Tn 


示 3 dz dy = 00s2z, 利 用 例 
Vr 


x* 例 7.1.46 函数 f(z) 在 整个 数 轴 上 连续 并 是 f(x)>0, 
已 知 对 所 有 的 


三 el f(r) dr<l. (1) 
证 明 : Y a、b(a<b) 


(2) 
(国外 赛 题 ) 
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解 [目标 从 (1) 推 出 (2)](1) 式 等 价 于 : Ya、5(a<5b) 有 
『 e ll f(x)drl. (3) 


因此 『 di 『 eld f(z)dr<b-a. (4) 


但 [af ede /0 (fern)as, 
其 中 
『 e dt = [ ed 十 「 er dt 
2 一 ee 
故 (4) 可 改写 成 
[WC . ， (5) 


即 「 madz 过 6 本 2 + [| ep)az + er)az]. (6) 
『 ee Fr(z)dz 一 「 el 7 f(r) dz 
<| “Ar)dns1 


同伴 | ex “7(z)dzs<l. 所 以 由 (6) 可 得 (2) .证 毕 : 
* < 例 7.1.47 证 明 Wallis 公式 
四 (22 -1)!! /12 
YE 
证 I (利用 含 参 变量 积分 ) 
V2n = 2n Ti sin "rdz， (1) 
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在 积分 中 令 x = arccot , 则 z=Vn+t+lcot zz 且 工 =0 时 


z 
vnt+l 


t= -z= 于 时 1=0,dz = 一 一 yz 半 于 -于 是 (1) 式 变 
+ ( 志 所 ) 


为 


2n DD Vantli 2 re 
2n+1 (2n)ll /Ari xjo-… (| 


故 


_ 11 2 —{n+1) 
1 才 


n>% TH nt+l 
因 [ (1+5) “a 对 nEN 一 致 收敛 ， 
(1+5) “二 "关于 i:€E[0,+ 00)( 当 nn 一 吕 时 )， 
因此 可 在 积分 号 下 取 极 限 , 所 以 
lmV2n T7102 lim (1+ t ) a 


运 工 (利用 两 边 炎 法 风 ) 因 本 
| sin"’!zrdzr< 上 sin2"zdz<< | sin2” 1zdz， 


由 Wallis 积分 公式 ,此 即 
(2n)1! (2n ~1)!!lx (2n -2)1! 


Crz+TDIT<S Gn 2 Gn 


由 此 


. ( (2n)!! 1 (2n)!1! ) 冯 


Gn -11 ) rn 3< (ee Dn n (1) 


»* 803 ， 


提 ed (En) (rr) | 


(Cam Y 工 - 
-im (<e 直 2 


由 此 知 


1 (2n)!1!l Y\? x 、 
x 例 7.1.48 试 利用 极限 


2、-—n 
lim (1+ 却 一 e ” 


计算 积分 I= [eraz. 


=lim (i+) a : (1) 
( 令 z=Vncot 1) = lim | Vasin"?14 
noo 0 


页 
。 7 。 - 
=limyn | sin2" ?7dr 
和 0 


_ | (2n ~3)!!x 
= limV “15 -2)112 


= lim I 2 
”V2n-1 (2n —2)1112\7 2 
(5 你 3] ) 
(利用 上 例 ) = 


等 式 (1) 积 分 与 极限 交换 次 序 是 合理 的 .因为 :利用 Dini 定理 
知 ,连续 函数 的 单调 序列 (1+ 三 ] ,mn -oo 时 ， (二 


一 
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e-”, 关 于 zE[A,B]. 其 中 [A,B]CL0,+ 00) 为 [0, + %) 的 任 
一 内 闭 区 间 . 又 由 M 判别 法 易 知 积分 (+ 到) dz 对 一 
致 收敛. 

七 、Euler 积分 


导读 ”Euler 积分 不 是 考研 重点 ,但 偶尔 也 能 见 到 ,数量 相对 
较 少 .在 数学 分 析 课 程 中 不 算 主 干 内 容 . . 

直到 自前 为 止 ,我 们 经 常 使 用 的 只 是 些 初等 函数 .这 给 我 们 的 
研究 和 应 用 带 来 了 很 大 的 局 限 .利用 含 参 变量 积分 ,是 引进 非 初 等 
隐 数 的 一 个 重要 途径 . 所谓 Euler 积分 , 正 是 如 此 .Euler 积分 在 理 
论 和 实践 土 的 地 位 , 仅 次 于 初等 函数 ,应 用 十 分 广泛 .本 段 的 目的 
在 于 熟悉 Euler 积分 的 基本 性 质 , 并 讨论 如 何 利 用 Euler 积分 来 表 
达 其 他 的 积分 . 

a，Euler 积分 及 其 基本 变形 

要 点 ”要 顺利 求解 有 关 Euler 积分 的 各 种 问题 ,必须 熟练 掌 
握 Euler 积分 的 定义 ,它们 的 基本 变形 ,以 及 基本 性 质 . 

了 函数 〈 第 二 型 Euler 积分 ) 


定义 r(o)= | ze le “dz (a>0). 
基本 变形 r(a)=2] 17 1e- di ( 令 工 = 时 )(a>0). 


r(a)= [ (n+) a ( 令 ==m 了 时 )(a>0) 
性 质 
D r(o)= | ”arterzdz 在 (0,+ co) 内 闭 一 致 收 伍 ,Fe ) 


在 (0, + co) 上 连续 .有 连续 的 各 阶 导数 , 求 导 可 在 积分 号 下 进行 ， 


TY (a) = | zx" le (In x)"dz. 
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2) ( 递 推 公式 )P(ae+1l)=apr(a), 特 别 由 了 1)=1 知 
TT(2)=T(1)=1,T(n+1)=n! (n€EN). 
《27 ~1)!! 
由 T( 子 )=Yi 知 Tt 三 )= 
了 函数 只 在 正 半 轴 有 定义 .利用 递 推 公式 可 定义 “<0 时 ra). 
3) ( 余 元 公式 ) 


T(a)T(1—-a)= 
4)〔 售 元 公式 )( 又 称 Legendre 公式 ) 


(0<a<1). 


2 ps 1) 0, 
rs) = ET )T(a+ 雯 ) (a >0). 


B 函数 (第 一 型 欧 拉 积分 ) 
定义 B(p,9)= | x (1-zx)’ dz (pqg>0). 
基本 变形 


B(p,g) = ?| cos’! Osine! 0d0 ( 令 之 二 co80 时 ). 
0 


p-l1 


Bl(p,9) = 1 du (全 = 这 时 


1 + w)?'” 


进而 将 此 积分 拆 成 [0,1],[1, + oo) 两 段 积分 ,后 者 作 变换 w= 并， 
仍 把 1 写成 w, 则 有 
十 22 1 


1 at 1 “ 
B(p, gq)= so (Tad 


性 质 | 
1) VY Ep, pa;q1,q92]C(0,+ ;0,+ oo), 该 积分 在 [ pi, pp,; 
gi;42] 上 一 致 收 合 . B(p,q) 在 (0, + co;0,+ co) 上 连续 ,有 连续 
的 各 阶 偏 导数 . 
2) (对 称 性 )B(p,g)=B(g,p). 
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3) ( 递 推 公式 ) 


B(p,q)= 二 1B(P,9-1) 
~_b-l1 - 


特别 ,对 正 整 数 m,n 有 


Blm,n)= 于 
4) ( 余 元 公式 ) 
B(p,1— pp)= (0< p<1). 
特别 8 去, 去 |=r: 


5) (Dirichlet 公式 ) 


B(p,0)= Ter. 


b， Euler 积分 的 相互 转换 
Euler 积分 的 许多 性 质 , 实 际 上 是 Euler 积分 的 相互 关系 , 利 
用 这 些 关系 可 以 进行 各 种 转换 . 


例 7.1.49 证 明 B 地 1 


信 元 公式 r( 引 = 开 r 信 )( 信 + 二 
因此 os 
oy 
利用 余 元 公式 l 
ri) 人 -二 (让 = 一 本 -= 各 
故 欲 证 等 式 成 立 . 


c. 利用 Euler 积分 表示 其 他 积分 

用 Euler 积分 表示 其 他 积分 的 方法 ,说 到 底 ， 主要 靠 变 量 替换 
以 及 各 种 变形 . 

例 7.1.50 求 积分 


1 
| zx? (1—- x")!idzr (pg、m >0), 
0 机 下 


并 证 明 
[ ,.[ zdz = 
二 zi JoVI-zf 4 
解 令 z" =z, 则 


ae)rrdz = 二 | ean 
_ lp 1 
Wms er) 47 (Er) 
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< dz 
| V3—cosx 


解 『 dz = | dz 
6 W3 一 cos 工 0 l—coszx 
2+2( 一 至 二 ) 
=- 方 | 一 全 一 1 
2 


1 1 1 1 
| (1+u) 7T(1—-u) Tu ZTdu 
0 


1 2 一 1 

-万 | (1— we) -#3du | (I-20) td 

-2 £11(1 1)!1dz = 
0 


7.1. 求 1= (sn? YY dp 
例 7.1.52 求 1 | (Fe 可 1+ koos 
解 由 半角 公式 tan 多 = 了 9, 令 t=tan 号, 则 


> a-l1 
sin 0 _ va-1 1- = 
(和 :os 9 一 让 三 ,qd9 一 


2V2J0 
1 (3 ; ) 
—-B on ||: 
2V2 4 "2 
a—1 d 
kos 9 


(0<k<1). 


2dt 
1 + 所 
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I= 全 .一 > 
0 1 1 一 志 1 十/ 
工 十 好 


+ oo te 1 
一 dz 
?| (1+k)+(1~k)r 


| 于 和 _ 
-人 72) | ee dV/ Gs). (1) 
T+RW TE | (JE 本 IT 


人 V 诗 丰 =tan 交 则 
_ 1 He)T a-10 
| 入 -天 ， tan Fd0. (2) 


= 2 1- x 
=B( 儿 ,1 2 a (3) 
Sm Fn 
因此 
I=_1 ( I) x 
1+ 1-& sin Lx 
2 
* 例 7.1.53 设 :>1, 证 明 ， 
十 oo (la x)! 四 
， Zz T(E)S(), (1) 


其 中 (4) 为 耳 数 ,S(1) = >) 二 (为 Riemann & 函数 ) 《中 国 
科技 大 学 ) 

解 1° ZX 阅 1+0 时 ， 
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(ln 了 1 _ {lnf1+ (zxz—1)]}’! 


1 , 
zr-1) zz (zr “>, 
又 z 一 二 co 时 ， zz. (In 工 ) 一 0 . 
xXx(zxz-—1 
因此 (1) 左 端 积分 收敛 . 
2” (1) 之 右 端 为 
1 这 1f” 
TD)S(D)= TO) 己方 = pa e “wld 
令 wW=ny > ewy ldy. ， (2) 


为 了 证 明 等 式 (1) ,应 将 左 端的 积分 也 写成 级 数 形式 ， 
= | 

全 站 2 1 Des, “1dy. (3) 

3” 比较 (2)、(3), 可 见 见 问 题 归结 为 是 否 可 以 逐 项 积分 事实 
上 ,因为 De “关于 yE[0,4] 一 一 致 收 贫 (4 >0), 故 


+oo 


| 2 dy= 本 Re dy 
-一 9 Ty ti-1 | ' 
-二 | 和 ， (4) 
又 因 | 
A 十 oo . | 了 
| e vy 'dy < < ey ldy | - i 


邻 ny= +o% 
| eu'ldu 一 CD- (YA > 0)， 


而 Dr =r Di 元 收 笋 ，， 
所 以 级 数 了 | 。 sy -idy 对 A>0 -一致 收 获 ， 


. 811 : 


故 (4) 式 可 逐 项 取 极限 .于 是 
. jo % ” A 
| 之 ) e ”7 dy 一 2 im,| e ydy 


op 


= >| e yr!dy. 
n=1 . 


问题 证 毕 . 
例 7. 1.54 利用 
去 -TO tesdt (z>0), 0) 
求 积 分 | 空 eos ez CO<w<D 1 : (2) 


我 们 先 说 明 一 下 式 (1) .事实 上 | 
Tm) 二 去 | u” 'e “du = 人 (位 六 sa 这 


x 并 0 
令 上 = 至 +o0 
| tr le *dt 
+ 0 
所 以 (1) 式 成 立 . 
解 ” 利 用 式 (1) : 
| 衬 CoS Ty = 人 COS rdz | 如 Le -dz 
0 
-For tdzt 三 e “cos ardz l . (3) 
o - 


一 1 [ 虽 1™- 1- t dz 
T(m) az 十 友 


令 上 = atan wu 7 a tan”"u du 
~ Tlm 2cos 本 


读者 不 难 验证 上 面积 分 交换 次 序 是 合理 的 .最 后 一 步 等 式 可 重复 
*， 812 ， 


例 7.1.52 式 (3) 的 步 又 得 到 . 
例 7.1.55 已 知 0 二 hh<1, 正 整数 ”之 3. 


a 

证 明 | (05dt>> 砍 -2 (中国 科 技 大 学 ) 
(3) 

解 | (1~ 21) dz 2 (1 hu) du 


宇 h [ (1— wi) du (再 表 成 Euler 积分 ) 


今 = si 了 
> 和 | cos" :Ocos 0d0 
0 
nl 
-和 4B (二 st 2 )， 
2 2” 2 : 


人 
例 7.1.56 证 明 lm| e-” dz=1. 
证 靖 edr= 交 tedt=3T (3) 

= (二 +Ij~PCD=1 ( 当 w>o 时 ).( 因 (1) 连续 .) 


d. 余 元 公式 的 利用 

厂 函数 ,B 函数 都 有 余 元 公式 .其 突出 特点 ,是 把 含 Euler 积 
分 的 式 子 写成 了 初等 函数 .这 在 一 般 情况 下 是 办 不 到 的 .上 面 已 见 
到 了 它们 的 应 用 ,下 面 举 例 进一步 说 明 它们 的 用 途 . 


例 7.1.57 计算 积分 1= | (n>0). 
0 一 x" 
解 令 x”"=z, 则 : 
[= 工 ed AB( 全 -二 )= 式 
n : n \n 


十 co m-1 
例 7.1.58 计算 积分 | Td (n>m>0). 


答 nT 


.mn 
nsSIN 一 一 
n 


例 7.1.59 计算 积分 1= 三 ZInzdr (0<p<1). 


IT 二 芯 
+ 9 
解 1=| (a 记 )。 主 #1 
_9 _ x _ Xeospr 
(人世 sin pr 


读者 不 难 验证 求 导 与 积分 交换 次 序 是 合理 的 . 
例 7.1.60 计算 积分 


+% p-l1_ gq-l . 
| (TF dr (0<p\q<1). 


一 CC 


3 十 oo 3 p-1 gq-1 本 +% p-1 
解 Fs1=| (Hi) | 工 + 痉 dz ， 


=B(p,1-p)= 


sin ri 


由 此 1(p)=In|tan HF | +C(g). 


因 p=g 时 ,T=0, 所 以 C(g)= -In 


- | tan 好- 
因此 T=1n . 
gx 上 

tan 2 


2 


(此 处 略 去 了 积分 号 下 求 导 条 件 的 检验 .读者 还 可 用 积分 号 下 求 积 
分 的 方法 来 计算 本 例 . ) 
例 7.1.61 计算 积分 


| 1) I 二 [ ln T(x)dzr, 2) | (ln T(x))sin nxdz. 
. 814 . 


解 1) 令 过 =1- 作 变换 , 仍 把 积分 变量 写作 z, 则 得 
了 一 [ In T'(1— x)dz. 


两 端 同时 加 以 1 三 | in T(z)dz, 得 


sin xXx 


27 =| mLr(z)PGL-z)dz= | ln -一 -dz ( 余 元 公式 ) 


= ln <- | la sin rzdz 三 ln < 去 上 ln sin tdz 
0 TJo 


= 1]n 2x ( 见 例 4.5.7). 
所 以 T=in V2x. 


含 参 变量 的 正常 积分 
、 2)= “ p(x)dxr : ‘(x 
7.1.1 设 I(e)- | 名 党 ,其 中 函数 p(x) 及 其 导数 g(x) 在 闭 区 


间 0 委 z 委 ac 上 连续 .证 明 : 当 0<a<a 时 ,有 
ro) = + + ar 


提示 令 x=at 之 .并 用 分 部 积分 法 变形 . 
再 提示 


I'(a)= 


; 寺 上 A 


则 1(a)= -大 | 9p(at)dv 1i= 声 pC0)+ 去 下 Vv a zp (xr)dz 


Ji(a)= | zp (x) | 


a a 


/ _1 “{va- , 
故 To- 大 po 人 2 为 所 来 


7.1.2 在 区 间 [1,3] 上 用 线性 函数 a + bz 近似 代替 函数 /(z)= xz? ,使 . 
» 815.， 


3 
[ (at+br— zr ) dr=min. (等 :4z- 号 ) 


3 
提示 记 F(a,b)=| (a+brx-xi) dr, 令 F,=F,=0 可 得 : 
1 


注 这 是 最 小 二 乘法 的 一 个 简单 应 用 . 它 体 现 了 最 小 二 乘法 思想 和 作 


交 7.1.3 计算 积分 
a) FE In(a’sin x + bcos x)dx. 设 a,b0( 答 :zln lal 3 151 ) 
0 一 7 了 
b) | ln(1-2acos z+a )dzx.( 答 :0, 若 la| 志 1;2xlnla|, 若 |a| >1.) 


oF arctan( atan arctan(atan x)] 
tan x 


rx. ( 答 : 于 (sgn a)ln(Lt+ lal)) 


d) sin (nl) dz. 设 ac,5>0( 答 :aretanTraeTAOT) 


e) | arctanA/ 9 于 dz 《a>0) (北京 科技 大 学 ) 


提示 ”可 参看 例 7.1.5 一 7.1.9. 
再 提示 a) 用 I(a ,8) 表 示 原 积分 , 当 e >0,;5>0 时 ,在 积分 号 下 求 导 


T (a,b)= 


二 (a,6>0). 


由 此 知 1(a,6)=rin(a+ b)+C(5). 但 原 积分 < = 已 时 有 
1(5,6)=ndn 5, 故 得 C(5)=xln 上 


3 
I(a,6)=xlne 了 6 (a,b>0). 
因为 原 式 对 < 而 言 都 是 偶尔 数 , 故 知 
1asb)=nin le , Va,bso. 


b) 用 I(a) 表 示 原 积分 ,在 积分 号 下 求 导 可 得 | 

“lal<1 时 I(a)=0, 但 1(0)=0, 故 I(a)=0 (Jal<1). 
-jal>1, 在 括号 里 提取 因子 a? , 剩 下 部 分 便 可 化 为 la| <1 的 情况 , 故 得 
* 816 ， 


I(a)=2xlnieal (al>1 时 )、 
最 后 a= +1 的 情况 ,可 利用 例 4.5.7 的 结果 . 
c) 1(a) 表 示 原 积分 , 因 是 a 的 奇 函 数 , 故 只 需求 出 >0 之 值 ,a>0 时， 


7 ” 玉 1 d t= tanx | 时 dt 
三 pp 区 一 TiN TY 
I (a) | Tatanvr o (lt+a’t)(l1+:") 


1 rr 1 1 |d= 工 1 
和 0 i+1 2 1+a 


故 a>0 时 1(a)= inl+a)+ C, 但 是 a=0 时 明显 有 1(0) =0, 故 了 (a)= 


也 In(1+ a) (a 之 0). 因 I(a) 为 奇 画 数 ,所 以 1(a)= 序 (sgn e)ln(1+ |al) 


(YuaER). 
注 ” 原 积分 之 被 积 函 数 在 xz =0 处 为 可 去 间断 点 ,个别 点 之 值 不 影响 积 
分 值 的 大 小 ， 补充 定义 即 可 连续 . 因此 1(a) 在 “= 0 处 连续 ， 0=1(0)= 


+ C, 可 推 之 C=0. 


=+0 


d) 原 积分 = 「 (s a(InL )) 「 wayazx. 


IC+0)= 林 In(1t+ | 


注意 本 当 z-~>0* 时 为 可 去 间断 ,补充 定义 即 可 连续 ,因此 它 
是 [0,1;a ,56] 上 二 元 连续 西数 .积分 可 以 交换 次 序 ( 在 积分 号 下 到 积分 ) 
原 积分 = [ 中 wa 


令 z=e- 下 ， b~-a 
Ts YY- =arctan TFTa FIC TI 
e) 利用 求 导 公式 ( 见 例 7.1.4 前 的 要 点 2)) ,可 知 : 


I'(a )= 云 上 “| de 一 工 二 
也,1(a)= 坟 a+C， (a>0). 闪 


二 二 2 


=-A—Va -x 
2a 


又 因 0 委 Ja) 委 co， aretenk/ = ood ( 当 a 一 +0 时 ); 故 C=0, gi 
eg 

» Bh7 » Yr i 

起 


1(a) = 于 ec-(z>0 时 ). 
x*7.1.4 了 .(z)= 二 上 cos(ng 一 xsin gp)dg 为 n 阶 Bessel 函数 , 试 证 
| xj1o(z)dz= zl (x). 


I -1 rz x 加 , 
提示 | tJo(t)dt= 元 [ td [ cos( — tsin p)dp 


=1 | sdt | cos[ (9p - isin p) -9p]dy 
0 0 


x 
然后 利用 余弦 差 角 公式 展 成 两 项 . 
再 提示 。 上 式 = 了 + 
其 中 三 = 二 人 tdt | co ~ tsin 9)oos gdg 
= 去 [ dz [ cos(g— zsin g)df(tsin pg-p)+9] ， 
= 二 [ dz | cos(9 — ssin pde — sain ¢) 
+ 上 上 dz [ cos(p 一 zsin 9)dp 


工 p= i 
=- 去 | [sin(p — tsin p)]| di+ 1;= 1;, 
nT 0 P=0 


这 里 记号 = 过 上 dz | cos(g — tsin p)dg 


Tr 

= 二 ， tdi | sin(p ~ tsin g)sin gdp 
= 工 『 dy 上 tsin(g — tSin p)sin pdt 

; XJe Jo . 
= 工 『 dp | tsin(p 一 tsinp)d(tein' 9) 
不 J0 0 

lr < > . | 
= 元 上 | dp | tsin(p- tsin pg)d(tsin 9 ~ 9) 
.1 


< 一 dg 人 td[cos(p 一 tsin p)] (再 分 部 积分 ) 


x 
= 去 [tcos(w ~ tein )] “a 
元 |， 9 一 zsin gp)]| dp 


t=0 


. 818 . 


-去 下 dp|, cos( 9 — tsin p)dt 
x Jo 0 


= 二 | :zcos(C9 一 zsin p)dp 一 站 =z1(z) 一 下 ， 
0 . 


最 后 | Woldt= +1=T+(rh(r)) -1 = 1(r). 证 毕 . 

注 ”作为 基本 功 的 训练 ,本 题 是 优秀 学 生 的 一 道 难得 的 好 题 . 

含 参 变量 的 反常 积分 ， 

7.1.5 证 明 积分 | zsin(x? Air)dz 是 4 的 连续 函数 . 

提示 “利用 差 角 公 式 把 被 积 函数 展 成 两 项 ,然后 用 例 7.1.19 中 的 方法 
(分 部 积分 ). 

站 7:1.6 证 明 : |， esin tdu 在 1E[0,+ %) 中 一 致 收 敏 . (武汉 


大 学 ) i 
证 (用 定义 ) 要 证 ;Ye >0, 3 A1>0, 使 得 A>A, 时 有 


| esinidul<e (Vielo,+m). , (1) 
因 和 sa -Su = 3 ev” dv <|E fe ?dv = . 


2 
可 见 当 0< 1< aa 一 笃 - 时 ,(1) 式 自动 成 立 . 当 [5 ,+o) 时 ， 


+%m 2 
| e™ sintdu 
A 


一 t ee d 人 . 人 
= m Vv dv. (2) 


yn 
因 | 。 -do 收敛 ， 对 V to e, 3 Ao >0, 当 4>Ao 时 有 0< 站 e-” do< 


VY toe ,于 是 令 A, = 


, 则 4>4i = 如 时 ,WV to A> A, 从 而 (2) 式 < 


功 曙 Vw 
声 Vie-e(Vzelo,+ 。)),(1) 式 获 证 . 
7.1.7 证 明 : 


a) 积分 交 ae-“dz 在 (0<)a<u<b 上 一 致 收 伊 ,在 a。>0 上 非 致 收敛 . 
b) 积分 | - 尖 科 -dz 在 0<aK1 上 一 致 收 伊 。 ，， 


» 819 ， 


+% +o0 令 f= ox on _， _， 十 oo 
提示 9 | ae “dz =| e”“d(ar) | edt = 一 e - 
A A aA oA 
人 0 委 u 委 1 时 ， 
一 e 只 


(A>+% 
妆 0; 当 0<a 世 1 时 ) 


1 。 a 1 si . 记 ， 
b | Sin ar jr= ,E+ | sin az dr ,十 五 ,有 以 工 


zx-al 9Va-z zx-—a 
= a 为 奇 点 ,0 委 c<1. 


IL, Er <|., 2V90 ( 当 ? 一 0 时 )， 


故 也 在 [0,1] 上 一 致 收敛 .对 I, 同 理 有 


六 闫 入 |= 7 -> 0 时 ) 于 a € [0,1] 上 . 故 结论 成 立 
«Vza | ， 7 
7.1.8 f(z) 在 [0,+ oo) 上 可 积 ,z= 0, + o 为 奇 点 ,证 明 
e- <f(r)dz= 全 f(x) dr. 
(东北 大 学 ) 
提示 “可 利用 Abel 判别 法 . 
再 提示 网 ec-<=f(zjdz= | e- “f(z)dz+ 全 e“f(r)dz=h+b. 


F(z) 的 积分 收敛 (关于 a 一 致 ) 
e “国定 c 对 z 单调 ,le=1<1 一 致 有 界 .用 Abel 判别 法 可 知 1 、7 都 
一 致 收 伍 [ 关 于 a€ (0, + oo)]. 可 在 积分 号 下 取 极 限 . 


x7.1.9 下 g(z)dz 绝对 收敛 ,证 明 ; 
tm /(E 至)p(z)dz= F(0) | p(xz)dz. (江西 大 学 ) 
”提示 pf 三 )p(z)dz - FO pCa)dz| 
< 和 NE)-s0| | lr)| fs le lee 
(1) 


再 提示 记 M= [ 1p(z)1dz. 因 了 在 zx=0 处 右 连续 ,Ye>>0;.38> 
. 820 . 


0, 当 0<z<8 时 有 7(z)- /O01< Fy 
当 zE[0,Vz] 时 0< 主 < 名 = 坟 履 n> 训 时 ,0< 卫 <6.(1) 式 有 
+™ _E 
(项)<a 人 1g(z)ldz<5i7 | 1g(z)idz= 万 . 
又 由 全 1g(z)ldz 收 化 知 导 Ao >0, 当 A> An 时 ， 


+ € 
| 1e(2) ldz< zrFoT 
因此 n> 4A3(CV 元 > Ao) 时 , (1) 右 端 


(第 = 项 )=17(0)1 | Or 


故 Ye>0, 取 六 =max 


名 ,六 | 时 ， 当 n>N 时 有 (1)< 志 + 二 =。. 
六 7.1.10 证 明 


| 生计 号 Te“dr= 于 (长春 地 质 大 学 ) 


提示 左 端 = lm] we lim] idz( 一 -0+ 玉 ) (1) 

再 提示 。 上 式 右 端 第 二 项 可 用 Abel 判别 法 ,一 致 收 化, 可 在 积分 号 下 取 
极限 , 易 知 等 于 也 . 

下 面具 需 证 明 第 一 项 极限 为 零 

记 1(a)= | -二 1 ze“dz, 利 用 Abal 判别 法 , 易 证 Va >0 该 积分 


“ ar ar “ 2 
收敛 . 二 及 (从 半 ) = 一 一 在 (0, + ;0,+o) 上 连续 . Ya>0, 取 


闭 区 间 [al ,as]:0<ay<a<as. 在 [a ,eas] 上 :可 证 求 导 后 的 积分 一 致 收敛 
(下 面 补 证 ). 故 可 在 积分 号 下 求 导 : 


re 他 


r(oO= 人 (8 dz 三 一 同 rT dr | 


。 8@21 . 


--| 。 dz dz (一 致 收 化 性 下 面 补 证 ) 
. 0 » 本 
1 
均 


于 是 I(a)=Fa-In at+C,( 当 a>0). 


故 ( 式 (1) 右 端 第 一 项 ) = af(a) = 本 史 “alnat+aC 
一 0”( 当 a-r0' 时). 


Ts 
-三 二 |。 寺 这 收 笋 ， 故 全 dz 一 致 收敛 于 a>>0， 
2) 订 一 本 从 一 | -二 ; e [< 过 e 0 关于 
a € [ayaz], 所 以 i e “dz 在 [ui ,az ] 上 一 致 收 伍 . 
7.1,11 证 明 


在 (0,2) 上 连续 . (北京 师范 大 学 ) 
提示 。F(p) = (小 +|; ) 二 errr = 了 +b. 
7 ,了 在 (0,2) 上 内 闭 一 致 收 敏 .( 可 用 M 一 判别 法 ). 
六 7.1.12 证 明 函 数 F(CzD= | sin zf, 在 区 间 [0, + %) 上 连续 ,在 


1+ 产 
(0, + cc) 上 有 连续 导数 .( 厦 门 大 学 ) 
提示 ”可 用 M 判别 法 证 明 一 致 收 化 .用 Dirichlet 判别 法 证 明 被 积 函数 
对 工 求 导 之 后 的 函数 之 积分 ,在 (0,+ nt 


。 sin zt 1 .[” sin 2 
再 提示 | 和 < J 下 煞 >j。 各 党 dr 在 
fp, + 0) 上 一 致 收 化 之 F(x) 在 [0, + co) 上 连续 . 
本 sin Xt _ tcos zt +t 
2 . (六 ##) - re te “Cos Zr 《1) 


yfa,5]:0<a 委 z 委 5, 满足 Dirichlet 条 件 : 
"， 822 ， 


itt -DG+ 昌 
这 (i ) re -<0 (〈( 当 上 >1 时 )， 


故 :>1 时 [rs, 且 一 0( 当 和 +oo). 因 此 | (兰芝 ) dt 一 致 收 伍 ,F(z) 


可 在 积分 号 下 求 导 , 且 由 (TD 的 连续 性 知 导 函 数 F(a) 在 (0, + %) 内 连续 . 
7.1.13 设 p(x),f/(z) 是 连续 孔 数 , 且 3R>0 当 |z| 之 R 时 ,g(x)= 
0, 证 明 : 


D 当 n>+ oo 时 ,有 g(z)f(E)=pg(z)f(0), -<r< to 
2) 着 还 有 pC)dt 一 1, 则 
limn [p(nz)f(z)dz=/(0)、 (武汉 大 学 ) 


提示 1) 因 p(x)=0( 当 |z| 之 R 时 ), 故 只 需 证 明 :mn + oo 时， 
g(z)j{ 三 ) -9p(z)7(0) 于 [-R,R] 上 ， 


2) 注意 | ， (nz)7(z)dz< 一 | (oj( 二 )dz 


-| pCOF(E)ae, (0)= | (DO7(odz- 


再 提示 (a) gp 在 [ - R,R] 上 连续 人 > 3 M>0, 使 lg(z)| 志 M 在 [ ~- R， 
及 ] 上 ,从 而 也 在 (- ee ,+ co ) 上 成 立 . 又 因 /在 :=0 处 连续 二 Ve>0,36> 
0, 当 |z|<8 时 有 


1f(0)- f(z)1<, (1) 
取 N= 圣 ， 则 n>N,|lzl 志 RR 时 ,有 
[ecx)700) - p(x)f( 三 )|<xu| ro-x 人 f( 三 £)|<e. 
2) 只 需 在 (1) 式 中 将 M 换 为 M- :2R, 则 n>N 时 有 
中 -Cuz)7(z)dz - /C0) | 


。 823 。 


dt<e 


< 人 [wor 人 (全 ) -ero]a<w |f(#)-f0 

7.1.14 De 
[dr 关于” 一 致 收 化; 对 任意 M> a, 在 [a, MJ 上 ,有 f(z) 二 
f(z)( 当 n>+%m), 证 明 : 

1) 反常 积分 | f(z)dz 收敛; 

2) lim| ”Cz)dr= | f(z)dz， (武汉 大 学 ) 

提示 “1) 可 用 Cauchy 准则 .2) 用 结论 1). 

再 提示 1 要 证 [中 f(z)dz 收 化 ;根据 Cauchy 准则 即 要 证 明 : Ye> 
0,] Ao>a, 当 Ao<Ai<A; 时 ,有 


| flzr)drl<e 


(1) 


已 知 [EAC 对 一致 收 合 , 故 对 此 e>0,3 As>a, 当 As<A<A” 
时 有 . 


A 
Wa < 区 (VA’,A’:A, < A’ < A’). (2) 


下 面 证 明 如 此 找到 的 A。> a, 满足 上 面 所 提 的 要 求 . 即 : Y A1,A;, 当 Ao < 
A,<A: , 则 应 有 (1) 式 成 立 .事实 上 这 时 取 M = A: ,由 扩 (z) 一 A(x) 的 条 
件 ， 相知 3nEN, 使 得 


， € 、 
{f(x)- fz) < FA A (3) 


[PE 
1 1 1 


42 42 
CAC | 1 大 (z)ldz 
[由 (2)、(3)]< 生 + 二 =。. 结 论 1) 获 证 . 
2” 利用 已 知 条 件 及 结论 1), 易 知 Ye>0, 3 A。>a, 使 得 
I f(r)dr < 椰 ， | 了 (Crz)dz|< 
. 824 ， 


wm 


再 令 已 知 条 件 中 的 M= Au, ,由 ,二 之 条 件 3N>0, 当 n>N 时 有 
€ .| Ao _ ri . € 
(CD -al<acaE 从 而 | 人 (PCz) -f(z)az|< 竺 . 
故 得 
fl) - f(z))dz | 


< 全 [f(x) ~ fx) ldrt+ | f(x)dr 
a 0 


+ 


网 JJCz)jdz 


椰 + 可 + 本 = 8 结论 2) 获 证 . 

7.1.15 设 /(z)= 一 二 ,zE[0,+oco). 证 明 : 
1l+n'z 

1) 诱 (z) 一 0, 关 于 zxE[0,+oo),( 当 2~>oco 时 ). 

2) im， f(x)drz0， (武汉 大 学 ) 


提示 1) 可 证 明 |f, (zx) -0| 志 二 一 0 


2) 只 需 补 证 全 广 (z)dz 收 策 关于 m 一 致 ,就 可 在 积分 导 下 取 极 限 . 


示 1 _0|= 7 -x . 1 
再 提示 1) |f.(x)-01 -Tn Ta Es 
三 由 < 车 ->0, 玫 1) 获 证 . 


l+nznz 


~ 


2) 1f. (x)| = Ts< 记 而 | 二 dz 收敛 


故 (zx)dz 对 = 一致 收 笋 ,从 而 |” 大 (z)dz 亦 然 . 


让 7.1.16 已 知 :Y A>0,f(z) 在 [0,A] 上 可 积 , 且 在 [0, + co ) 上 绝对 


可 积 . 试 证 ; 
1) p(z)= [中 f(z)sin zidt 连续 . 


2) 若 将 绝对 可 积 条 件 去 掉 , 设 F(z) 在 某 0< ea 委 z< - 上 单调 , 且 
,lim f(x)=0. 问 p(z) 是 否 还 连续 ,给 出 证 明 . (湘潭 大 学 ) 

提示 。1) 可 参看 例 7.1.28. 

2) 可 应 用 Dirichiet 判别 法 


再 提示 2) 可 假设 c>1( 否 则 用 某 ao>1 来 取代 a 即 得 ) 于 是 


A 
| sin xtdt |cos XA ~ cos za 2, 


= 
~ Cos zt | 
A 


t=a 


加 之 F(z) 单调, 和 Fi 一 0( 当 t+oo) 关 于 <E[a,A]， 
故 | f(a)sin ztdt 在 [a, + 9) 上 一 致 收敛 (Dirichlet) ,从 而 


[| f(t)sin ztdz 亦 然 .于 是 A>a 充分 大 时 ,有 下 面 第 二 不 等 式 成 立 : 


| 广 (fli)sin zt 一 f(ti)sin zot)dt 


去 I (Ar)sn zt — fli)sin md | + |f ren 好 dt 十 fren id 


<<M| 1snzw-snzmtidi+ 千 + 号 ( 没 1f(z) 1<M, 于 [0,A] 上 ) 


M.A'lxz-zxolt 气 + 与 (至 此 再 将 A 固定 ) 
执 本 + 可 + 可 = *e (只 要 取 8 = 了 , 则 当 1z-mmi< 3 时 成 立 )， 
见 [| 虽 f(z)sin xtdt 在 R 上 一 致 连续 . 
7.1.17 求 | Sdx (a> -1). (上 海 师范 大 学 ) 
提示 ”该 积分 记 作 1(a), 利 用 积分 号 求 导 , 可 证 (a) = ;又 因 
1(0) = 0, 故 知 1(a)=In(1+a). 


再 提示 “+=0 不 是 奇 点 . 记 /(z,a) 一 1 ， 


( 当 zo), 故 原 积 分 收敛 ; 
”了 及 矿 .= eerDz 在 (za)E[0， + oi-1, + oo) 上 连续 . 
Ya> -1T, 只 要 取 ao:a 羡 co> -1 则 


,20)>0 


ff, er arm (eo + 1>0), 而 | Sr 收 钱 ， 故 ” f(x,a)dz 


'™” dz 


= | Zen = 和 一 致 收 敏 ( 关 卑 a 之 66) .因此 可 在 积分 号 下 求 导 . 


7.1.18 证 明 F(x)= | dt 在 区 间 (1, + %) 上 连续 可 微 .( 厦 站 
. 826 ， 


大 学 ) 


提示 三 (和 上 下 


再 提示 “被 积 函 数 f(t,z)= 吕 二 及 /~ - 呈 织 :连续 ， [wma 


过 2( 一 至 有 界 ). (Ss:) = #0p 2 <o, (z>1,1>0); 又 Ve>1, 当 z> 


Int 
a 时 ,有 加 


二 也 0( 当 :+ oo 时 )， 因此 中 工 对 单调 ,目下 < 二 0( 当 


t 玉 十 00) 关 于 x 之 4a, 据 Dirichlet 判别 法 , 知 三 f(t,z)dt 在 (1,+%) 上 
内 闭 一 致 收敛 . 故 结论 成 立 . | 


1 ez 20+22) 


7.1.19 设 f(x)= (je “ae) ,8 (x)= | dt. 
试 证 :1) f(x)+ g(x) 三 C( 常 数 ), 并 确定 此 常数 . 

2 六 。 di= 次. (河南 师范 大 学 ,天 津 大 学 ) 

提示 1) (f(x)+g(x)) =0>f(x)+g(x) 二 C( 常 数 ), 加 之 f(0)+ 
g(0)= 屯 >C= 不 .( 检 验 一 下 自己 看 过 的 题 会 不 会 做 .) 

再 提示 f(z)=20 7 ed et. 

g (x)= -2 eA zd Ee e- ”du = 一 村. 
因此 (f(z)+ g(x)) =0.( 详 见 例 7.1.44 题 .) 

六 7.1.20 已 知 | er” dz 您 , 试 计算 积分 可 


TUa) = | -(:-$) qz(a>0). (广西 师范 大 学 ) 


再 提示 Lo- 全 Se ree 。 ar， 
再 与 原 式 相 加 得 2I(a)= be C3) (118 )ar ja = 。 aa- 2) 


* 827 ， 


( 令 *=z- 二 ) =|- 六 edv= 2 
交 7.1.21 求 积 分 


x -az2 
ro= | 一 二 一 4 (a >0) 之 值 . 


(山东 大 学 ,西安 电子 科技 大 学 ). 
提示 ”例如 可 用 积分 号 下 求 积分 . 


再 提示 1(o) = LCS < le -fe a)ae 


x 


- 翅 业 = 了 Q 


» 十 oo 一 A2 
积分 号 下 求 积分 是 合理 的 ,因为 re “ 连续 , 且 0< |，ze ”dz<552 一 一 
0, Yt 之 ao(0<ao<mini1l,aj), 当 A 一 + %o 时 . 
* 了 7.1.22 设 h= 「 zh(z)dz ,其 中 h(z)>0, 且 连续 , 令 


ho hi ~ hh 


hi hh, hrs 
a(K) = : 
ht h, h2, 
1 I rx" 


求证 厂 h(z)Q,(z)dz=0 (=0,1,2,…,n 一 1).( 北 京 航空 航天 大 学 ) 
提示 将 行列 式 Q, (zx) 按 最 下 一 行 展开 ,代入 积分 . 
再 提示 {sha) Qa)dz= 2h) Anis + zAnria t+ 


T° Arriatl ]dz = 5 Ai [ zx! h(xz)dz = > Ai harit = 
Q; (z). 其 中 A; 表示 第 i 行 第 ; 列 的 元 素 的 代数 余子 式 , Q; (xz) 是 将 
Q, (z) 中 最 下 行 换 掉 , 换 为 Q(x) 第 +1 行 (hh ;hi ，,… ,hr，), 换 名 话说 
新 行列 式 Q: (z) 中 最 下 一 行 与 第 上 +1 行 对 应 元 素 完全 相同 ， 

.828 ， 


故 Q* (zx)=0 (这 里 =0,1,2,…,n 一 1). 证 毕 . 
、 n-l1 1 i . +% 让 、 
< 衣 7.1.23 设 £(z)= 盖 Ar(z+ 二 其 中 Kaz)= | 一 一 dt. 证 


1+£ 
明 f(x)(n=1,2,…) 在 [4,A](A>4) 上 一 致 收敛 .( 西 北大 学 ) 
提示 ”只 要 证 明了 A(z) 有 有 办 导数 (3M>0:|F(z)| 委 M), 则 有 
AGO= 六 r(z+ 荆 ) 一 Pz) 刀 人 adz(n+oo 时 关于 zE[44])， 


2 2 


再 提示 1 0<T <, | 全 xdt 收 修 (z>>4)， 


工 十 下 
从 而 f 的 积分 式 收 化. 又 


2 _|-2int rnt 
(二), = 二 ETF (zt, EL4, + %)x{[0,+o0). 
一 tinz 
县 M=| 1l+1: dt 收敛 ， 


族 [ (这 di 在 z 之 4 上 一 致 收敛 , 且 


|f (zx)|= 


二 oo 2 “ 
| (和) le (Vz 之 4)( 了 (zx) 有 界 性 获 证 ). 


2 F(x)=[ Tod= SS fa 
(用 积分 中 信 定 再 ) = Sf(x ,aas 
因此 

1. 户 (z)- F(z)|= 


万 (z 媳 在 [4,A] 一 致 收敛 获 证 . 
交 7.1.24 利用 >， 言 = 到 计算 积分 三 Zdz 


lt+e’ 


* 829 ， 


提示 原 式 -| zedz=| > :Di- De dz 


-| > (Dize “dz= > (-D"'!xe dz. 


(1)"! 1 < 1 1 二 1_r 
= 二 


n=1 n=1 n=l 


8 


要 证 明 逐 项 积分 的 合理 ， 可 先 证 | pe 1)"''ze “dz 可 如 项 积分 ,然后 


令 A 一 + oo 可 逐 项 取 极 限 . 
机 动 习题 
※7.1.25 设 F(z) 为 周期 连续 函数 (- co<z<r+oc)， 


Ah A 
g(x) = 六 | | f(rtwut+ vw)dudv. 


证 明 :g(x) 有 二 阶 连续 导数 , 且 gf/ 过 序 3(f,8)- 


其 中 
lg-/f| = max, lg(z)- f(x)|, 
wa(f,8)= sup, lf(rt+6)+f(r- 6)-2f(7)|. 
， 0<o<h ， 
7.1.26 已 知 
a 
f(x)= 国 全 dt ( 工 >0). 
证 明 CD - Fo- 大 | edu. 


7.1.27 设 P(z)= | zd (Xx 宇 0)， 
0 


Q(z)= | 畦 fdt (x>0). 
求证 :P,Q 都 满足 方程 


从 而 证 明 P=Q. 


7.1.28 求证 :1) | en cos 2zydr = Fe” . 


* 830 : 


1+ksin0, db _ ; <1). 
2 in = Lang dn =xarcsin k (|k| ) 


7.,1.29 计算 积分 
I= | (ptsng) ay. (等 ， 本 ;) 


cos 9 一 sin 9 2sin(rcos a 
、 


提示 先 令 = 一 an 9 ,再 信 w= 证 对 9-, 则 


1= 寺 Bleos a,l — cos:a) 


7.1.30 计算 A.J.Fresnel 积分 
bf sin xX dz; ( 知 : 二 于 ) 


+ 2 | 1 kb 
»| cos x dx. ( 答 革 至 ) 
提示 “” 先 令 xz? =, 再 利用 

1 2 + -2 
方 - 去 | e du. 
7.1.31 试 证 
广 Ed = T0127) Ys>D), 
其 中 ¢(s)= 驴友 


提示 zi pS 1)” "1 e ™. 
7.1.32 设 y= f(z) 在 (~ %, + %) 上 有 定义 ,在 任意 有 穷 区 间 [a,6] 上 
有 界 并 可 积 , 且 | ，|7(z)1?dz< + m, 又 设 “是 一 实 常数 ,于 <a<1. 证 明 ， 


”f(x) ， -站 ”AKCz) 
1D 积分 | 7 人 的 :dz 收敛 12) 9()= |， 全 dx 连续 .( 北 京 大 学 ) 


提示 ”参考 例 7.1.29 和 Schwarz 不 等 式 ( 见 例 4.4.1 前 的 定理 2) 


$7.2 重 积分 


本 节 将 讨论 二 重 积分 ,三 重 积分 ,反常 的 二 、 三 重 积 分 及 x 重 
. 831 ， 


积分 中 的 有 关 问 题 . 
次 一 、 二 重 积 分 


导读 “二 重 积分 不 仅 是 考研 中 “常客 " ,而且 是 计算 三 重 积 分 、 
曲面 积分 的 重要 基础 ,本 书 各 类 读者 务必 多 加 注意 .不 过 与 以 后 各 
节 相 比 , 本 节 内 容 相 对 较 易 . 

下 面 我 们 来 讨论 二 重 积分 定义 的 应 用 ,可 积 性 的 证 明 ,以 及 二 
重 积 分 的 计算 . 

a. 二 重 积分 定义 的 应 用 | 

要 点 ”二 重 积分 跟 ( 一 重 ) 定 积分 一 样 ， 被 定义 为 积分 和 的 极 
限 .因此 利用 定义 ,可 将 某 些 极限 转化 为 二 重 积分 . 

* 例 7.2.1 设 f(x,y) 于 闭 区 域 0 二 x 志 1,0 过 y 志 1 上 (下 
常 ) 可 积 , 试 证 明 


ism] IT [ir (s)he 0 


分 析 因为 A 
(1) 式 右 端 = em ， 
ES 
要 证 明 (1) ,只 要 证 明 
名 | 加 加 nD +/ 性)]- 守 守 在 )| = 
或 
加 加 | )]- 直 (入 )| -0 
已 知 不 等 式 
In(1+ zx) -zl<x ( 当 iz1< 王 )， (2) 


并 注意 到 在 [0,1;0,1] 上 可 积 , 从 而 有 界 ， 


sup| f(x,y)|M<+%, 
，832 ， 


n 充分 大 时 ， 重 有 | 点 /人 (#, |< 兽 < 寺 于 是 用 (2 
咏 究 |o[ 二 (你 二 -二 7 八 晤 | 
EA 


一 0， | Fearay-0 ( 当 n 一 吕 时 ). 


Sr~ 


b. 证 明 可 积 性 

要 点 ”根据 可 积 的 判别 定理 ， 车 上 在 有 界 闭 区 域 D 上 有 界 : 
只 要 证 明 : 

Ye >0, 习 分 划 工 ,使 得 


> wAD, <e. 


= 


或 者 ,证 明 有 一 捉 分 划 | 工 ,| ,其 最 大 直径 趋向 零 ,使 得 


> utoAD ->0 ( 当 &->oco 时 )， 
则 /在 区 域 D 上 可 积 .这 里 AD,,…,AD, 是 DD 的 一 个 分 划 ,AD, 表 
; 示 第 i 个 小 区 域 ,同时 也 表示 它 的 面积 ,w 是 f 在 AD, 上 的 振幅 , 即 
oj 二 AM 一 ai， 


AM = I" = pi fA(P), 


‘(i=1, 2,.…,n). 
x * 例 7. 2.2 设 二 元 函数 f(z,y) 在 D= |i(zx,y):a 志 zx 志 
b,cSy<d1 上 有 定义 ， 并 且 f(z,y) 对 于 确定 的 zE[La,65] 是 对 
y 在 [c， 4] 圭 单调 增 各 函数 ， 对 于 确定 的 yE[e， dj 是 对 xz 在 [a， 
6] 上 单调 增加 函数 ,证 明 /f(x,y) 在 D 上 可 积 . (江西 大 学 ) 
证 在 xz 轴 上 将 [a,65ln 等 分 ,在 y 轴 上 将 [c,djn 等 分 ,得 
分 划 
‘833 ， 


a=Xo Xr T= 0, 
c=y<y<y < y=d. 

过 这 些 等 分 点 作 平行 于 坐标 四 的 直线 ,将 区 域 DD 分 成 ?个 小 逢 
形 ,如 图 7.2.1. 

显然 , 当 -co 时 ,小 矩形 直径 趋向 零 . 小 矩形 的 面积 为 


(44 -一人 天 能 证 
n n 


} 


> >0 ( 当 n> 0),. ,. 
则 了 在 D:. 上 可 积 . 


注意 到 f 分 别 关 于 xz,y 递增 ,所 以 7 在 每 个 小 矩形 上 
EO = f(z ,yi ) 一 (zi- 1 .Ji - 1)， . 


bp 全 = 印 > (flxisy)— fx L139;- 1)). 


相 加 时 ， DD 内 部 每 个 网 点 上 ， 值 (zi,») 各 取 了 两 次 ， 一 正 一 负 ， 
被 消去 ， 只 剩 下 边界 网 点 之 值 . 因此 


Da a = [Dy) _ Fe) 


， 834. ， 


+ BD) -zyo)]. 


但 on - 
frisys) -fro YIEf(T, ,ys) -fro ,ye), 
fxis yi) — fxs Yo Ef r,s ys) — fxo, ye), 

所 以 : 
> “< [f(z, ,Yn ) 一 Han)12a . 

=2A[f(6,d)- f(a;c)]>0 ( 当 .n 习 0%). 

故 在 D 上 可 积 . 


c. 二 重 积分 的 计算 
这 里 讨论 二 重 积分 : 与 累 次 积分 的 相互 转换 ， 对 称 性 的 利用 ， 分 
区 域 积分 及 换 元 问题 . 


二 重 积分 化 为 昧 次 积分 
要 点 肌 /太平 有 条 区 二 县, 和 下 
出 现 的 积分 都 存在 ; 则 1 四 
(1) 如 图 7.:2.:2 当 Di=1(z,W1a<zreb, ytr) 人 Ey, (zx) 
( 称 之 日 :x -型 区 域 ) 时 ， (A) 
ya | 、 . 
, ew -fap ad (B) 
. (2) 当 D,= 要 证， eyRd, (之 z(y)1( 称 之 日 : 
y 一 型 区 域 ) 时 … i (C) 
有 I 上 of /sy)de, (nD) 


若 卫 = D， = D,, 即 ; 它 既 可 写成 式 (A) 的 形式 ,又 可 写成 式 
(C) 的 形式 ( 换 向 庄 说 : 它 胱 是 z -型 又 是 y 一 型 区 域 ) 则 式 (B)、 
(D) 同 时 成 立 ,其 中 的 二 累 次 积分 相等 . 

式 (A) 表 明 : 积 分 区 域 忆 ;在 :zz 轴 上 的 投影 为 区 间 [a,5]. 当 

“835. ， 


图 多:2 


z 固定 在 [La ,2] 上 时 ,> 坐标 的 变化 范围 是 [y,(z),y2(z)]. 这 时 
y=yi(z) 是 D, 的 下 沿 曲 线 ( 称 为 穿 人 线 ),y= (x) 是 上 沿 曲 线 
( 称 为 穿 出 线 ), 若 让 Zz 三 zo ELa ;6b]. 然 后 ,让 y+ , 则 动 点 (zo，,y) 
沿 竖 直线 从 下 沿线 穿 人 (图 形 ) ,再 从 土 沿线 穿 出 ;可见 “zx 一 型 区 
域 ” 的 特征 是 Y zo。E[a,5], 纵 向 直线 z= zo 与 区 域 边 界 最 多 只 有 
两 个 交点 . 

[a ,0 表示 积 分 区 域 ,D 各 点 x 坐标 的 变化 范围 ,a 、6 分 别 是 
D 中 z 坐标 的 最 小 .最 大 值 .[yw (z),y(z)] 表 示 zE[aso] 时 ， 
固定 -zz; 点 (2,y)E Di ,其 y 坐标 的 变化 范围 . YzoE[a,2]， 
yi(zo)、y(zo) 是 1ly:(zo,y)E Di 的 最 小 .最 大 值 . 

同样 ,对 于 'y -型 区 域 ,有 类 似 的 描述 . 

例 7.2.3(1) 改变 二 次 积分 的 次 序 


2a V2ar i 9 
放生 | f(z,3)dy, 其 中 f(z, 是 连续 西数 ,a >0. 
(北京 理工 大 学 ) 


分 析 | 原 式 表明 :对 应 的 三 重 积 分 区 域 为 
* 836 ， 


D= | (zy):0 委 z 委 2a,V 2ar -x SySY 2ax| 
因此 D 如 图 7.2.3 所 示 , 是 :(x -4a)*+y=a’ 的 上 半圆 ,抛物 线 
y=2azx 的 上 半 支 ,以 及 竖 直 线 x =2a 三 线 围 成 . 


图 7.2.3 


为 了 改变 积分 次 序 ,应 将 区 域 朝 y 办 投影 ,得 到 的 投影 区 间 
为 [0,24a]. 当 令 y 二 yo。 ELa ,2a] 时 ,对 应 直线 是 水 平 直线 , 穿 人 点 


z= 并, 穿 出 点 的 = 2a; 


当 y 三 yo。€ [90,a] 时 ,对 应 的 水 平 线 , 从 工 = 关 处 穿 人 ,从 
(z -a)*+ y=a? 的 左 半 加 穿 出 , 穿 出 点 z=a-Va-y; 当 z 
继续 增 大 , 动 点 继续 右 移 , 又 从 (x 一 a)?+ y? =a? 的 右 半圆 再 次 穿 


和 AD 此 处 z=a+Var 一 六 ,最 后 动 点 从 z=24 处 案 节 
见 区 域 D 应 划分 为 三 块 :D = D,UD,UD， 如 图 拟 示 - a 


解 ” 原 式 = Nswaray= | f(x,y)drdyt SY ， 
' (各 


| 
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Aeroaray* | fdray 


3 


= 「 dy [Alzodz 


ol Meth oh /a3 ee 


例 7.2.3(2) 设 f(z,y) 是 二 元 连续 函数 ,DD 是 y=a,y= 
X,Yy=6 所 围 成 的 区 域 , 则 . 


| [ dz | f(z,y)dy= [ dy | f(x,y)dzr. (1) 


解 因 D= i(x,y) azr<o ayer| 


这 表明 该 区 域 是 x - 型 区 域 ,可 利用 要 点 中 公式 (B), 知 欲 证 的 第 
一 个 等 式 成 立 . 


图 7.2.4 


同 理 D 又 是 y- 型 区 域 ， 


卫 = 人 zy)ja 和 yy 入 py 委 z 委 0 
故 Nea ee | dy Ara 
注 (1) 式 给 出 了 一 个 


重要 的 累 次 积分 换 序 公式 ,时 常 有 用 . 
* 838 : . 


”次 练习 1 证明 | dz (z-2)" fy)dy= 二 | (6—y)"! 


fly)dy, 其 中 为 大 于 1 的 正 整 数 . (天津 大 学 ) 
提示 “利用 例 7.2.3(2) 中 的 累 次 积分 换 序 公式 (1). 


让 练习 2 求 积分 | dy | (e-” +ersimn z)dz. (中国 人民 大 学 ) 


广 e! 一 于 esin 1— 3) 


提示 ”利用 例 7.2.3(2) 中 换 序 公式 . 

再 提示 原 式 = 一 | dy [ (e-* + e’sin x)dzr 

EE [ dz | (er +ersin zx)dy= 一 [ (ze 二 ersin x)dz 
注意 | ersin zdx = | zd|S (sin TX—cos z) | 

二 zsin 工 一 cos 工 ) 一 到 | esin XxX~cos 过)dz 

注 本题 既 考 了 二 重 积 分 ,又 联 带 考 了 定 积分 和 不 定 积分 的 
计算 . 

分 区 积分 及 对 称 性 的 利用 

要 点 1) 当 穿 人 曲线 (或 穿 出 蝎 线 ) 是 出 分 民 函 数 给 出 ， 或 被 
积 函 数 在 积分 区 域 的 不 同 部 分 ， 具有 不 同 的 (初等 阔 数 的 ) 表 达 式 ， 
应 将 区 域 划 分 不 同 的 部 分 ,分 别 积分 再 相 加 . 

2) 跟 一 元 函数 定 积分 一 一 样 ,二 重 积分 也 可 利用 对 称 性 .但 务 
必 注 意 , 当 且 仅 当 积分 区 域 与 被 积 函 数 同时 都 具有 对 称 性 时 , 才 可 


以 利用 对 称 性 ,以 简化 积分 的 计算 . 
例 7.2.4 计算 积分 


(9 三 由 | 可- 于 azay,p=[o.x[o,0， (北京 大 学 ) 


夜 (b) 了 = fT sgn( zx? -y+3)drdy; (河南 师范 大 学 ) 


2 
x +y 5 
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(ec) K= | VIy- zdrdy; (北京 师范 大 学 ) 


六 (d) L= | [z+ yldrdy,[zx+y] 表 示 不 大 于 z+y 的 最 大 整数 . 
rE 


0<y<2 


:| 让- 吉 ， 当 (z,y) 在 双 曲 线 zy= 于 之 下 ， 
蕊 -于 ， 当 (z,y) 在 双 曲 线 y= 闻 之 上 . | 


y=1 1 
. 二 点 4 = (于 ,1)- 知 积分 (如 图 7.2.5) 


ll (4 -zy)drdy+ | =- 于 )dzay 

D2 Da3 1 
4 在 /1 

=| dz | (en) dz 上 (#-s)dy 
0 0 


i 
H 


3 1 113 _1/3 
- 训 * 高 m2+ 施 (+Im2)= 诗 ( 半 +Im2)- 


(b) 被 积 函 数 ( 如 图 7.2.6) 
1 ， 当 盖 一 光 +3>0 时 ， 
ee 当 z: 一 如 +3=0 时 ， 
-1， 当 x? 一 y+3<0 时 . 
如 图 所 示 , 被 积 函 数 与 积分 区 域 都 关于 坐标 轴 对 称 , 因 此 只 要 计算 
第 一 象限 之 部 分 4 倍 之 . 注意 双 曲 线 xz? 一 y +3=0 与 圆周 = 十 
=5 在 第 一 象限 的 交点 A 上 z=1, 因 此 有 


原 式 =4 J sgn(zZ2 — y+3)dzdy 


x + 5 


zz>0,y20 
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可 VS 二 zzdzr+ of V5 zidzr 
1 


_ 11 . 
=6ln 3+5x—20sin !——. 
VS 


(c) (如 图 7.2.7) 
K 二- V 43y 一 xz |dzdy 


Vyrridrdy 


| E32 ?<y<2 


+ eee 


lzl&1,0< yz 


Hl 


4 
A, 


”Rd 了， 


2 
1 C3 
-| |, V 了 一 zdy+ | dz | Vi -ydrdy 
一 人 -1 6 


_z 4 
= 瑟瑟 
(d) 如 图 7.2.8. 
L= [z+yjdzdy 


0sSZ 安 2 
0 委 > 委 2 


一 0dzdy 十 idazdy 
四 


ABCD 


十 J 2dzdy 十 3drdy : 
形 AEFG ， ! 


0 


= s(ABD) 12s (0) +3S(AEFO)- 3S(ACDO) = 6. 


图 7.2.7 - 图 7.2:8 : 
注 “在 个 别 线段 上 改变 被 积 函数 值 不 影响 可 积 性 ,也 不 影响 
二 重 积分 的 值 . 例如 本 题 :被 积 函 数 [ z + y] 在 线段 AB 、CD 、EF 
及 点 G 上 ,其 值 分 别 为 1.2:3 和 4; 但 上 面 演算 过 程 中 实际 看 成 了 
0.1.2 和 3. 这 是 允许 的 ,对 积分 值 没有 影响 
例 7.2.5 设 f(z,y) 是 RR 上 的 连续 函数 , 试 交换 累 次 积分 
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| az 丰 , 7(z,y)dzx 的 积分 次 序 .( 北 京 大 学 ) 


-1 二 zx 入 1， } 
= .( 如 图 7.2.9) 
解 D Ge z2+xzySz+l ( 


将 DD 中 y 宇 0 的 部 分 记 为 D,, y 委 0 的 部 分 记 作 DD; , 则 原 积分 = 
rendzdy + fdrdy. 


注 y=x+1 与 y=x +x 联 立 可 求 出 交点 (一 1,0)、(1， 


2 
2). 由 y=z+x= (x+ 地 -地 , 知 Yrmin = -二 得; 


Di= |(z,y)lo<y<2,y- 1 委 z 委 -地 + afy rT), 
D.- |ew| -#<ys0,- yt- | 
故 pe ee EE 


纪 习 求 1- a 


I 


sin ydy 十 dz | 证 sin 至 dy 
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(天 津 大 学 ) (= | dy sin 苇 dz= 吝 (1-2) 
作 变量 痊 换 
要 点 i) 选取 变量 著 换 的 原则 是 使 得 被 积 函数 简化 ,积分 区 
域 变 得 易于 定 限 . 一 般 来 说 应 二 者 兼顾 , 当 二 者 矛盾 时 ,应 优先 考 
虑 较 困难 的 . 


ii) 对 于 积分 1 由 (zy)dzdy, 作 变换 r=zx(u,v), 
y= y(u,v), 关 键 在 于 找 出 变换 后 的 区 域 


D’=|i(u,v):a<ub, pg(u) 人 vy(u)}. (A) 
完成 此 步 , 则 
b pu) 
1=| du| f(z(u,v),y(u,v))|J|dv, (B) 
其 中 7 为 雅 可 比 行列 式 
_9(z,y) 
/=3 a “ 
ii) 几何 定 限 法 . 


(如 图 7.2.10) 固 定 x = wi 所 得 坐标 曲线 
人 
[y= y(ui ,v0), 
随 “连续 变化 时 连续 变动 .假若 zx 从 a 连续 增 大 到 65,L 恰好 扫 
过 积分 区 域 了 ,这 就 说 明 D 对 应 的 x 有 关系 ae 委 v 委 5.(5、a 为 外 
层 积 分 的 上 、 下 限 ) 

设 a<wui<b,L 上 的 点 (zx,y)= (z(u,v),y(ui,v)) 随 习 
增加 时 , 当 vw 变 到 zw = p(wui) 时 穿 入 DD, 当 vw 变 到 w= y(wu,) 时 
穿 出 D, 这 就 表明 D 对 应 的 (w,v) 满 足 式 (A). 
(y(w),gp(w) 是 内 层 积分 的 上 、 下 限 ) 

例 7.2.6 计算 积分 


六 1) [= | zee, 
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其 中 万 为 平面 曲线 zy=1,zy=3,y =x,y =3x 所 围 成 的 有 界 


闭 区 域 . (武汉 大 学 ) 


2) K = (zy) dzdy, 其 中 D 由 曲线 zy = 1， 


y=z,y=4z,(z>0,y>0) 所 围 成 的 区 域 . (天 津 大 学 ) 
交 3) c= | ary 其 中 忆 由 并 轴 ,y = 


V5 一 1 和 V+V5=2 图 成 的 有 界 团 区 域 .清华 大 学 ) 
解 1) (如 图 7.2.11) 作 变换 


Ty 三 2， 


zx +. 


图 7.2.10 ，-. 图 7.2.11 
UXTy,V=°—, 
则 积分 区 域 D 变 为 
D’={(u, :TI<v<3,1 和 vs<3h 
y 并 
让 -1 9(u,v) 3 
这 时 J 了 Xsy -于 2y =3 光 二 3v， 
- TX 
所 以 J= 苑 ， 
v 
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7 = | 3 drdy 
> (1+ zy) 


dudv _fF du fFPdv_2 
-| |) ,32 

注 ”这 里 “= 常数 与 v 三 常数 是 两 组 不 同 的 圆锥 曲线 . v = 
Uo 时 ,zy = uo 为 双 曲 线 , 当 从 1 变 到 3 时 ,zy= wo 从 xy=1 的 
位 置 , 扫 过 D 变 到 zy=3 的 位 置 .同样 , 当 v。 从 1 变 到 3 时 ,抛物 
线 y= wz, 从 史 =z 扫 过 D 变 到 风 =3z 的 位 置 .这 就 是 几何 定 


限 法 . 
2) (如 图 7.2.12) 作 变换 zx = zy,v= 沁 ,区域 D 变 为 
= {(xz ,oh): 委 xx 委 2,1 委 o 委 4 | ， 


| 本 
- 9 : 
J 1 y 1 =2 =2v 
Ty ~ 一 一 TT : 
b TI T 
故 K = Ndray= f(u) "Fdudv 
1<us2 


1l& v4 


= (ln 2): [ fl(u)du. 


3) (如 图 7.2.13) 令 w=Vz+Vy,v= 之 . 


并 
这 时 区 域 D 变 为 D = 1uo)1 委 xzx 委 2,0 委 ov 科 1， 
二 大 1 
三 = a(u,v) z 2Vy ‘1 Vy u 
(zy) Ea 1 2x Vr 2z7 2x7? 
并 工 
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图 7.2.12 . 图 7.2.13 
例 7.2.7 计算 重 积分 


ff 一 
1) -中 | 
其 中 D={(z,y):|zl+|yl<1l. 

Cail a 203 


D:0<y<z, T+ yl (清华 大 学 ) 


3) K-Taacz- >)1dzdy, 其 中 D:0<z 和 ys<2x - 
1 如 图 7， 2.14) I= [T+ rdy, 
解 1)( ) | VT dzdy 
令 z=z+y， 了 二 并 一 y, 则 


D ={(z;y): -1 入 z+ys1l,-1 入 z- y 态 1| 
=|(u,0): -1<u<l, -1<vR1), 


-1_9(u,v0) _ 1 - 1 一 __1 
/ -加 号 -| -1| 72 


"847 ， 


\ _1fr wdu [ 
所 以 3 | vdv=0. 
注 由 轮换 对 称 性 可 知 


| +- 中 FE 
因此 可 以 直接 看 出 原 积分 为 零 . 


2) (如 图 7.2.15) 令 = 4,0 之 (w= 弟 数 ， ,是 倾角 为 - 地 的 直 


线 ,= 常数 是 过 原点 的 直线 ),D”- Cacao 


u 
/oy 
1 lIn(1+ v) 203 
L= hi | do = 2 DD). 


图 7.2.14  ， 图 7.2.15 


3) 积分 区 域 如 图 7.2.16(3) 的 人 OAB ,被 积 函 数 
Ce 2 个 当 0<y -zx<o(z,y)ED， (梯形 区 域 ), 
l= 
”sn(z 一 y)， 当 r<y-zx<2r,(z;y)ED， (小 = 角形 区 域 ) 
故 原 积 分 K = Il sin(y~ zx)dzrdy+ | sin(z ~ y) dzdy. 令 


D2 


* 848 ， 


图 7.2.16 


WU=y— 茎 T=vu -1 '|- ， 
,上 一 一 = 一 1. 这 时 D,， 
v=z p77, a(u, v0) 1 1 ! 


DD 分别 变 为 
D',=1(u,v)|0&u 二 x,0 夺 v2x ~ wil,( 见 附注 ). 
D’,= ix)1r 委 v 委 2x,0 委 ov 委 2x 一 2 


因此 天 = | dz | sin &d 一 du | sin udv=3x+nx= 4 

附注 这 里 u 硅 C( 常 数 ) 在 zy 平面 上 是 倾角 为 45" 的 直线 
族 .三 0 是 分 角 线 y= zx, 当 C 从 0Ar 时 ,该 直线 扫 过 Di , 当 C 
从 x7F2r 时 ,该 直线 扫 过 D;. 若 让 w 固定 在 [0,x] 上 时 ,该 直线 与 
Di, 有 交点 ,从 zx=0 线 上 穿 人 ,从 y=27 线 上 穿 出 .对 应 地 在 uv 
平面 上 , 即 是 uw 二 0 的 竖 直 线 , 从 =0 线 上 穿 人 D7 ,从 wu+v= 
2r 线 上 穿 出 (D). 

对 D; 有 类 似 的 描述 . 

练习 ”计算 如 下 积分 ; 

1) 中 area 其 D={(x,y)|r+ ye1,7>0,»>0| 
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(湖北 大 学 ,中 南 矿 治学 院 ) (3(e-1)) 


2 K= | (e+ sn(z -drdy 其 Diz 10SzSh 


0 过 y<1| (北京 航空 航天 大 学 ) 《0》 
3) 工 = 上 ardy 其中 DD 是 z=0,y=0,z+y=1 所 围 的 


有 界 闭 区 域 ， (浙江 大 学 ) (3(e-e')) 

极 坐标 变换 

众所周知 ,最 基本 最 常用 的 变换 是 极 坐标 变换 , 若 取 原点 作 极 
点 ,zx 轴 作 极 轴 , 则 z= rcos 0,y=rsin 0. 这 时 的 雅 可 比 行列 式 为 
r .面积 元 素 由 dzdy 变 成 了 rdrd9.r 是 动 点 (z,y) 的 向 径 -= 
VY x7 + ,0 表示 向 径 转 角 . 即 从 极 轴 (z 轴 ) 开 始 计算 旋转 ,到 指 
定点 向 径 的 旋转 角度 . 逆 时 针 方 向 为 正 , 顺 时 针 方 向 为 负 - 

g= 常 数 ,是 从 极点 出 发 的 射线 . 

r= 常 数 ,是 以 极点 为 中 心 ,半径 为 > 的 圆 . 

定 限 问题 

要 点 ”所谓 0 - 型 区 域 , 指 积分 区 域 D 为 
D={(r,0)10<0R0,,r(0)<rr,(0)1( 如 图 7.2.17(a)). 


这 时 原 积分 |/(z ,>)dzdy = 站 db | flreos g,rsin O)rdr. 


类 似 的 ,所 谓 + ~ 型 区 域 D, 指 : 
D=|1(r,0)|7, 志 rr, ,0.(7) 志 90 声 0,(7)| (如 图 7.2.17(b)). 
这 时 积分 四 


r 9, (7r) 
| eazd= | rdr | (rcos 0,rsin 0)d0. 
rl 0, r) . 


9 ~ 型 区 域 的 特征 是 :每 根 从 极点 出 发 的 射线 与 区 域 边界 最 
多 只 有 两 个 交点 .9, 是 区 域 各 点 9 的 最 小 值 , 9, 是 其 最 大 值 . 当 0 
“850 ， 


(a) 9 一 型 区 域 (0) 一 型 区 域 


图 7.2.17 : 


固定 在 [9, ,0,] 某 个 值 时 ,对 应 的 射线 从 r=.r,(9) 曲 线 穿 人 DD, 从 

r= r2(9) 线 穿 出 D. 因 此 =r,(9)、 二 所 (人 分 别称 为 穿 人 ( 曲 ) 

线 、 穿 出 ( 曲 ) 线 . 
对 7 一 型 区 域 也 有 类 似 的 描述 ” 
例 7.2.8 积分 变换 与 计算 


次 1) 试 将 积分 =，|| f(x,y)dzdy 化 为 极 坐标 形式 . 


交 2) 试 将 积分 
.K= db 人” flreos 0 , rsin 0)rdr 交换 积分 顺序 ,再 将 


它 化 直角 坐标 系 , 写 出 先 对 zx 再 对 y 以 及 先 对 ， 再 对 z 的 两 个 累 
次 积分 . (上 海 交 通 大 学 ) 
3) 试 计算 积分 


= D+ warey.D 是 由 曲线 xz?+ y=xz+y 所 围 成 的 区 


域 . (华中 理工 大 学 ) 
* 851 ， 


解 1) 如 图 7.2.18, 积 分 区 域 可 分 成 D,、D; 两 部 分 


D=[0,1]x [0;1]= D,U D,, 当 0<9<< 于 时 ,每 个 9 所 对 应 的 射 
线 从 原点 穿 人 D1, 从 z=1 穿 出 Di.z=1 改 用 极 坐 标 即 := 


1 1 | 
-因此 Di=1(r,0)|0<0<,0<r<asgl 
: 
同 理 Ds=|(r,0)|#<o<#,0<r<aisl 
=¥ 
( 穿 出 线 ) 


0=0,(r}=arc sin 天 


~ 
ed 
全 
_ 


~ 


~~ 
~~ 


~—~ 
~ 


工 
r 


9=O1(7) ( 穿 入 线 ) 
arc Co08 


(a) 划分 成 两 个 0- 型 区 域 Di :D。 (b) 用 r 三 1 线 划分 成 商 个 + ~ 型 区 域 
图 7.2.18 


x 1 
于 此 : 7T= J fz;sy)drdy= 上 dg f(roos 0,rsin 0)rdr 
zl 9 9 


0 和 > 和 1 


x | 1 : . 
+ 上 dg| (rcos 0,rsin 0)rdr. 
下 


类 似 有 T= | rdr | 了 (rcos 0,rsin 0)d0+ 
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nl 
[rar| “f(reos 0,rsin 0)d0. 
1 ATCo0S 
了 2acos 8 四 

2) k=[ dg| f(rcos 0, rsin 0) rdr 表明 06E 
-于 0 


[ - 到, 至] 时 ,射线 从 原点 穿 人 ;再 从 = 2dcos 9 曲线 上 穿 出 . 穿 
出 线 化 为 直角 坐标 即 为 ， 
全 0 
或 (zx-a) +y =a” © 
亦 即 以 (a ,0) 为 中 心 ,以 a 为 半径 的 圆 ,如 图 7.2.19. 
0= 所 与 r=2acos 9 之 交点 为 于 5a | ,积分 区 域 ( 记 作 D) 上 
r 的 最 大 值 为 24 .作为 > - 型 区 域 ,应 利用 曲线 + 二 /2a 将 区 域 划 
分 为 0 委 -<V2a 与 V2a 委 r 委 2a 两 部 分 D = DUD,: 


也: = (9)| 0o<r<y5o ,于 <o<aros 元 | 


D,= |(r,0) Wza<r<20 , — arccos F< 0Sarccos 元 | 
2a arcoos7 
故 K = rdr| 。 (rcos 0,rsin 0)d0 
0 -了 ' 


十 人 ra 六 rcos 0 ,rsin 0)d0. 
化 为 直角 坐标 ,只 要 注意 到 加 的 方程 ,由 式 加 可 得 z= a+ 
Va + ( 取 “+ "为 右 半 圆 “- "为 左 半圆 ); 或 由 式 四 可 得 :y= 


+Yv2az-z ( 取 “+" 为 上 半圆,“- "为 下 半圆 ) . 故 化 为 直角 坐标 
时 ; | 
a aty a -yy 0 GMA 本 
K= | dy| zy)dz+ | dy| f(x,y)dr 
四 853 . 


图 7.2.19 


-Lf 


‘pay+ aa 
注 极 坐 标的 极点 不 一 定 非 选 在 原点 不 可 如 下 本 例 3) 小 
题 , 宜 将 极点 选 在 (3 


1 去 )- 


3) 利用 配方 法 易 知 边 界 曲 线 z+ + 六 =z+y 可 写 为 
(= 
净 一 十 


2) (> 去) =( 褒 ) 四 此 宣 思 (去 ,到 ) 点 作 要 点 ,家 


与 zx 轴 平 行 ,方向 一 致 .这 时 z = 六 + rcos 0,y 二 二 十 rsin 9 积分 
A ) 


(7, 0|osesovosrs 寺 J 


故 原 积分 L= pe + y)dzdy 


「 do 六 (re 0+ 二 + rain 9+ 二 )rar 
0 9 2 
* 854 : 


练习 计算 积分 


1) [| min [Bye ty) drdy 


2 2 -3 


T+y < 
7 
(河北 师范 大 学 ). 六 (他 -动用 
提示 原 式 = | /去 —r “rdrd0+ 2r: .rdrdb. 
0o<r 吧 访 壳 <- j 


2) tryedy ,其 中 D 是 圆 z? 斗 内 =2x 内 x 之 1 的 部 
分 .( 天 津 大 学 ) 《于 一 于 》 


提示 D= 


1 
(7,0) | - 玫 委 6 委 十 ， Cos DSrS2c0s 中 
3) 假设 函数 f(w) 在 ( - co, + co ) 上 连续 , 试 将 二 重 积分 
和 7 全 jady 化 为 定 积分 (中 山大 学 ) 
于 < +y I 


(元 人 f(tan 0) (cos'0 一 下 ja9》 


例 7.2.9 计算 积分 
1) 平面 上 由 


确定 的 区 域 记 作 DD , 试 计算 积分 


ll 


(中 国 科学 院 ) 
交 2) 计算 二 重 积分 
* 853 ， 


= erty +t2r -2yt Ddrdy, 


其 中 D= {x,y):1z*+(y-1)2, 且 注 ? +y 1 (南开 大 


学 ) 
erin(1+ 2) 
3) J drdy,， 
其 中 忆 为 y>=0,y=z,z+y=1 所 围 成 的 三 角形 区 域 . 
sw | 尝 -=-l 


x yl 


解 1) 化 为 极 坐 标 时 区 域 D 可 以 表示 为 


= (7,0): 计 cos 0<r<Beos 9, 革 sin 0<r<#sin 01， 


它 表示 如 图 7.2.20 中 四 个 圆 在 第 一 象限 所 围 之 部 分 (如 图 7.2.20 
中 阴影 部 分 ) .由 于 积分 区 域 及 被 积 函 数 都 关于 直线 y= z 对 称 ， 


故 只 要 计算 0<<0 福 于 内 之 部 分 ,再 2 倍 即 可 .在 圆 r= 却 sin 9 与 


圆 = 于 cos 0 之 交点 有 A 上 8= tan-: 方 .所 以 有 


rdr 
| 2 a worcos O°rsin 6 
x sing 
-2 人 
an Sin Gcos0 1 
. 于 cos 0 


=2 1 证 -In(2tan 0)dtan 0 
= in?2. 
2) 由 对 称 性 知 关于 z 的 奇 次 项 积分 为 零 . 作 变换 x=1- y， 


2=z 后 化 为 极 坐标 , 则 
856 ， 


下 5 世 2oosg 
原 式 =2 | of rdr+21 de | rdr= 二 r+ 了 3-2. 
0 .0 所 1 


3) 提 示 “ 令 +y= wx, 之 = o( 这 时 坐标 曲线 为 倾角 等 于 -下 
的 直线 族 ,及 过 原点 的 直线 束 ) 


D={(u,v):a<ul,0<v<l| ,J = 101707 
4) 


=r+ty 2 -1 (1 1 
fz9) 历 -Y= (=- 直 ) -(»- 盐 )， 
故 单位 圆 0 :x + y 人 1, 被 分 成 两 部 分 (如 图 7.2.21): 

Q=|(zr,y)|f(z,y)>01, 


wj 
0.= 0 - 0. 2 
因此 


图 7.2.21 


‘ 


M = fidzdy 


= ar -由 are 


= -aes hl fdzrdy = 2 ady - ~ lara, 


A +n, 
= 也 一 厂 ， 
其 中 


由 对 称 性 知 第 一 一 项 积分 为 零 故 引用 极 坐标 
1,=— I (zx? +y )dxdy= 一 | de ridr = -二 . 


zi+y <1l 
从 而 
M=1 -1,= 4r( 充 - 页 )+ 玉 = 天 ， 
x 例 7.2.10 设 坐标 平面 上 有 一 周 长 为 2xi 的 椭圆 卫 , 在 其 
上 选 定 一 点 作为 计算 弧 长 s 的 起 点 ， 以 逆 时 针 方 向 作为 计算 弧 长 
的 方向 ,这 时 PP 有 参数 方程 
z= f(s), 
、 = p(s) : 
。 办 的 正 半 负 统 原 点 作 过 时 针 旋 转 ， 首次 转 到 与 点 (f(s)， 9(s)) 
处 切线 正 向 一 一 致 时 的 倾角 为 b(*). 现 记 D 为 的 外 部 区 域内 与 
的 距离 小 于 / 的 点 所 构成 的 区 城 .， 
(1) 如 果 用 i 表 东 也 内 一 点 (zx,y) 到 了 的 距离 试 将 z,y 表 
成 sf 的 酉 数 : 


由 人 


(0<s E287).. 


= = 2(s, 让， 
y=y(s,t) : 
(2) 用 计算 验证 区 域 DD 的 面积 为 3al”. (武汉 大 学 ) 


解 点 (/(s), p(s)) 处 的 外 法 线 方 向 ,倾角 为 0(s) - 玉 , 因 
此 DD 内 任意 一 点 的 坐标 ,可 用 ;,t 表示 为 


(0<s<2m, of < ). 


x= f(s)+ tcos( 0903) -至 )=/(s) + tsin 0(s), 


y= p(s)+ esin (0() -至 上 = p(s)— tcos 0(s) 
(0<z<1,0<s <2a7). 
注意 到 这 时 翁 = 了 (5s) = cos 9(s), 季 = 9 (s)=sin 0(s), 和 i 


a(z,y)_ |f(s)+t0 cos0 sinb 


， ， = ~.1— 10’， 
a(s,£) 2 (s)+20 sin 0 一 cos 0 


J= 
所 以 
2xt i 
-aes= flaser= | ds | (1+ 40°(s))dz 


= 三 (7+ $508) )as=3xe. : 
交 例 7.2.11 设 /(x,y) 在 D=[0,1]x[0,11 上 有 二 阶 连续 
导数 . 
1) 天 过 计算 ,验证 :=(=,?)dzdy= | (zyy)dzdy， 


2) 利用 1) ,证 明 : 广 ， (x,y)= 7 > (x,»), (z,y)ED.( 华 东 
师范 大 学 ) 

提示 1) 的 左 、 右 两 端 直 接 算出 都 = f(b, dy c)-— 
fla,d)+ f(a,c). | 


2) 记 F(z,y)=f, (z;y) ~- 了.(z,y) 我 们 的 任务 在 于 证 
明 :V (z+,y)€D， 有 F(z,y)=0. 为 此 在 D， =| ,z+ 二]x 


|y,y+ 去 ] 上 应 用 ) 之 结果 ， 知 
Jresoaana (VanEN). 


再 提示 ”应 用 积分 中 值 定理 , 3 9, ,0 :0<<9, ,0 二 1， 
。 860 ， 


本 9 8 
使 得 0= reswarer rer 


RF (z+ + 经] = 0 中 令 w > + oo 取 极限 , 知 F(z,y)=0. 


* 例 7.2.12 设 f(zr,y) 之 0 在 D:zx?+y 志 a? 土 有 连续 的 
一 阶 偏 导 数 , 边 界 上 取 值 为 零 . 证 明 : 
9 


ews | ee 全 


(zy)EDD 


证 记 M=， maz, VF2+ 大 2 . 

V (z,y)ED. 自 原点 向 (z， y) 引 射线 ,对 应 地 在 贺 周 上 有 二 
交点 (zo ,yo) .利用 Taylor 公式 及 Schwartz 不 等 式 有 下 式 成 立 ,其 
中 卫 为 (z,y) 至 (zo,ye) 线 段 上 的 某 一 点 : 

fz,y)= f(ro,y) +t (P(rz- zo) + fo(P)(y- yo) 

=fs(P)(z- zo)+f(P)(y- yo) 
<V FBP) TIE) Vz- z+ (yo) 
<M(a-r) (r=Vr + y). 

所 以 [aas <Narw<ml 一 Daag ta, 


人 例 7.2,13 设 z=zr(w,v),y=y(wu,vw) 有 连续 偏 导 数 ,一 
一 对 应 地 将 区 域 D' 映 射 到 zy 平面 的 区 域 DD, 满 足 J*0; 上 且 
. 9r_9y oz _9y 


EE 
这 证 [人 [(¥} ) * (2¥) Jaze, LE +(2) 上 EX (2) 
| . 
证 ， 利 用 式 (1) 


* 861 ， 


人 ja joy ov) ar yy ay 
(i) +( 动 ) -| 元 ] [(¥) +( 咯 ) j+(2) [( 吕 | +( 吕 ) | 
2 2 2 ” 
-的 “的 工作 产 代 9 
| 
9uU 9v . 
(利用 式 0)) =[( 绊 ) + ( 综 ) ， 
17-l _ 
从 而 dudv 一 | 了 |dxdy= Ey (4) 


将 (3)、(4) 式 代入 (2) 式 右 端 ,或 将 (3) 式 变形 ,及 dzxdy= |J ldudy 
代入 (2) 式 左 端 , 即 得 欲 证 等 式 . 

注 本题 既 考 了 微分 式 的 变量 替换 ,又 考 了 重 积分 的 换 元 , 颇 
有 特色 .有 兴趣 的 读者 可 借助 矩阵 运算 写 出 :等 式 从 右 至 左 (或 从 
左 至 右 ) 较 简洁 的 证 明 . | 


交 二 、 三 重 积分 


导读 ”三重 积分 在 考研 题 中 亦 较 常见 . 除 直接 出 题 之 外 有 时 
也 通过 曲面 积分 以 及 Gauss 公式 联 带 考 三 重 积 分 .本 段 各 类 读者 . 
均 需 关注 . 
本 段 主要 讲 三 重 积分 的 计算 及 应 用 . 
a. 三 重 积分 化 为 累 次 积分 
要 点 ”将 三 重 积分 化 为 累 次 积分 通常 采用 如 下 两 种 方法 ， . 
* 862 ， 


1) (投影 法 ) 化 为 二 重 积分 里 套 定 积分 (3=2+1). 以 向 zy 平 
面 投影 为 例 : 若 积分 区 域 V( 如 图 7.2.22(a)) 在 zy 坐标 平面 上 有 
投影 区 域 D, 且 V(xo,yo)ED, 过 点 (zo, yo) 的 竖 直 线 { (xz ,yo， 
z):zERI 从 V 的 下 界面 z= zx,(xo ,yo) 处 穿 人 V, 从 上 界面 z = 
2( Xo, 2) 处 穿 出 V, 则 表明 : 7 

V= |(z,y,z)|(z,y)ED, zi (zx, DA ?1， 
于 是 3 
Wes0av= aras fe pa ya) de. 
2) (截面 法 ) 化 为 定 积分 里 套 二 重 积分 (3=1+2). 以 z 轴 为 
例 : 若 积分 区 域 V( 如 图 7.2.22(b) ) 被 垂直 于 z 轴 的 平面 截取 的 
截 口 为 也 .( 当 ca 委 z 委 0 时) 这 表明 : 
V=li(z,y,z)|1a 和 > 和 20,(zyy)ED.i， 

于 是 


用 reav= | de dardy, 


六 例 7.2.14 计算 积分 1 = FR" p 是 点 (x,y,z) 到 工 


轴 的 有 距离 , 即 p? = y? + z? VV 为 = 一 棱 台 ,其 六 个 顶点 为 A(0,0,1)， 
B(0,1,1),C(1,1,1),D(0,0,2),E(0,2,2);F(2,2,2). (北京 师 
范 大 学 ) 

解 1 (投影 法 )( 化 为 2+1) 积 分 区 域 V 在 yz 平面 上 的 投影 
区 域 0 二 ABED( 梯 形 ). 对 任意 给 定 的 点 (yo,z。)E 0, 点 (z,yo， 
zo) 随 z 增 大 时 , 当 z=0 时 穿 人 VV, 当 z= 只 时 穿 出 训 , 故 
V={(zyz)l1(yz)E0,0 委 z 委 y|. 


I= lh Sl et 


所 以 


“863 ， 


~ 
Pd 


所 


解 (截面 法 )( 化 为 1+2) 将 V 向 z 轴 上 投影 ,得 到 的 区 间 
是 [1,2], 任 意 取 定 zE[1,2],z=z 在 V 上 截 口 为 等 腰 直 角 三 角 
形 区 域 D.:0<<y<z,0<z<y 


dzd: 
= 9=] 本 


_ln2 
= dz|， 卫 禾 于 Tz -= 


(此 题 另 一 解法 见 例 7.2.16) 


例 7.2.15 设 - 
z+y +z Sl; 
V= (zyyz) z 之 0， ~、 ? 
y 2zr 
求 积 分 Ye 

分 析 作 才 的 旋转 变换 

z 一 站 十 六 一 站 一 也 

2 9 V2 ba 


则 六 =2zz 变 成 六 =w? -vw ,好 w = y+v -可见 见 y=2zz 是 以 
4 轴 为 对 称 轴 的 直角 锥 (如 图 7.2.24).， | 
. .D,={(zx,y)|zr’ + y Kl-~z’,y >22r}. 
注意 ,化 为 极 坐标 时 y =2zzr 变 为 
| rsin 0 一 2zrcos 0. 


由 此 9co8 1 一 <tV +r 故 有 
解 (截面 法 )( 化 为 1+2). 利 用 对 称 性 


= 2 J 2 “le 


/2 
-2 a er re 2 rsin 0d0 
‘ 865 ， 


图 7.2.24 


1 MT 时 
=2| dz | (~zrtr Vz :+ri+t+r dr 
0 ov ” 


= 兰 (2+z). 


练习 1 设 Q 由 z= +y ,z=0, Ty = 1, xy = 2，y = 3z， 
y= =4z 所 围 成 ， 求 积分 


I= 站 > xz’y x dxdydz. (北京 师范 大 学 ) 


提示 。 可 用 投影 法 向 zy 平面 投影 ， ,化 为 2+1 形式 . 
再 提示 0Q= |(zx,y,z):0<zSrity,(r,y)ED|, 
其 中 投影 区 域 D 自 自 线 79 = "1 yzy=2;y=3z,y=4z 电 围 成 : 


了 三 J* y ry” ta y (zt Pdrdy 


然后 可 利用 例 7 2.6(b) 中 的 方法 , 令 ， u= 2Zy， "= 立 作 变换 : 


” 866 ， 


_1 2 u 31 465 31, 4 
T= + (wt) dudu= 3 + DIn 却 : 
1 2 


练习 2 求 区 域 (V):0 委 z 委 1， 0 过 > 和 z， Z +y 委 z 委 e "的 
体积 . (山东 大 学 ) 
提示 宜 将 V 向 zy 平面 投影 ， 化 为 2+ 1 


再 提示 。V= 由 | dz|. do dz= 广 e(e 一 2)， 


练习 3 求 积分 = | (ty+ sardyds 的 值 ,其 中 V 由 


平面 z+y+z=l 以 及 三 个 坐标 平面 所 围 成 的 区 域 . (北京 大 学 ) 
提示 宜 用 垂直 z 轴 的 平面 去 作 截 面 , 截 面 区 域 为 直角 三 角 
形 .注意 : 当 字母 rz,y,zx,z 轮换 时 ,被 积 函 数 与 积分 区 域 都 有 轮 
换 对 称 性 . 
再 提示 =1(Czyyz):0 委 z 系 1， D.,| 
其 中 D. = {(z， y) :zz 之 0,y 志 0， z+y<1l- >z| 


故 I= | 中 | (1 =)?.zdz = 二 


(这 里 | aray 是 等 腰 ( 腰 长 1 - z) 直角 三 角形 的 面积 ) 


b. 三 重 积分 换 元 
要 点 i) 跟 二 重 积分 一 样 ,三 重 积分 选取 替换 变量 的 原则 是 
使 被 积 函 数 化 简 ,使 区 域 变 得 易于 定 限 .二 者 兼顾 ,照顾 主要 的 . 


i 对 于 积分 1 = 有 (redzaya=, 选 好 变量 替换 工 = 


Zuoyw),3y=y(uazw),z=z(uyuyzw) 之 后 , 表 可 用 下 面 几何 
定 限 法 牧 出 变换 后 的 区 域 | 
V=i{(u,v,t)la ub CO<os<w CO， 
wi(u,v)RwEw, (u,v)|. 
则 
.867 . 


v,(u) w, (u,v) - 
I=- | dz 六 do fx(usv, ww) y(u, vw), 
a Cu) w ,uv) 


z(u ,0,w)) | 1dudvdw. (A) 
这 里 J 为 Jacobi 行列 式 


J = (zy，z) 
du, vw) 


十) 几何 定 限 法 . 
车 w= uo 所 得 的 坐标 曲面 ( 见 图 7.2.25) 
r=7x(uo, vw), 


AX: Y= yu V0, WwW), 


z=z(uo,v, rw) 


图 7.2.25 


随 wo 连续 变动 时 连续 变动 ; 且 当 wu。 从 a 连续 增 大 到 5b 时 ,x 
恰好 扫 过 积分 区 域 V， 这 就 表明 VV 上 的 坐标 有 关系 aub 
(2 、a 分 别 为 外 层 积分 的 上 、 下 限 ). 

设 w€E(a,65) 为 任意 固定 值 ,在 wu 对 应 的 学 标 曲面 < 上 ,每 固 
定 v, 决 定 一 曲线 

L:z=x(u,v, Ww), y= yu,v,w), z= z(u,v,w) 
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(其 中 xz 已 国定 , 工 是 以 zw 作 参 数 的 曲线 ). 当 "固定 不 同 的 
值 , 则 对 应 不 同 的 曲线 工 , 工 随 v 变动 而 在 x 上 连续 变动 . 若 ; 
i) v 从 v1 = vi(x) 连 续 增 大 到 v, = vw(x) 时 , 工 恰好 扫 过 在 了 
上 截 下 的 截 口 区 域 A,( 如 图 ) 

i) 上 上 的 点 (x,y,z) 在 多 = wi(u,v) 穿 人 截 口 区 域 A, ,在 
w 二 w;(z,v) 穿 出 截 口 区 域 人 A, ,那么 这 表明 V 对 应 的 区 域 为 : 

={(u,v,w)|a ub, vi (uv v,(u), 
wi(u,v)RwEw, (u,v)|. 

从 而 可 以 实现 变换 和 定 限 , 如 式 (A). 

下 面 重新 计算 例 7.2.14. 

六 例 7.2.16 计算 I= ,xs 是 点 ( ) 到 z 灿 

pT 十 尽 ( 工 ,yy， 之 工 

的 距离 , 即 o = y? + z?.V 为 一 楼 台 , 其 六 个 借 点 将 A (0,0,1) 
B(0,1,1),C(1:1,1),D(0,0,2),E(0,2,2);F(2,2,2). (北京 师 
范 大 学 ) 

分 析 ， 从 被 积 函 数 考虑 , 宜 选 取 新 变量 p,pz 二 训 和 + 党. 当 p 
固定 时 ， 它 代表 一 个 以 = 轴 为 对 称 轴 的 无 穷 园 村 而， aa 

我 们 看 到 ,将 zOz 平面 zx0 的 部 分 , 绕 Oz 转 旋转 下 下 就 到 界 
面 ACFD 所 在 位 置 ,再 旋转 下 到 ABED 所 在 的 从 因此 我 们 取 
此 转角 9 作为 另 一 一 新 变量 ， A 


tan = 之 . 
TT 


类 似 地 考虑 , 取 


tan 9p= 闵 


这 时 对 积分 区 城 V ;相应 地 有 才 委 0 称 于 ， 于 和 p< 地 , 当 9、 ? 取 


定之 后 , 仅 让 p 变化 ,是 一 条 自 原点 出 发 的 射线 , 它 从 界面 ABC 
| * 869. ， 


图 .7.2.26 


穿 人 V, 从 DEF 穿 出 V. 而 ABC. 上 xz 寺 ] ,由 之 


P=y + =y +1,tan P77 
所 以 ,在 ABC 上 
p=cscy. 
同 理 可 知 ,在 DEF 上 和 
: L ‘p=2csc p. 


故 V 对 应 的 区 域 是 


= |(0,0,9) | <o<A ,< 


区 本 ,CSC 9 入 0 魏 2csc 9 


于 是 有 


» 


解 令 p= y? +z?,tan 0= 立 ,tan 9= 了 


即 ”p= tten ptanT! | 


(1) 


-1 一 一 y 工 


= -7 0 
XxX +y r+y 
z y . 
0 一 本 


y +z 2 十 之 


加 tan26 


(z2+y Ty) ~ (T+ tan 0) poo0s 9p 
: 才 委 0 区 本 ， 4<9< << 广 ,CSC 9 魏 0 委 2csc pg. 故 
dy 


-上 sof: dp| lJldp 


2csc 9 


- 1 
5 dp cos 9， (1+ mg)dp 


cp 


1 _1 
ep cos gcsc pdg = Fln 2. 
、， 例 7.2.17 计算 积分 .，  . . 加 


1) 1= 下 (y — z)arctan =dzdydz ,其 中 V 是 由 曲面 
工 + 二 (yx)?= R’,z=0, 及 z=h 
所 围 成 之 立体 . (北京 师范 大 学 ) | 
太 2) K= | esar + y+ os)drdyds, 


其 中 a ,b,c 是 不 全 为 0 的 常数 ,V:zx? + y+ x 过 1. (南开 大 学 ) 
解 1) 令 了 =zyy 一 z= 2v,z= w. 即 : 


T=U,y=V2LV+ w= ww.. 


于 是 
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从 而 - 
大 

了 三 | dw | V2 varctan wV/2dudv 
° ui+v SR 


-2 | arctan wdw | vdudv =0- ， 
(由 对 称 性 ,我 们 可 以 直接 看 出 ， J vdudv =0. ) 


2+v <R’ 


2) 作 坐 标 系 的 旋转 变换 . 将 Ory 旋转 到 平面 pz + by+cz=0 
的 位 置 上 . 即 令 下: 
ot, 
这 时 z 轴 与 y 轴 被 旋转 到 5= 0 的 平面 内 ， 把 它们 记 为 轴 与 7 
轴 ， ,根据 解析 几何 知识 ,这 时 ， 

(=1,V={(#,7,6) |e+y + C1|, 

记 N=V a + bh +e, 
则 


K= | east by 二 cz)dzdydz = epasaraf- 
= rcos 0， 7= rsin 0， 三 这 时 

= {(r,0,£) 和 So m0 EV 和 
K -| eg) 中 ao 六 


= 2r el — LC )cos(ut)dt = (mE ~ cos 站 
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_ rrlaF 13F Lr] 
* 例 7.2.18 | dzdydz， 


其 中 0 :1 委 y 委 2,1 委 zz 委 2,1 委 zy 委 2, 试 将 积分 作 下 面 的 变换 ， 
au = yz ,ua= xz,w 二 zy 要 求 变换 后 积分 出 现 zx ,vm，,zm 和 下 关于 
u,v,w 的 偏 导 数 ( 假 设 下 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ). (北京 大 学 ) 
10 z y 
解 = yz,v= zz,w= xy, 则 JI=|z 0 zx = 2xyz = 
y rx 0 
2 V uvw , (下面 来 看 积分 号 下 的 微分 式 在 变换 下 如 何 变 形 ). 因 
2 V uvw ， Uvw Vuvw 


一 .2 2 
UUW=X yz ZX = 一 一 一 


也 
VY Uw 7 VY 了 TY 
WI re an? 


故 有 2uF’,=2u(F’ ,x ,+ Fy, +r,:z’,) 
=(—-u FF + 也 下 十 w 下)V uvw, 
轮换 对 称 性 可 知 2wF’,= (uF -v1F +w!F’)Viow, 
2wF’, =(u 1 F 十 v IF’, ~ wl!F,)V uvw, 
以 上 三 式 相 加 得 
2(uF’, + oF + wh ) = (uF, + oF +w!F’,)V we. 
因此 原 积分 号 下 的 微分 式 
u 1!F’ + v1 F’,+ w !F’,= 


(xuF + FE + wF’,). 


UvWw 


2 (uF’, + vh’, + wh’,): 
vw 


原 积分 了 加 | dudvdw 


1 
2 V uvw 
2 2 2/1 1 1 
=| du | dv | er ee 
1 1 1 UW 
捷 问 [auf dof lr 1 ? 
ul do| LF qaw ‘Lau [2 工 du | Fdw 
1 1 1 Uv 
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=(n2)(F(2)- FI)) 对 吗 ? 
答 不 对 , 因 F,=[F(z(u,v,w), yu vw), z(u,v,w)) TE 


还 依赖 于 (x,o) 的 取 值 .车 记 (4,0,w)=F (2ew ,wow wow ] 


则 [ du | dv [ dra du | [fus02)— flusv,l)]dv. 

评论 ”本 题 既 考 了 三 重 积分 的 换 元 ,又 考 了 微分 形式 的 变换 . 
特色 明显 . 

上 面 讲 了 一 般 变换 ,下 面 再 来 讨论 两 个 常用 的 变换 . 

柱 面 坐标 变换 

柱 面 坐标 意 指 x = rcos 6,y=rsin g,z=>z 的 变换 .这 时 
Jacobi 行 列 式 :J =. 

当 > 固 定 , 得 到 的 坐标 曲面 是 从 z 轴 为 对 称 轴 ， 半径 为 了 的 
无 穷 圆 柱 面 . 

当 6 固定 ,表示 一 个 以 z 轴 为 边界 的 半 平 面 ( 像 一 块 无 穷 的 
大 门板 ) ,0 是 此 半 平 面 绕 z 轴 逆 时 针 旋 转 , 从 z 轴 的 正 向 开始 计 
算 的 旋转 角度 . 

z 固定 是 垂直 > 轴 的 平面 

记 积 分 区 域 上 z 坐标 的 最 小 .最 大 值 分 别 为 c\6. 每 个 =E 
[< ,5], 垂 直 = - 轴 作 截面 ,将 V 上 的 截 口 区 域 记 为 D. . 则 

V=|(r,0,z):a<z<b,(r,0)ED,!}. 


[2 
DC», sardyae- | de /Cre 9,rsin 0,z)rdrdb. 


车 积分 区 域 V 在 zy 平面 上 投影 区 域 为 D,Y (/,9)eED 作 


的 竖 直 线 与 V 的 下 、 上 界面 交点 分 别 为 。 
z= zi(r,0), z= z,(r,0), 
即 V=|{(r,0,z):(r, 0)ED,z(r, SS 0)| ， 


则 中 ,yz)dQzdydz 一 和 au 六 f(roos 0,rsin 0,z)dx. 
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例 7.2.19 计算 三 重 积分 
六 1) I= ever ydrdyde 


其 中 0 是 曲面 >=V x +y 与 z=x +Y 围 成 的 有 界 区 域 .( 北 京 大 学 ) 
2) LL= 由 有 是 刀 + 昂 十 于 魏 寻 , 与 妆 十 史 十 


(zz 一 oj) 魏 性 的 公共 部 分 (a >0). (大 连理 工大 学 ) 

解 1) 在 柱 面 坐标 下 Q = {f(r,60,z):0 志 9 才 2r .0 过 r 委 1 
委 z 委 -|}( 积 分 区 域 0 是 图 7.2.27 平面 图 形 绕 工 z 旋转 所 得 旋 
转 体 ) ,因此 

I= J cos gdrdb | ， dz = | eos 0d9 | ja 


另 解 Q=|(r,0,z):0<z<1,0<0<2r, zr<Vz| 
1 1 2x 
于 是 I= | dz eearao- |, dz|， czpo| -dr= 右 
2) 0Q={r,0,z):0 委 0 委 2x,0 委 委 <， arVa 一 了 ‘< 
< 
二 球体 的 公共 部 分 ,在 Oxy 平面 的 投影 ,可 由 二 球面 的 交 线 


得 到 , 令 ae - Vaz -和 =wWa5l 二 冯 得 ”= 如 a. 因此 投影 区 域 为 


"< 他 4 的 贺 ( 图 7.2.28 是 0 被 Ozz 平 面 所 截 得 的 平面 图 形 )、 


/i 
r= rdrdg | /ss dz 
3 a a 一 六 


ZT 
2r [2 3 
nT 
3) ler) (a Var ]dr 
-107。s 
480 ” . 
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球 坐标 变换 


指 z=rsin pcos 0,y=rsin psin 0,z=rcos pg (其 中 0 过 
r<+o ,0 委 g 委 二 ,0 委 0 委 2r) .这 时 Jacobi 行列 式 J= 一 sin p. 

r 二 常数 ,是 以 原点 为 中 心 ,半径 为 > 的 球面 . 

9 三 常数 ,是 圆锥 曲面 以 z 轴 为 对 称 轴 , 以 坐标 原点 为 其 顶 
点 ,其 母线 跟 z 轴 正 向 夹 角 为 9. 


9 三 常数 ,是 以 z 轴 为 边界 的 半 平 面 ,9 是 半 平 面 转角 .从 xz 
轴 正 向 算 起 , 逆 时 针 方向 为 正 ( 钟 面 朝 z 之 正 向 ). 这 时 


NG» araydz 


= 区 rsin gcos 0,rsin psin 0,rcos p)rsin pdrdpd0. 


然后 可 根据 V 上 (~,9p,9) 的 变化 范围 将 右 端 积 分 转化 为 累 次 积 
”876 ， 


分 . 

六 例 7.2.20 未 上 | (z+y)dv, 其 中 V: 袜 + 和 +(z 一 27 志 4 且 
z+y +(z 一 1)* 志 9,z 之 0 所 围 成 的 空心 立体 . (南京 大 学 ) 

解 区域 V 如 图 7.2.29, 是 六 球 内 部 (VV) 挖 去 小 球 (V,)， 


切 掉 大 球 在 z 平面 下 面 的 部 分 (V;) 所 剩 的 区 域 . 即 
V=V.-V,—V;, 


因此 = J .i J 员 ... (1) 


图 7.2.29 


对 于 V, 宜 取 中 心 位 于 (0,0,1) 的 球 坐 标 : 
X=rsin poos 0,y= rsin gsin 0,z~1=roos 9.J=r sin 9. 
可 知 : Vi=i(r,9,0):0<r<3,0<9<r,0R0R27r), 


机 加 ol ao] rsin 9,r sin pdr = 3 


T= rsin poos by rain psin 0 2= rcos 9,J=rsin 9% | 
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» 


于 是 Je +y qo= | dg | dp | rsin ?gdr = 吉 X2n (3) 


对 于 vw; 宜 采用 柱 面 坐标 ,向 Oxy 平面 投影 ， 投影 区 域 (在 大 球面 
方程 令 z=0 可 得 )D 为 ;x+ y 二 8. 即 r<2wV2. 故 


2 0 六 2 
| (x?+y)dr = | rdrdg| 广 ， dz 
x yA 
= [ de | -( -可 JGL-V5= ar 
2 2 
-= (124-x3 ++) (4) 
将 (2)、(3)、(4) 之 结果 代入 (1) ,得 


原 积分 = 和 = + y)dv= en 


三 重 积分 的 应 用 

要 点 分布 在 空间 的 某 一 物理 量 , 若 它 是 连续 分 布 的 ,具有 可 
加 性 , 且 在 每 个 局 部 该 量 的 大 小 与 体积 成 正比 , 则 该 量 的 总 和 可 用 
三 重 积分 来 计算 .方法 可 用 “元 素 法 ”. 即 在 给 定 区 域 里 任 取 一 点 作 
为 代表 点 ,在 此 点 处 取 一 任意 小 的 体积 元 素 ( 称 为 代表 元 素 ) , 求 出 
该 元 素 对 应 的 量 值 ,然后 进行 积分 (加 起 来 ). 

若 该 物理 量 是 矢量 (如 力 ), 则 应 求 出 代表 元 素 所 对 应 的 矢量 
的 分 量 ,然后 作 三 重 积分 (加 起 来 ) , 求 出 合 矢量 的 相应 分 量 .最 后 
通过 分 量 表 出 合 矢量 即 可 . 


元 素 法 的 简单 应 用 是 求 区 域 (V) 的 体积 六 v= Dawavas. (人 
) 
们 有 时 也 用 同一 字母 既 表 示 区 域 ,又 表示 它 的 体积 ). 


例 7.2.21 求 给 定 曲面 所 围 之 体积 . 
1) 求 曲 面 (z +y te = > 所 围 的 体积 . (南开 大 学 ) 


太 2) 计算 闭 曲 面 {( 2 + 六 + = 过 所 围 的 体积 . (东北 师范 


CC 
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大 学 ) 

3) 求 曲面 (三 ) + (这 ) + (三 ) =1 所 图 的 空间 区 域 的 体 
积 V. (延边 大 学 ) 

4) 求 (zx?+y+z?) =a(zx?+y 一 z ) 所 围 的 体积 (a 0). 

解 1) 图 形 位 于 y 衬 0 的 四 个 卦 限 内 ,由 对 称 性 ,所 求 体积 等 
于 第 一 卦 限 部 分 的 4 倍 .引用 球 坐标 


z=rsin pcos 0,y=rsin psin 0,z= reos 9， 


曲面 方程 可 写 为 
_ Tf sin psin 0 
太一 sn 二 os 
sin PDTCOS 9 


- 宇 2f sin 6 


V =-4| dg ap 站 re risin pdr 


- 子 | sin oo snp gy 
3 Jo o sin p+cos'g 


因此 


令 :=tang 4 六 £2 di = TY2 nV2 


35, TITrF 3 
最 后 的 等 式 可 见 例 4.5.1 的 式 (2)、(3). 或 据 B 函数 的 变形 知 


三 d = 于 六 di” 令 x= 六 du 
Jo 1+z° 4 Jo zi(1+z°) “4 uf (1+u) 
= 于 B( 韦 ， 31-1 -内 
4 \4’4) 4. 4 

: SIN - 


2) 引用 广义 球 坐 标 
X=arsin pcos 0,y= brsin psin 0,z= crcos 9, 


则 .J= apcr sin pg,r’ = 站 sin 9cos 0， 
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3 
了 a/ Lsin goos 0 
VV=4 | db | ap | abcr’sin gdr 
0 0 0 
_ ra bc 
3h 


3) 提示 令 工 = arsin’ peosg,y= brsin’ psin’ 0, z= crcos 9. 
这 时 
Vv=il(r,p,0)10 委 r 委 1,0 委 904 委 2x,0 委 9p 委 rr. 
4) 提示 引用 球 坐 标 ,方程 化 为 


r=av 一 cos2p， 
了 了 aV -weip 2 3 
v=s| a0|， dp| risin gdr = Oe. 
0 所 0 A 4V2 
4<x + y 9, 


六 例 7.2.22 已 知 圆柱 壳 vd 


密度 均匀 为 , 求 它 对 位 于 原点 处 质量 为 za 的 质点 的 引力 (如 图 
7.2.30). (北京 航空 航天 大 学 ) 


图 7.2.30 
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解 在 V 内 任 取 一 点 (x,y,z)( 作 代表 点 ) ,在 此 处 取 一 任意 


小 的 体积 元 素 dv .该 点 到 原点 的 距离 为 -=V zx +y + x .元 素 
对 应 的 质量 为 ydV .根据 牛顿 万 有 引力 公式 , 它 对 原点 (质量 为 
m 的 ) 质 点 之 引力 的 = 分 量 : 


Em*udV 


因此 合力 的 z 分 量 


F, = em dV 
(zx? + y + 2) 


-下 用 杜 面 从 标 km «| aol rar ra- = 4MW5 — 2) rkme 
因 该 物体 前 后 对 称 , 左 、 右 对 称 ,对 称 点 上 的 元 素 对 原点 质点 的 引 
力 大 小 相等 ,在 x 轴 的 投影 符号 相反 ,相互 抵消 , 故 合力 的 z 分 量 
为 零 .y 分 量 亦 如 此 . 
即 F,=F,=0. 


故 合力 。 FF=F,=4(W5-2)xkmp (方向 朝 上 ). 
综合 性 问题 | 
x* * 例 7.2.23(1) 设 > asxixj 表示 变量 (zx) , x, ， z,) 的 二 
次 型 其 系数 矩阵 A= (a, ) 为 对 称 正定 的 ， 证 明 椭 球面 
S: Drs = = 1 所 包围 的 体积 等 于 罕 (det 4) 二 ,det A 表示 4 
的 行列 式 .( 吉 宁 大 学 ) 


证 因 二 次 型 > Qs 的 矩阵 4 是 实 对 称 正 定 阵 , 必 有 正 
的 特征 值 %; >0， (dat A= A1424s >0) 及 相应 的 特征 向 量 X,(i = 
* 881 。 


之 1 


1,2,3), 这 时 @ = (Xi, Xi, Xs) 是正 交 和 矩阵 ,在 变换 | zz | = 


I3 


6 ， 
Q |& | 之 下 ,上 述 二 次 型 被 转化 为 标准 形 之 ， 4A, 且 |det Q 1 = 


és 
1, 即 该 变换 下 微 元 体积 不 发 生 伸缩 变化 ,Jacobi 行列 式 


9(z1, X23, Xi) 
= = jdet OQ|=1. 
EA 过 ldet Q | 
V = Il dzxidrdzrs = i ldet QO | déidé,dé, 
> qT 1 Dae I 
= 如 déidédé,, 
Dt 


3 3 
人 二 (6 所 6) _ 1 A, 一 ?<1 
再 令 3 Vi , 则 5 a(n ,12 » 73 ) Fl 和 元 之 [3 和 7 9 


因此 
V= 一 二 一 dydydn = 一 二 一 dn dyadys 
A VdetA ， 
Dl po 
4 .1 ， 
= 本 r(det A) 7. 证 毕 . 
另 证 ”或 简 而 言 之 
4 正定 之 3 可 首 矩阵 P ,使 得 
1 0 0 
PAP=P-'!AP=E=|0 1 0|. 
0 0.:1 
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这 时 在 变换 x = P11 之 下 二 次 型 表示 曲面 S: 
1=x Ax=(PN).A(Pn) 
= 9 (P’AP)Y. 
一 全 一 克 二 到 二 及 
即 S 变 成 了 7 空间 的 单位 球面 .这 时 ， 


a(zi,Zzaz，Z3) 1 
一 = |det P|= ， 
1 1 光 lde /det 有 
4 _1 
二 d71d72dy7s = 本 x(det A)7. . 


评论 本 例 主 要 考查 考生 的 跨 学 科 的 综合 应 用 能 力 .实际 上 ， 
该 题 线 代 数 所 占 的 比重 还 大 些 .通过 本 例 ,读者 不 难 写 出 四 重 积分 
乃至 n 重 积 分 的 相应 结果 及 其 证 明 ( 见 例 7.2.38). 

六 例 7.2.23(2) 求 下 列 三 重 积分 的 极限 


in Ta (zy)"f(y)drdydz. 


其 中 Q 是 由 y= zo(xo >0), y= rT i(> 70), = 及 ==， 
所 围 成 的 区 域 之 内 部 ,n 是 自然 数 ， f(z) 在 [zo,zxo+6](8>0) 上 
可 微 , f(z。o)=0.( 广 西 大 学 ) 

分 析 (用 投影 法 ,向 zy 平面 投影 ) 如 图 7.2.31 区 域 2 是 一 
个 四 面体 :我 们 面临 的 是 垂直 x 轴 的 竖 直 平面 xz 二: ,左边 是 垂直 
> 轴 的 竖 直 平面 y= x。,0 的 底面 ( 竖 直 线 穿 入 面 ) 是 平行 + 轴 与 
> 轴 夹 角 为 45" 的 斜面 z= y. 顶 面 ( 竖 直 线 穿 出 面 ) 为 平行 y 轴 的 ， 
跟 z 轴 夹 角 45" 的 斜面 z= zx. OT lr,y, z):(z,y)ED, ye 
zx). 

四 面体 在 zy 平面 的 投影 区 域 为 D， 是 zy Fy 区 三 
ti,y= zo 三 直线 所 围 的 区 域 , 即 i 

D=1{(zr,y):zorEt, roEyEzrt 
”883. ， 


图 7.2.31 


= |(zyy):zo 委 y 魏 旨 y 委 z 委 叶 ， 


由 此 可 知 下 (x —y)"f(y)drdydz . 


= J, (xz—y)"f(y)dz 


-| dy| (z—y)"" 


,| (1 y) "f(y)dy 


1 
-| (2 dy， 


原 式 = ! im Ta | 
(反复 使 用 Hospital 法 则 ) = pm DO- - 
To GAS 可 四 下 一人 
”Fa 


(n + TI n+) 
注 类 似 的 考题 见得 其 多， 但 大 同 小 异 ， 


* 三 、 一 重 、 三 重 反 常 积 分 


导读 这 部 分 内 容 , 一 般 不 作 教学 重点 .近年 来 的 考研 试题 也 
.884 : 


少见 . 非 数学 院 ( 系 ) 学 生 不 作 过 高 要 求 . 数学 系 学 生 可 以 正文 例题 
为 主 ,习题 作 机 动 . 

要 点 1) 粗略 地 说 ,二 重 、 三 重 反 常 积分 ,与 (一 重 ) 反 常 积分 
类 似 , 被 定义 为 “部 分 积分 "的 极限 .部 分 积分 是 区 域 割 去 “反常 部 
分 "后 在 剩 下 部 分 上 的 积分 .对 无 界 区域 上 二 、 三 重 反常 积分 就 是 
分 别 用 曲线 、 曲 面 割 取 ( 可 求 积 的 ) 有 限 区 域 , 计 算 其 上 的 积分 , 然 
后 令 切 口 至 原点 的 最 短 距 离 d4-> + co , 取 极 限 ;对 无 界 函 数 的 反常 
积分 ,就 是 割 去 奇 点 、 奇 线 (三 重 积 分 还 可 有 奇 面 ) 的 邻近 部 分 , 计 
算 积分 ,然后 令 切口 至 奇 点 集 的 最 大 距离 p->0, 取 极限 . 

2) 二 重 、 三 重 反常 积分 类 似 地 有 Cauchy 准则 . “ 

3) 若 被 积 函 数 为 非 负 的 , 则 收敛 与 否 取决 于 部 分 积分 是 否 有 
界 , 从 而 反常 积分 亦 有 比较 判别 法 ,并 且 按 特殊 方式 切割 , 当 d -> 
+ oo(o 一 0) 时 ,极限 存在 ,可 推出 按 任意 方式 切割 极限 也 存在 , 相 
同 ,从 而 积分 收敛 . 

4) 敏 散 性 只 与 反常 点 附近 的 函数 值 有 关 . 

5) (Cauchy 判别 法 ) 若 用 C 表示 某 常 数 .对 于 二 重 积分 , 记 


P=(zx,y),Po=(zo,y%), R=V rx ty ,r=V (rx) +(y- yy, 
k=2; 对 于 三 重 积分 , 记 
Oe 

(xz-x0) +(y~y) +(z~-zo) k=3. 


那么 Cauchy 判别 法 指出 : :为 无 界 区 域 上 的 反常 积分 而 言 . 当 无 穷 
远 点 附近 有 


C 
17FCP) 1 和 闷 ,a>A 时 ， 


则 反常 积分 收敛 . 当 无 穷 远 点 附近 有 
C 
| FCP) | 人头 ，e<< ， 


则 反常 积分 发 散 . 对 无 界 铺 数 的 反常 积分 而 言 ,假若 P, 是 它 唯 一 
的 奇 点 ,在 Po 附近 ,有 : * 


I/(P)I<ES,a<h, 


则 反常 积分 收敛 . 若 在 奇 点 Po 附近 某 个 以 Po 为 顶点 的 角形 区 域 
(角度 大 于 零 ) 内 ,有 


17CP)I>> 皇 ,a>> 有 ， 


则 反常 积分 发 散 . 

6) 二 重 、 三 重 反常 积分 眼 ( 一 重 ) 反 常 积分 有 人 惊人 的 差别 ， 这 
就 是 对 二 三重 反常 积分 有 : 

了 反常 可 积 仿 | f| 反 常 可 积 . 

a. 比较 判别 法 

例 7.2.24 设 0<m 委 p(z,y) 委 M, 讨 论 


(zx ;Y) 
由 ye 
0<y<1 


的 敛 散 性 ， 
解 0 三 y<1 为 无 限 带 状 区 域 ， 
[p(x1y)| 


Tp 
(1+ x + yy )? ( 工 十 并 + y)? (1+x” +y )?’ 


所 以 原 积分 与 积分 


dzdy 
册 (1+z +y)? 
同时 敛 散 .而 后 者 当 p 志 0 时 明显 发 散 .下 面 只 须 讨 论 p >0 的 情 
况 . 因 0 委 y 委 1 时 


1 1 1 
SG TE PT )5， 


在 [- 4,4;0,1] 上 取 积 分 ,并 令 A 一 + oo ,可 知 : 


| dz 之 Zdy < 全 
-we (2+x)? oy | Fr< ,yr 
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此 式 对 于 极限 为 有 限 数 或 + 都 是 对 的 .由 此 可 知 ,p> 过 时 积分 
收敛 .从 左边 看 , 知 p 方 时 积分 发 散 . 总 之 原 积分 当 且 仅 当 p> 


| . 
二 时 收敛. 


b. 对 非 负 被 积 函数 可 用 特殊 方式 切割 取 极限 
例 7.2.2$ 讨论 下 列 积分 的 敛 散 性 ， 


ff” dzdy 
{= | .| 
解 ” 因 被 积 函 数 非 负 ,不 妨 用 和 矩形 方式 割 取 ,然后 取 极 限 , 知 


[| dzdy 
“ (1+[l x I?)(l tly1’) 
「 = dr rdy 

-oo (1+| xr1?))-» (IL+|ly1°) 
=4[ TE | dy 

o 1+z Jo 1l1+y? 


故 p、g>>1 时 收敛 ,否则 发 散 . 
例 7.2.26 设 D=i{(zr,y)|lly| 志 xz? ,x?+y 声 1| ,证 明 积 


分 


-=| dzdy 收 伍 . 


证 记 在 第 一 过 限 的 部 分 为 六， 于 是 由 对 称 性 有 
T=4 EY. 
y=z 与 x? + y=1 的 交点 A( 如 图 7.2.32) 的 横 坐 标 为 | 
_ /8 
= 一 了 一 


To 


: 记 DD', =D NN {zzrol ,站 二 D, | {zr 之 zo | 。 
则 敛 散 性 取决 于 D“, 上 的 积分 
* 887 : 


图 7.2.32 


7 dzdy 
I ey. 
并 十 入 


因 被 积 函 数 非 负 ,不 妨 以 xz = zi 的 直线 进行 切 宙 这 时 


2 
了 = im |, dz dy 
0 0 并 +y 


2 
,po yl = 
= lim | (Earetan > | jaz 
zi 07 z TT ys0 
1 四 


。 “0 arctan x 
= lim 一 一 一 一 dz 
-0 C4 


_ fo arctan x 
0 TX 


dz. 


因 zx->0* 时 Se 各 工 工 ->1 ' 故 右 端 积分 为 正常 积分 ， 这 就 证 明 原 积 
分 了 收 但， 
注 本 例 之 结果 与 要 点 5) 中 最 后 论断 不 矛盾 ,因为 现在 的 角 


形 区 域 的 角度 为 零 (y= zx? 与 x 轴 相 切 ). 
* 888 ， 


例 7.2.27 设 了 =1zyy):0 委 z 委 1,0 过 yy 委 11( 如 
图 7.2.33) .判断 并 证 明 如 下 积分 的 收敛 性 


= ff zz 二 > 
I | 


(云南 大 学 ) 
证 令 zty=u,z-y=v. 即 z= 了 ,y= 
作 一 旋转 ). 这 时 


71= 广 ,D'={(w,v)|0<u+v<2,0<u-v<2| 于 是 


dzdy- 加 | 用 1 
因 被 积 函 数 取 绝对 值 之 后 不 改变 收敛 性 . 故 只 须 考 虑 积分 


| ] 7 
二 
,|u 


(0,0) 是 唯一 的 奇 点 ,收敛 性 只 与 奇 点 附近 的 值 有 关 . 只 须 考虑 ， 
<1 部 分 上 的 积分 有， 


“ 1 u 
dudv = lim | du | dv 
, uu ee0+Je ou 


v2>0,4u1 


duv=2 | Bawas. 
u 
pe 


2 


= = lim 方 | 一 dz = lm 一 寺 me= +o. 
0+ 


故 原 积分 发 散 . : 
例 7.2.28 讨论 如 下 积分 的 收 乱 性 (如 图 7.2. 34) 


dzdy 
I= dzdy 
| (p>0,g>0). 


1=4 lL dzdy 
工 二 yx 之 1 z ty 


x 之 0,y 之 0 


解 
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与 积分 


. y 之 0 
z+y 1 
的 收敛 性 相同 . 令 

. 2 . 2 
X=(recos 0)» ,y= (rsin 0)4, 

这 时 | | 
J= ,3+3-16in?-1gc0s3-10 
pa . 


用 之 + = 盖 来 制 取 有 界 闭 区 域 ,计算 积分 ,然后 令 r~ + oo 取 
极限 ,可 知 ， i | 


r= 地 下 sin gcos5 -1 0d0" | $+3-3dy 
pa 1 


最 后 的 积分 当 
“ 890.， 


3 2 _ 2、1 时 收 伍 :3- 过 -过 <1 时 发 散 . 故 原 积分 工 当 
bp gq p ga 


1 .1 
且 仅 当 方 + 本 <1 时 收敛 . 


下 面 看 一 个 有 奇 曲面 的 例子 . 
例 7.2.29 讨论 下 列 积分 的 收敛 性 . 


1 dzrdydz 
| 


x +y 二 2 1 


解 奇 点 集 为 单位 球面 x +y+z: 二 和 计算 z+y +z: 世 
r<1 内 的 积分 (化 为 球 坐标 ) ,然后 令 r 一 1 二 0, 取 极限 ,可 知 


2x xz 1 ridr 
{= | do| sin 9d9 | (1~r ) 


1 2 - 
rdr  (r=smt) . 1+2 1 
We 路 Sin teos edt 
= 2xB (3,1 -2)- : Eri 


因此 原 积分 当 1- p>0( 即 5<1) 时 收敛 . 否则 发 散 . 
<。( 变 号 函数 ) 用 不 同方 式 切 着 ,极限 不 同 ,以 证 明 发 


例 7.2.32 En | inc + y’ )dzdy 不 收敛 ， 
证 不 难 验 证 ， 当 用 加 zz + 见 =2nx 切 割 ; 取 积分 , 令 n> 


+ 吕 取 极限 ,与 用 正方 形 |z| 志 ,1y| 志 n 切 害 , 取 积 分 , 令 n 一 
+ co 取 极 所 限 得 极限 值 不 同 . 事 实 上 ， 


: Sin(z” + y)dzdy . 


zty Zn 


2x Maur . 
= | db| rsin r*dr 
0 “J0 ; 


= x(1l ~ cos2nx)=0 
" 891 ， 


当 n 一 oo 时 极限 为 零 .但 


sin(z2z + y )dzxdy 


1z1 魏 于 
lyl&n 


= 4|| sin zzdz| cos ydy 
0 0 
十 | sin ydy| COS zzdz | 
0 0 
= s| sin zzdz| cos x dz 
0 0 ， 


+% 2 十 oo 2 
一 s| sin x dz| cos x dz 
0 0 


所 以 原 积分 发 散 . (最 后 二 积分 可 参看 上 节 练 习 7.1.30 及 提示 ) 
d. 用 某 种 方式 切割 ,极限 不 存在 ,以 证 积分 发 散 
例 7.2.31 判断 收敛 性 
sin Zsin y j 
全 
, ut+v 


hi i - 国 ee 
证 ”对 坐标 作 志 的 旋转 变换 z+ y=w,z 一 y=v, 即 = 一 ， 


y= ,||= 方 .这 时 


2 
sin zsin y= [eos(z—y) -cos( z+y)] = 03. 
于 是 | 
I= I sin zsin yy rdy= 上 ff cas vo cos adv. 
1 (z+y)? > 4 J 7 wdv 


割 取 矩形 [1,A; - mx,xz] 计 算 部 分 积分 


A AK 和 
1 = im 于 | dz | Cos vcos ud 
1 


— nx u 


, A 


nto 


故 任何 p , 原 积分 发 散 . 
e，Cauchy 判别 法 的 利用 


例 7.2.32 设 0<a<4, 记 r=Vx +y+z, 斌 证 积分 


» 3 
了 三 中 LTH Yt grdydz 收敛 县 其 值 为 6r| 二 dr. 
e —1 ‘ee 一 
(北京 师范 大 学 ) 
解 了 = 由 lzl+ly|+|z| ,gyde 
1 e -1 


” 
e 一 


十 [Ur |z| ydydz 
实 1 i 


三 1, + 1. 
.因为 zj |yl\|zlVx +y TE =r,e “=1+r’ 2 十 。 
在 奇 点 (0,0,0) 的 附近 有 


(fry < = -1, 且 其 中 -1< 
. e 一 
3, 由 Cauchy 判别 法 ,区域 * 委 1 上 的 积分 I 收敛 .又 因 r >1 充分 


大 时 ,e” -1>3e ,所 以 


rf lr,ysz) l= ty _ 0( 当 /> 
e -1 工 er 
2 
+ co 时 ). 故 由 Cauchy 判别 法 ,区 域 +- 之 1 上 的 积分 于 亦 收 伍 .如 
此 原 积 分 I 收敛 性 得 证 . 
” 因 被 积 函 数 非 负 ,可 取 半 径 为 e、A 的 二 贺 周 切取 环形 区 域 ， 
积分 (使 用 球 坐 标 ) 
，893 。 


1 = lm nm] dr | d 中 |rsin pom Ol+ |rsin gsin 0| + |roos 9 
e 一 1 
rsin pdb 
=6r[ rar. 
-| dr 

f. Cauchy 准则 的 利用 

例 7.2.33 用 Ds 表示 平面 上 满足 不 等 式 a? < 妇 2 + 昂 < 委 时 
的 点 (z,y) 的 全 体 所 成 的 圆 环 ,假定 f(z ,y) 在 Do 里 连续 .证 明 : 


1) lim, | f(z,y)dzdy 存在 的 充分 必要 条 件 是 


lim ml y)dzdy=0. 


6-0” a—0 


2) 假定 存在 正 数 C 和 ,使 得 
If(x,y)|<C(r ty ) '. 


那么 lim Rn 存在 . 


(厦门 大 学 ) 
证 1) 必要 性 .已 知 


1(6)= tim | C29)aray 
ar0 
存在 .要 证 lim 1(5)=0, 即 要 证 : 
Ve>0,38>0, 当 0<6b<5 时 ,有 |I1(65)|<e. (1) 
据 Cauchy 准则 ， bl y)dzdy 存在 , 则 Ye>0,3j56>0, 当 


0<al<a;<65 时 ,有 


Dre,3aray - read < 三. 


即 
894 ， 


中 fae) < 


此 式 中 ， 4 .a2 分 别 改 记 为 a、b. 令 a 一 0 取 极 限 , 则 得 
1I(5)1= nee <e. 


此 即 式 (1) ,必要 性 获 证 . 
充分 性 . 已 知 lim 站 有 fe ydrdy 0. 说明 充 分 小 的 


>0 有 a /ray)dray 在 在 -由 此 ,Wb>0, 取 充分 小 的 


bi,0<b <b, 则 
lim saey = = lim (J ees 十 由 


ae0” 


= "| Fdzdy + Ler 存在 . 


a0 


2) 利用 Cauchy 判别 法 即 得 ( 略 )， 
g. 二 重 、 三 重 反常 积分 的 计算 
例 7.2.34 :计算 反常 积分 


ze-*dzxdy, 其 中 D:y 之 0, 工 之 y. (云南 大学) 
解 ”被 积 函 数 非 负 ,不 妨 用 平行 于 y 轴 直 线 切 取 ， 
I = | ierarey 


1 


| zr 3(1-e-*)dr= -2| (1-e-*)dzx} 
0 0 


" 895 ， 


图 7.2.35 


= -2(1-e 7)z 二 | ， +2| x fe dz. 
0 0 


注意 lim A = iml-LL -zt+o(zj-0 jm 1l-e’_o 


xz-0! 站 0 rx +t™® Wx 
十 oo _1 _ 加 1 
及 | rT Ze dz= 工 去)}=A 
知 T=2 Vx. 
例 7.2.35 东平 面 上 按 面 密度 4= =(M 为 党 
工 十 y 


数 ) 分 布 着 质量 .在 (0,0,1) 处 有 单位 质点 . 求 平面 对 此 单位 质点 的 
引力 . 

解 (元 素 法 ) zy 平面 上 任意 一 点 (z,y) 处 , 作 面积 元 素 
do ,对 应 的 质量 为 

ndc=- 一 六 dv 
Vr ri 
它 对 单位 质点 的 引力 的 大 小 为 
G— il . _M 

(Vt Yt) Vr yri 
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该 引力 在 xz 轴 上 的 投影 为 


1 M 1 
Go 
(Vrity +1) /Jr +y +1 fx:+y+l1 
M 
= G 一 一 一 一 7dc， 
CT Tyr) o 
M 
= 一 | G's iyvdrdy. 
故 F, | CTJzdzdy 


因为 被 积 函数 为 正 , 可 用 中 心 在 原点 的 图 册 害 取 , 积 分 (化 为 极 坐 
标 ) , 取 极 限 四 


”~ ”图 7.2.36 


1 


2x A 

一 > r 
F.= GM dm | dg | TT i 
_ oa i tL1 1 
= -2rGM Am 人 (五 PT 
由 对 称 性 已 = F,=0,F= F. ="“ GrM. 负 号 表示 作用 碎 研 站 向 下 . 
”” 注 车 不 同 条 件 ,随意 化 为 累 次 积分 ,可 能 导致 错误 例如 容 
易 验 证 | 和 < 
‘897 dy 


A 


A 
, )=- cx 


+% +% _ x 
| ay| dr= 寺 ， 
1 J (zx 

2 


但 D=[1,+o031， + 上 的 积分 [yrdzy 发 散 . 这 是 


| tee 与 | 让 二 |tzdy 同时 仇 艇 .但 
| 3 dxdy= 2 ED, ' 为 D 中 y< 
2z 之 部 分 ). 


2 2 .2 
> 守之 0( 在 Di 上 ).. 
(x+y ) 4x 


Jo- dm dz 瑟 yqdy= + oo . 


※ 四 、 n 重 积分 


定义 (与 二 ,三 重 积 分 类 似 ) 若 为 有 界 闭 区 域 VCR" 上 的 
有 界 函 数 , 则 f 在 V 上 的 积分 定义 为 


i | zi »T2 didZ "dz, = lim 之 大 (名 人 总) 


AV;,(A) 其 中 4= axdi [而 d; = (AV; 之 直径 )].AV; 既 表 
示 V 所 分 割 的 小 区 域 ， 也 表示 它 的 体积 . 

计算 

1) 化 为 累 次 积分 

车 V=l(zi ,Ta ) 1 a zr <b,i=12,.,n), 


“ 6 2 


| (a) 


车 V= {(zi ai 安安 六 ,Ga (Zi ) 委 z 魏 如 (zh)，… 
* 898 ，: 


a, (zi Ta ET Sb, (xT, Ta | (b) 


全 62(z1) 
则 [Je dz da 
41 42 zl 


人 cz)dz (ce) 
1) 


PC 
2) 换 元 
车 xz; = zi(wi…,Us)(i=1,2,…,n), 将 (wi,…,u,) 空 间 里 
的 区 域 V ,双方 单 值 一 一 对 应 地 变换 到 (xz,…, x, ) 空 间 里 的 区 
域 V 上 ,车 此 = 个 函数 有 连续 偏 导数 , 且 Jacobi 行列 式 


3 eT 
J= (zl， x) sx0 


5 
则 ea 


Zai Ua NT dz ,du,. (d) 
对 于 常用 的 球 坐 标 
Ti= reos 91， 
Xi = rsin picos 2， 
XT3 = rsin pisin acos 93， 
es | (e) 
Tr-1 = rsin pisin pasin po -2zcos pl1， 
Zu = rsin 9p1'**sin 9, zsin 9P。1 . 
就 整个 空间 R" 而 论 ,r 与 9;(i=1,…,n 一 1) 的 变化 范围 是 
0<r<+%,0<9 ex, , 0K 9 Rn,0RK9, .R27. 
Jacobi 行列 式 是 
J 二 r” sin” ?gisin” pa "sih? Pu -ssin Pp-2. 
a. 化 为 累 次 积分 
要 点 ”利用 公式 (c) 将 n 重 积分 化 为 累 次 积分 ,关键 在 于 把 
积分 区 域 写 成 (b) 的 形式 .其 中 [ai,61] 是 V 上 变量 ,的 变化 范 
”899 ，: 


围 .[Le; (zi),652(z)] 是 zi ELal,61] 给 定时 , V 上 zz 的 变化 范 
围 .…[a (zz ,pb (zz 1i)] 是 ,zi 给 定 
时 ,V 上 <z, 的 变化 范围 . 

例 7.2.36 设 ai,…,a,>0 又 


al 1 1 ， 


Qi Cn 


计算 S, (a,,…,a, ) 的 体积 .( 中 国 科 技 大 学 ) 


(zl ) 


S, (a1 ,a, )= 


图 7.2.37 
分 析 1) 从 条 件 -2 + [ze <1(i=1,2,…,n 一 1) 看 出 ,S， 


具有 对 称 性 . 故 只 要 求 出 z; 宇 0(i = 1,…,n) 部 分 的 体积 ,再 2" 售 
即 得 ， - 

2) 从 + < an>0 as>0 看 出 zx, 的 变化 范围 
是 0 过 zx, 之 a,. 当 xz, 固定 时 , zx 的 变化 范围 为 0 二 xz 挟 
a (1 至 .因此 我 们 有 


解 ”S, (a,,… ,a,) 的 体积 


s.= | | area, 


900 ， 


| (CD 人 (1 至) dll- 至 ) 
-2 
b. 变量 替换 


要 点 1) 根据 积分 区 域 与 被 积 函数 选取 恰当 的 变换 ,使 被 积 
函数 化 简 ,区 域 易于 定 限 . | 

2) 当选 好 新 变量 之 后 ， 将 区 域 用 新 变量 表示 出 来 ， 求 出 新 变 
量 的 变化 范围 确定 积分 要 

例 7.2.37 


1 一 工 一 区 一 二 一 
/es TT Yar pdrdydzdi, 
其 中 V 为 z,y,z,4 宇 0,x? +y +z? +p 志 1.( 北 京 工 业 学 院 ) 
解 1 (用 球 坐 标 ) 


X1i= reos y， 


X23 =rsin Wcos 0， 
XxX3=rsin ysin pcos 0， 
= rsin ysin psin 0. 


9 9» » 3 
这 时 J= 1 sin Wsin 9p， 


rz +y + 2 tp =r? 
={(r,y,9,0): 0<y<7， ‘0p 9 了 
0 硅 r 太 1| , 故 原 积分 
1 [1-r: | 
ff ol ol Ear 
， dp ， dy oA TF Sin ysin pdr 
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过 ”sin pdap sin vay | V1 A/ 1 ty dr 


| 
-| ridr 人 (sin -sin zt)dt 
38(1) 


解 开 (用 双 极 坐标 ) (把 R' 看 成 R XR ,R* 上 采用 极 坐 标 
变换 ). 令 


X=reos 0,y= rsin 0， “一 0cos 9， x= = psin 9， 


_9(zyyzyn) 十 十 二 十 
的 = rpyz2+ 蚁 z +p =r? p’, . 


r? pa 。 
于 是 原 积 分 
1 
1= Wj 1 rrpdrdpdody 


= do dp J [le Tp rpdrdp 


-2 + 1 
/>0, p20 
ze Ls 
-加 (1 和 #) 
、 1 一 产 一 0 
[zz 里 ‖ Impdrdp 
rtp < 
0, Pp 之 0 


r= scost 
_P= ssint 
a :| lss sin tcos tds 
_ rz. ! -9 1 .| 
三 「 Sin tcos dt| Ti ds = #( 也 
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例 7.2.38 计算 积分 
T= NN Ro i i 


. 其 中 (hx,x)= > ayzizi 是 正定 二 次 型 ,D 是 区 域 (4x ,xz) 委 1. 


(国外 赛 题 ) 
解 (用 正 交 变 换 ) ” 据 代 数 关 于 二 次 型 的 知识 ,存在 正 交 变 
换 , 使 得 二 次 型 化 为 标准 型 


(Ax,x)= >) osriz; 之 161, 这 里 |J| =1. 于 是 原 积 


分 
4 
T= i ei idzxidzx.dzxadxza 
立 5 厂 科 1 
j=1 
= | eatsatds,. 
Se <1 
由 于 A 和 正定 ,所 以 >0(i=1, ,4) .再 作 变换 &, = - 匡 Va , 则 
万 ， 
> Ai = > Sl, 
JI= 一 二 一 -一 ， 
Ai1A2A3A4 V det A 
所 以 
了 三 1 由 eR dn,dn.d 上 Te 
VdetA , 1 O710720730% ”aaa 


rs! 
(最 后 的 等 式 可 用 上 例 中 的 方法 得 到 .) 
例 7.2.39 (相似 变换 ) 相 似 比 为 a 的 相似 变换 
Xi1 = Au 二 QU， (a >0). 
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将 (za ,…，,uw) 空 间 的 区 域 V, (1), 变 为 (zj,…，,z,) 空 间 的 
V, (a), 试 证 V, (a) 的 体积 v, (4) 与 V, (1) 的 体积 w (1) 有 关系 
v.(a)= a’w,(1). 


证 v,(a)= 网 | dzZi…dz， 
Ve 


= [| (Tdur-du, 


= | dzai…dtu = a"w, (1). 
Vl 

c. 递 推 与 降 维 . | 

人 们 处 理 间 题 的 重要 手段 之 一 是 将 问题 进行 转化 .上 述 变量 
替换 就 是 转化 积分 的 一 种 方法 , 它 将 复杂 的 n 重 积分 化 为 较 简单 
的 ” 重 积分 .这 种 转化 只 改变 积分 的 形式 ,不 改变 维 数 ,可 说 是 一 
种 横向 变形 .下 面 介绍 一 种 纵向 变形 ,即将 高 维 的 积分 向 低 维 积分 
转化 . 

要 点 为 了 计算 n 重 积分 (或 n 次 累 次 积分 ) ,我 们 可 设法 按 
维 数 建立 积分 的 递 推 公式 , 即 找 出 不 同 维 数 相应 积分 的 关系 .然后 
重复 使 用 此 种 关系 , 求 出 积分 值 . 

例 7.2.40 试 求 截 距 为 a 的 n 维 单纯 形 


A,(a)= {(z1 ,Tr, ) | ri 0, x >0,… , x, 0, x1 + 
+ zx,<a(a>0)| (1) 
的 体积 v, (a).. 
分 析 如 上 例 所 述 ,车 作 相似 变换 
TX1 = aU ,X= AU, 
则 A, (a ) 变 成 
Au. (ID = {uw ) | 0 , ,0 + 
,+ wl}. (2) 
这 时 | 
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v, (a)= | dz dz = | da du, 
《 (1 


av, (1). (3) 
可 见 我 们 的 问题 归于 计算 w (1)， 
从 式 (2) 知 ,给 定 u, E [0,1] 时 , 截 得 是 n -1 维 单纯 形 
As-i(l— 0)= {1) | 0, , ,1 20, t+ wi 
1 -wu,|. 


它 的 体积 为 v,_,(1 一 u,), 因 此 
vw, (1)= 加 | durdu= | du 二 daiduw ， 


Wj 十 人 二 zi Sl SS 
4 0," an 0 了 0 1 0 


二 [ v1(1— us ) du, 
[利用 (3)] = | "(Ddu, 
= (1— wu,) "1du, 


=3v0,.1(1). 
六 是 化 来 的 省 检 公式 .反复 全 用 此 式 ， 


v,(1)= 了 -1(1)= mr _2(1)=… 


= 1 (1)= 
~ n(n-1)2°! = 十. 
代入 式 (3) 得 va) = 
类 似 可 以 计算 
例 7.2.41 求 ” 维 球体 


x? + 并? 十 十 < 


的 体积 vw (r) 
,905 - 


™ 2m 2(2 ™ 2m+1 
答 van (7) = anni (7) = Tr i. 
数学 归纳 法 ,也 是 一 种 递 推 法 ,可 资 利用 . 
例 7.2.42 设 f(z) 在 fa,b] 上 连续 , 试 证 : 


VxE(a,b) 有 
四 1 Tn ， 1 rz 1 
| dz | dz | frm)dzron = 吉 | (zy)"f(y)dy 
(n=1,2,.…). 
(大 连理 工大 学 ) 


证 I (数学 归纳 法 ) 

nn 二 1 时 只 要 将 左 端 ( 二 重 的 ) 累 次 积分 变 成 另 一 种 次 序 的 (二 
重 ) 累 次 积分 即 知 等 式 成 立 .假设 x =- 1 时 成 立 , 来 证 w=k 时 
亦 成 立 . 事 实 上 


|. J. dra | f(z0 dz ) 
-T(t se 


(D 如 图 7.2.38 所 示 ) 
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天 二 ti). dy | (zi fe 


= 在 | -dy 
证 正 (利用 微分 法 求 递 推 公式 ) 记 


L(z) = 证 | (x7 9)"f(y)dy. 


则 Te)=dt) (zz f(y)dy = T(z). 
因 I(a)=0, 所 以 
I,(x)= | I’,(x1)dzi = | Li(xi)dri. 
反复 利用 此 递 推 公式 ， - 
1(z)= | Lx)dr = | dzl| 1, (za)dza 


-da 


lx,)= | f(y)dy- 全 Feed 


az) dz | frr de 


= Iz)=1 | (zx-y)"f(y)dy. 
证 下 (利用 Taylor 公式 ) 设 
s(z)= | dz dza… | fxn) dere 


-页 | (zz 一 y)"FCy)dy 


(我 们 的 任务 在 于 证 明 g(xz) 二 0) , 则 知 
g(a)=g(a)="…=g" (a)=0,g"" (zr)=f(z)- f(r)=0. 
故 由 Taylor 公式 知 g(xz) 尘 0, 即 欲 证 的 恒等式 成 立 . 
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d. 利用 积分 定义 

要 点 ”积分 是 积分 和 的 极限 ， 因此 有 些 关于 积分 的 问题 可 转 
化 为 积分 和 的 对 应 问题 . 

例 7.2.43 设 f(x),… 


,fn (TX); gl (xX), Bn (z) 在 
[a ,5] 上 正常 可 积 , 试 证 ; 


filz) … filzo)||gln) … g(x,) 
1rm ml . . . . 
机 | | 2 时 和 。 
f(x) 万 (z)| | gn (X11) gn (Tm ) 
dx"dzx, 
[f(x) (2)dr [fn)g, (x)dz 
= ; : (1) 


[f(r) gz)dz 


… | Geo(z)dz 


证 将 [a,5jn 等 分 作 分 划 . 记 
f= fats-a))g,=8 (eta)). 
设 n> m ,利用 积分 定义 ,(1) 式 可 写成 | 
fu fu By Bb 


” fm, 机 J Bnm 及 抽 Bm 


. nn b _ 
im 之 ,gm ” ( n 和 ) 
y=1 


加 四 如 训 re (全 相 
注意 等 式 左右 两 端 ,有 公 因 于 (2) ,可 以 约 去 .行列 式 中 的 


极限 符号 可 以 提出 行列 式 .因此 只 须 证 明 
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! " fm, 机 frm, Bmy 机 Bm 


Dfugr 扩 抽 fam 
v=1 v= 


: : (2) 
2 fmgr 人 Zu fem 


Ql “” 4ln 
用 记号 (ay ) 。x = : : |， 


(2) 式 右 端的 行列 式 


det( Am ) = det((f,) xn * (gy ) Tnx ). (3) 
根据 矩阵 乘积 定理 ， 
det(( 户 )。x (gn) "*")= 


fi 1 fi 8 B81 
1 委 > 委 人 
JS 
fi 1 fi Bu 81 
1 。 
= 一 一 : (4) 
m! il ml 


fm 机 fm Sm Bmy 
联系 (3)、(4), 即 得 式 (2). 证 毕 . 


py 练 习 7.2 
二 重 积分 
7.2.1 设 f(z) 在 [4,5] 上 连续 ,证 明 
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「 dz | f(y)dy= 『 (6 一 zx)f(z)dz， (华中 理工 大 学 ) 


提示 ”可 参看 例 7.2.3(2) 所 得 的 公式 . 
7.2.2 改变 二 次 积分 的 次 序 


| dz 广 flzsy)dy+ 广 dz [Mi f(z,y)dy 的 顺序 .( 东 北大 学 ) 


2 V 8-y 
‘| dy | f(xr,y)dr) 
7.2.3 设 4a>0 是 常数 ,计算 积分 


I= [| zy dzdy， 


(北京 大 学 ) 
< V ar 
提示 上 下 对 称 I=2[ dz 站 
克 7.2.4 计算 由 椭圆 
(aztbiyte) +(arrtbryt+c) =1 (aib; — bias 0) 
所 界 的 面积 . (西北 师 院 ) 
提示 令 w=alxrtbiytec v=asrtbyyt+ce,. 


再 提示 。S = J = i 


2 2 


w+v 的 


六 7.2.5 设 /为 连续 函数 ,求证 : 
J — y)dzdy = [FOCA -1 £1)dé, 其 中 D:; | x 1 过 分 ， 


zy dy. 


nA 
ap 一 azp | 


dudv= 


[ap 一 az 
1 


1y 1 过 使 (4 为 常数 ). (北京 航 空 航天 大 学 ) 


提示 (如 图 7.2.39) 可 令 &= zx 一 y,7=x+y, 即 z= 全 了 ,y= Vk 


_1 
这 时 本寺. 
再 提示 。 这 时 |x|<< 全 ,|y|<< 全 等 价 于 -A<e+ <A,- A<y- < 


有 A, 故 DD 变 为 6 多 平面 上 的 
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图 7.2.39 


-A<ée<A 
p= le Dlelr nA (en: 


EA | 
1 1 A A-16 
因此 原 式 在 = /0.3dedr= 广 | Ade| dy= 有 . 
交 7.2.6 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 : 
“ 1 1 2 
| ~- y)f(r)dzdy = 到 [| f(z)az | ， 
会 OAB 


其 中 入 O4B 为 O(0,0), A (0,1), B(1,0) 为 顶点 的 三 角形 区 域 ( 如 图 
7.2.40). | 
”提示 可 从 等 式 左 端 往 右 端 证 ,也 可 从 右 向 左 证 . 

再 提示 (方法 1 左 往 右 ) 


令 u=1-z,v=1-y( 即 关于 点 (十, 十) 作 点 对 称 变换 ) 


则 J=1, 左 = | /0 wr)drdy= | fw ava 
从 人 人 CBA 


AB 


= f(1-y)f(z)drdy (二 等 量 ,等 于 和 之 半 ) 


fo,1jx[o,1] 


= 和 ma -y)F(z)dzdy (与 字母 无 关 ) 
1 
万 


= 译 | fz)dz 站 Ga- ydy= 右 . 
(方法 2, 有 往 左 证 ) 
» Qi 。 


2 . 右 -= [raaz] = | rear | rod 
pd | rd - y)dy = 站 fOr) fF — y)dzdy 
° 9 OIEl 


0&y<l 
一 J 十 由 
A0AB En 


交 7.2.7 证 明 : 
Nt + cardy=2| Vi-u fl(u Va tb +e)du 
其 中 S:x: + 二 1,a +b 熙 0.( 东 北 师范 大 学 ) 
art+by _ br-ay 作 变 换 . 


示 令 4= ， 
提示 令 w J Ya 
再 提示 ”这 时 |J|=1， 
1 Vi 
左 = 中 fu VorB todudo= | du | 一 flu va +b +c)dv= 右 . 


后 者 作 关 于 ( 方 , 亏 ) 点 对 称 变换 
2 … 二 2. 右 . 


Wt . 


六 7.2.8 计算 曲面 v“=1- V x + xz’ 与 平面 +=0,y= zx 所 围 成 的 立体 


的 体积 . (福建 师 范 大 学 ) . 
提示 xz*+y=(1-y) 是 以 y 轴 作对 称 轴 的 圆锥 曲面 .立体 上 、 下 对 


称 ， 
v=2]x (1-y) -zx drdy, 


刀 是 zy 平面 上 由 z=0,y=z,z+y=1 所 围 威 的 区 域 . 
再 提示 v =2| dy | VO dz 
+2|, oy| V (1-y) -zx dr. 
到 


或 v=2 dz Vy -xdy. 
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图 7.2.40 图 7.2.41 
妆 7.2.9 (1) 计算 积分 A= | | z> -于 |azay， 
(2) 设 z= f(x,y) 在 闭 正 方形 D:0 志 zx 二 1,0 志 y 所 1 上 连续 , 且 满 足下 


列 条 件 :由 (z，>)dzdy- 0, 由 (>,?)zydray= 1 证 明 存 在 (6, 7)E DD, 使 得 


1f(8,7) | 之 堵 , 此 AA 为 (1) 中 积分 值 .( 北 京 大 学 ) 


提示 (1) 见 例 7.2.4(a) . 
(2) 可 用 反 证 法 . 


再 提示 。(2) 若 每 点 有 | f(x,y)| < 亏 , 由 连续 介 值 性 ,存在 点 (ze ,yo) 


ED, 使 M 三 | f(xo ,yo)| =mgx|f(z,y)1< 去 . 
加 1 1 
1= Ee (jd |f(zr,y)| Es 于 |azay 


< [3 二 |azay< 二 "A=1, 艺 盾 . 


7.2,10 把 正确 的 结论 的 编号 填 在 题 末 的 括号 内 . 
车 F(z,y) 在 矩形 G:0 委 z 委 1;,0 委 y 委 1 上 有 定义 , 且 积 分 


n=] zy)dy 与 忆 = | dy zsy)dz 都 存在 
(1) 1 =L,， (2) Ts 三， 


(3) 二 重 积分 |(=,?)dzdy 存在 ， 
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(4) 二 重 积分 jz,)dzdy 可 能 不 存在 


答 :(  ) (中 山大 学 ) 
兴 提 问 : 如 何 分 别 给 出 反例 说 明 只 有 (4) 正 确 .， 
三 重 积分 习题 ， 
x 家 7.2.11 改变 三 重 积分 | dz 『 dy 三 f(z,y;,z)dz 的 积分 次 序 . 


1) 先 y 后 z 再 xz. 、 

2) 先 z 后 = 再 y.( 华 中 理工 大 学 ) 

提示 积分 区 域 是 四 面体 :由 z=ly=z,z=0 及 z=xzy 所 围 成 如 图 
7.2.42 所 示 


(1) O) 


图 7.2.42 


再 提示 1) [= [ a dz | rz,yz)dy， 
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DT ay) os fey0ae + fds] reyaa] 


7.2.12 求 极限 ml sin(x: + y+ z2)i drdydz. 


0 


其 中 0, 1(z,y,z):zx? + 六 + zx?<t"|.( 中 国人 民 大 学 ) (3 
太 7.2.13 证 明 


lm J [rldzxdydz = r， 


ran 


其 中 r=Vz +y+z? ,[r] 是 的 整数 部 分 ( 即 不 大 于 7 的 最 大 整数 ),n 


为 正 整数 . [提示 :1”+23+3+…+n?=(1+2+3+…+n)》.]( 西 安 电子 科 
技 大 学 ) 


2x x 提 
提示 " [rlazdyde= 吉 | dg 上 sin pdp | [fr].r?dr 
n n Jo 0 0 
半 
一 “2 .2 | 一 2 
广 x 2 Dridr 


= 所 >) Cp-1)* 和 [hk -(k-1)’] 


[rzr tn 2dnn+ (2n+l)+ 


全 nn 一 + 时). 
从 7.2.14 设 函 数 f(z) 有 连续 导数 , 且 f(0)=0， 
求 jim Jr |, f(v r+y +x)drdydz.( 辽 宁 师 范 大 学 ) 
答 : 0 | 
提示 ”引用 球面 坐标 和 Hospital 法 则 
2 x 了 
=lim | fr) radr 


10 
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(Hospital 法则 ) =lim £0 A = 普 (0) 


2 
7.2.15 计算 用 (ee + e+)drdyde, 其 中 加 为 于 


2 


SER ,m,n,l,p,g ra b,csR 均 为 已 知 正 数 . (北京 航空 航天 大 学 ) 
C 


.提示 ”可 用 广义 球 坐 标 [ 参 看 例 7.2.21(b)、(c)] 
7.2.16 计算 三 重 积分 由 zdzdydz， 


(中 科 院 数学 所 ) 
提示 。 ”区域 及 被 积 泪 数 都 具有 上 、 王 对 称 性 . 
7.2.17 设 a4>0,5>0,c>0, 试 证 : 


1 .TOTrO)T() 


ey sardyde = FB 一 or ， 
其 中 V 为 四 面体 ,x 之 0,y 实 0,z 之 0,zx + y+ z=1.( 郑 州 大 学 ) 
提示 ”可 入 直 x 轴 作 截面 .用 截面 法 . 


1 
再 提示 左 = | de ey drey 
0 
] is _ 1 一 工 一 和 
= | dz | az x yx dy 
0 0 0 


1 1 ft— 
-五 | zdz| X11 x- ze) dr 
- 0 J0 
令 工 = (1 -xz)xu 


be ie 


1 
| z 1(1— <) dz | wu ‘(1—- wu)’du 


1 
0 


B(c,at+b+1):B(a,b+1)= 右 
* 交 7.2.18 计算 由 平面 

3z -yy 一 z= 土 1， 
-Xt+3y—z=+1, 


一 了 一 y+3z= 土 1 


Sn 


2 
> 
+ 


《0》 


所 围 成 的 体积 ,将 此 结果 推广 到 = 维 空间 的 情况 , 它 的 体积 应 是 多 少 ? (上 


海 交 通 大 学 ) 
。 916 ， 


提示 ”可 引用 新 坐标 


E=37r 一 yy 一 2z， 
7=-z+3y-z， Ji=| -1 3 -i|=16, 
t=-x-y+3z, 1-1 -1 31|.. _ 
， 1 
V ={(é€,7,5):1t|<1,i7|1, 1 《二 ) 
n 维 空间 3x1 ~ x2 -Xx = +1, | 
一 X13zx; 一 … 一 Xz, 二 二 1， 


一 ZI 一 2 一 …+3z= 土 1， 


所 围 体积 


1 ] 1 1 

7 -Fr |, ds ds | 和 

， 22 
2+ CY 

7.2.19 求 曲 面 (x? +y 十 之 2 )3 = arye 所 国 的 体积 . (中 国 科学 院 ) 


也 部 alsin? Yors "sin foos 6) 3 
提示 v=4|. sel dp | r? sin pdr= 什 
0 0 0 


7.2.20 求 曲 面 (zx*+y*+ x)= Ee ry 所 界 的 体积 . (河北 师范 
大 学 ) 


提示 V = | db 人 dp 全 rsin pdr 
= 2 人 一 4e-3)， 

让 7， 2.21 求 zz 平面 上 的 国 周 (z a) + 多 : (0<b<a) 缠 z 轴 旋 
转 一 周 所 成 闭 曲面 所 包围 的 体积 .( 厦 门 大 学 ) 

提示 ”可 用 截面 法 ,或 在 (x -a)*+ zz? 志 5? 圆 内 用 二 重 积分 元 素 法 求 旋 

转 体 体积 . Eo 

1 这 

再 提示 V= js- | de ava Se 

. i i, . -1 本 人 


. . 人 人 
其 中 ] ya = mr .的 面积 = xr? -nr?， . 


: ' A 
.917 (3 


= 大 圆 半径 =a+V 6 一 xz ,ri = 小 圆 半径 =a 一 Vb 一 xi. 
故 v=x| [(ae+V 6b-z)-(a-V bi — zl) J]dz 
-4ar| Vb xz dz z= bsinf ———8a no] cos 0d0 


= 4anl| (1 + cos 20)d0 一 202 . 
0 ， 


另 解 ”在 zz 平面 上 ,在 国 (z- ea)2+ 于 魏 关内 任 一 点 (z,z) 处 取 任 意 
小 的 面积 元 素 dc , 绕 z 轴 旋 转 所 得 旋转 体积 为 2xzdo .故此 圆 的 旋转 体 体 积 
- 令 工 =a+ rcos 0 
V= J 2rzdc 天 尝 一 一 一 -| 3 [ (at+rcos @)7rdr .. 
(za) +s lb 
=2ab’r. . 
交 7.2.22 底 半 径 为 ac ,高 为 互 的 无 盖 贺 柱 容 器 ,倾斜 地 支 放 在 桌面 
上 ,其 轴线 与 桌面 成 45" 角 , 试 就 a\ 昌 的 不 同情 况 , 求 容器 的 最 大 贮 水 量 . ( 北 
京 大 学 ) i 


图 7.2.43 


提示 《如 图 7.2.43) 可 取 圆 柱 底面 中 心 作 原点 ,对称 轴 作 z 轴 , 斜 朝 上 
与 桌面 法 线 成 45" 角 . Ox 、Oy 轴 与 桌面 平行 .这 时 容器 的 最 高 水 位 水 平面 方 
程 可 写 为 z+ y=H-a. 

， 918 ， 


再 提示 (1) 当 HH 之 24 时 ,最 大 贮 水 量 ( 取 柱 面 坐标 ) 
V= | db | rdr | dz=xa’(H- a). 
(2) 当日 <24 时 ,( 用 直角 坐标 ,采用 投影 法 或 截面 法 ) 最 大 贮 水 量 


之 


H-a 4 a Hia-y 
V =2 | dy | dz | 
-a 0 


-2| ”Var-a-y)dy 和 
-20H-o 人 Va 一 y ray+ | Va -yd(a’-y) 
-oz(H-a[san- He+ | + Ha Va 四 


a 
+ 了 3(2Ha- 到) 
7.2.23 设 f(x)>0 连续 ， . 
fe + y + z’)drdydz 


F(#)= ， 
Ee +y )dzdy 


其 中 V= 1z,yz) 半 妇 十 天 十 于 和 安 站 D=izyy)1z + 天 委 大 | 试 证 
F(t)7( 当 1>0 时 ). 

提示 证明 F(t)>0,( 可 分 别 引用 球 坐 标 与 极 坐 标 ) 

※7.2.24 设 f(z,y,z) 在 V=1(zx， y»*) 0Sz, y, z 信 1| 上 有 六 阶 连 
续 偏 导数 ,f 在 边界 上 便 为 零 , 且 


a f(x,y,z) 
ER EEREES 


<M (在 Vv 上) 
(M 为 常数 ). 试 证 


I 二 nl f(z ,yz)drdydz 世 诗 - 部 ， 


示 [I= 工 ， 3[z(z-l)y(y-1)z(z 一 1)] 
提示 = sa Va dr 


反常 二 重 积分 及 n 重 积分 (机 动 习题 ,不 作 重点 ) 
7.2.25 计算 积分 | 


dzdydz. 


In|sin(z ~ »y)|dzxdy. 


Or yr 


.919 . 


. (中 国 科学 院 ) 
7.2.26 计算 


(武汉 大 学 ) 
7.2.27 求 积分 
(lzl+ ly ) In(lz| + |y|) 


3 dzxdy. 
x ty 
1zitiyi<1 
7.2.28 证 明 : 
. 工 2 2 _ 1 ee 201+22 ) 
(|: du ) 二 下 oT 


并 由 此 求 全 e-* dx.( 四 川 大 学 ) 


7.2.29 用 二 重 积分 计算 全 e-” dz.( 南 开 大 学 ,辽宁 大 学 ) 
7.2.30 证 明 : 


[ rxdz 人 
To I, 


0 


zdz | zdaz| f(x)dr 

ty cr (dy 

7.2. 31 证 明 : 
[ da di 人 fF (2) f(t, de, 
_ (fer). 


7.2.32， 设 (x) 是 [a;5] 上 连续 卫 数 ， fs =f (at (ba)),0, =22. 


n 


将 ][ (+ 6, ) 展 开 成 5 的 = 次 多 项 式 ， 六 取 定 值 ， 全 "站 天， 
含有 避 的 项 收敛 于 


f(x): fz)dzidz, = 4 Wi 


4 冬 z] zy "Sr, Eb 


' 920 ， 


提示 将 | (1+ 户 。8:) 展 开 为 5, 的 n 次 多 项 式 , 则 含 学 的 项 之 和 为 
= 


8 DB) ff 


1&v] SY SE En 


并 利用 上 题 


六 §7.3 曲线 积分 与 Green 公式 


导读 ”曲线 积分 在 实践 中 有 广泛 应 用 ,也 是 考研 的 重要 内 容 ， 
宜 重点 关注 (包括 本 书 的 各 类 读者 ). 


一 、 曲 线 积分 的 性 质 与 计算 


a. 对 称 性 

要 点 “根据 积分 定义 易 知 , 当 积分 曲线 与 被 积 函数 二 者 都 具 
有 对 称 性 时 ,曲线 积分 可 以 如 下 简化 : 

1) 对 于 第 一 型 曲线 积分 | f(P)ds, 跟 二 重 积分 类 似 , 若 L 
可 划分 为 二 对 称 的 部 分 工 ,与 L:, 且 在 对 称 点 上 f(P) 的 大 小 相 
等 ,符号 相反 , 则 工 ,与 :上 的 积分 相互 抵消 ,整个 上 的 积分 为 


零 ; 若 在 对 称 点 上 AF(P) 的 大 小 相等 ,符号 相同 , 则 工 上 的 积分 等 
于 在 L, 上 积分 的 2 倍 . 


2) 对 于 第 二 型 曲线 积分 ,除了 要 考虑 被 积 函数 的 大 小 和 符号 
之 外 ,还 须 考 虑 投影 元 素 的 符号 . 当 积 分 方向 与 坐标 的 正 向 之 夹 角 


小 于 各 时 ,投影 元 素 算 为 正 ,否则 算 作 负 . 就 积分 | A(P)dz 而 


论 , 若 在 对 称 点 上 f(P) 的 绝对 值 相等 ,f(P) 与 投影 元 素 dz 的 乘 
积 A(P)dz 在 对 称 点 上 取 相 反 的 符号 , 则 L 上 的 积分 为 零 ;对 称 


点 上 f(P)dz 取 相同 的 符号 , 则 |- /(P)dz =2 |，A(P)dz. 对 于 


| ,7CP)dy 与 | f(P)dz 有 类似 的 结论 ， 


例 7.3.1 求 曲线 积分 
| @ ®t) [cos(2xy) dz + sin(2xy)dy] 


之 值 .其 中 C 是 单位 圆周 x? + y* =1, 方 向 是 道 时 针 的 . (吉林 大 
学 ) 

解 ” 积 分 曲线 C 可 分 为 上 、 下 两 个 对 称 的 部 分 .在 对 称 点 (xz， 
妇 与 (z，- y) 上 ,函数 se:y)cos(2zy) 的 大 小 相等 ,符号 相同 ， 
但 投影 元 素 dz 在 上 半圆 上 为 负 , 下 半圆 上 为 正 (如 图 7.3.1). 因 
此 ,作为 


图 7.3.1 


二 者 的 乘积 ecos(2zy)dz 在 上 、\ 下 半圆 上 ,大 小 相等 ,符号 
相反 ,两 部 部 分 上 的 积分 彼此 抵消 , 故 


| e- +) cos(2xy) dz =0. 
c 
类 似 可 知 
| er7 sin(2zy)dy=0， 
c 


因此 原 积分 为 零 . 
除了 上 述 对 称 性 之 外 ,还 可 利用 轮换 对 称 性 . 
92 


例 7.3.2 计算 积分 | 2 ds, 其 中 
L 
L:r+y+z =a’,r+y+z=0. 


解 ” 积 分 曲线 工 ,关于 x,y,z 有 轮换 对 称 性 ,因此 


2 — 2 2 
| = ds = | > ds = | = ds 
| (z+y +z)ds 
= 地 .4 as= 所 | ds = 全 2ra = Zra’ 
为 了 分 析 对 称 人性 ,有 时 需要 利用 闪 标 变换 ,如 
交 例 7.3.3 设 P、.Q、R 为 一 元 连续 函数 ,Q 为 奇 函 数 ,S 为 
球面 zx?+y? + ?= 1 上 vx +y 全 kz(k>0),y 二 2zxz 的 部 分 . 
工 为 S 的 边界 曲线 . 工 -规定 为 工 上 逆 时 针 方向 (从 z 轴 正 向 往 下 
看 ). 问 


4 P(z)dr+ Q(y)dy + R(x)dz=? 


解 令 =-“ 了 ,= 关于 (旋转 )， 则 六 =2zz 变 成 到 = 如 


-一 , 即 巡 = 昂 + 吧 可 见 这 是 以 zx 轴 为 对 称 轴 的 直角 锥 . 
y 2zz 相 当 于 y+ ww?. 因 此 S 是 zx?+y+z?=1 上 ， 
夹 在 二 锥 


Vr +y hz, 
Vy +v Su 
之 间 的 部 分 (如 图 7.3.2). S 的 边界 工 分 别 为 
Xr+y +z:=1, xX +y :+z =1, 
{ r+y =kz, 本 {> 


它们 关于 zz 平面 对 称 .在 对 称 点 上 P(x ) 的 大 小 相等 ， 符号 相同 ， 


而 dz 在 对 称 点 上 符号 相反 .因此 
. 923 四 


图 7.3.2 


中 P(z)dz=0. 
LY 
类 似 地 有 


$ Qly)dy=0, Pb R(z)dz=0. 
J 汪 


故 中 PCz)dz+ Q(y)dy + R(z)dz=0. 


交 b. 曲线 积分 化 为 定 积分 | . 
要 点 ”要 将 曲线 积分 化 为 定 积分 ,关键 在 于 选取 适当 的 参数 ， 
将 积分 曲线 L 表 成 参数 形式 .例如 . 


L:rz=x(t),y= y(t),z= z(t) (a p), 
则 


| zsya)ds 
= [f(z00) ,90) ,2 (0 2 Ty te dt; 


(A) 
车 1= to ,t= 本 分 别 对 应 于 L* 的 起 点 与 终点 , 则 
* 924 ， 


| , Plz,y,z)dz + Q(x,y,z)dy+ R(r,Y,z)dz 
= 5PGz(D,y(D,z(D)z(D+QCz(D ,y(t), 


z(t))y(t)+Rzt) y(t), z(t))z (2) J]dt;;,  (B) 
值得 注意 的 是 ,公式 (A) 中 ,积分 上 、 下 限 8,a, 分 别 是 参数 的 最 
大 、 最 小 值 (a 过 8). 而 公式 (B) 中 ,积分 是 从 工 !* 的 起 点 *= 名 积 到 
终点 上 = 了 (加 不 一 定 比 工 小 ). 
为 了 写 出 工 的 参数 形式 ， 不 少 情况 下 采用 极 坐标 ， 或 广义 极 
坐标 . 


六 例 7.3.4 计算 曲线 积分 | ydz + zdy + zdz. 其 中 工 是 
曲线 四 


所 + 六 + 

a 和 

(a>0,6>0,c>0 为 常数 ) 从 点 (a ,0,0) 到 (0,0,c).( 复 旦 大 学 ) 
解 1 (利用 坐标 面 上 的 投影 椭圆 ) 在 式 (1) 中 消去 = ,得 


所 =1, e120,y>0,<>0 (1) 


相 地- 


这 是 zy 平面 上 ,以 (号 20 ) 为 中 心 ， 以 4 
改写 为 参数 方程 


和 ,万 为 半 轴 的 本 加 从 而 可 


a 


于 + Fc0s 0,y= sin 0 


工 二 


人 和 过 让- 和 


因 Z、y\z 之 0, 故 0 委 0 委 7. 
. 925 . 


| , ydr + zdy+ wdz 
L 


x b 
=| | -ne 和 sn 0 十 (后 -车 eos gj) 方 es 
0 
十 (#1+ cos 0) $sin EG 
ab (7 .> - 2 gs 
一 -天 0d0 -一 bdg+ 二 n 0db 
和 | sin 万 上 COS 到 j， si | 


图 7.3.3 


解 工 (在 截 平面 上 引用 极 坐 标 ) 令 


| | T=azt,y= by,z=02. 
则 工 变 成 
到 "十 天 十 到 = 工序 十 过 = 
作 旋 转变 换 , 令 
uj,v=Tt 
V2 V2 
这 时 工 变 成 


工 
5 
* 926,: 


在 v= 二 的 截 平面 上 ,L 是 圆周 


V2 
1 人 1 
u + wi=1- (万 ) = 也 
引用 极 坐 标 
1 1 
= 二 ,2 = 二 sin 0. 
w= 万 cos 0,u -万 sn 


于 是 可 得 工 的 参数 方程 . 
= 了 (1+ cos 0)， 


bb. 
= by = bu = 一 sin0， 
y= 的 ‘万 


A Ie 0). 


V2 
其 余 同 解 工 . 
解 亚 〈 因 为 曲线 上 y,x 都 可 写成 x 的 函数 ) 令 工 = ur, 则 


zx=c(1-ti),y=V228 Vt 一 站 .起 点 t=1, 终 点 1=0. 于 此 


fr 2 一 一 5 (1-#)(1—-21) 
原 积分 = 上 | bYVIV 1 — 17 + be A act |at 


(全 :oo 六】 


= [ (- 5 0 + ein? fcos 0 
+ accos’ Soos Ssin 了 jae 


= (ate) +t. 


4V2 2 
例 7.3.5 设 1,= 中 和 
2 +ryty =R? 


江 大 学 ) 
， 927 . 


提示 旋转 所 :z= 万，Y = 可 + yt ye ='R’ 变 为 


[及 可 < + 1, 再 用 广义 极 坐标 . 
二 RR 


a th 
以 上 作法 ， 也 适用 于 反常 积分 
x* 例 7.3.6 计算 密度 为 常数 4 的 单 层 对 数位 


(x,y)= fun Fas, 和 
其 中 工 为 加 周 各 + 六 一? 一 /UE Tn yy). 


解 ” 采用 极 坐标 . 
L:é= Reos 0,7= Rsin 0， 0<o<2r 


为 了 使 被 积 函 数 简 化 , 设 x = pocos bo ,y= posin 0 . 
则 六 =V (ET 六 二 (7 一 3 


= R? -2Roocos(0— 6)+pi,ds= 民 d0. 


1 


2 
u(x,y) = | pin 1! Rd 
0 V R’*° ~2Rpocos(0 -00)+ 4 


_ 玉 
= Ke 加 lnCRs 一 2Roucos p+ pi)dy 
_R 
=- 学 | In(R ~ 2Rpocos p+ pi)dp 
=-Re | In R’| 1.— 12 名 es p+ (多) |ar 
( 记 。= 久 ) 


= -2xxRIn R-pR | ln(1-2acos p+ a’)dg 
* 928 ， 


| R, 当 z+y =pSR 时 , 
一 2rpRIinV x +y ,Bx +y=p>R 时 . 
[最 后 的 等 式 见 87.1 练习 7.1.3.2).] 


x x* 例 7.3.7 设 f(x,y) 连 续 ,L 是 一 封闭 的 逐 段 光滑 曲 
线 , 试 证 : 


1 
“(ry)= renin 二 ds (1) 
当 x 一 % ,y 一 co 时 极限 为 零 的 充 要 条 件 是 


$s 7)ds =0, 
证 根据 w(xz,y) 的 定义 式 (1) ,首先 我 们 看 到 
u(x,y) tInV ty f(s, ds 


1 
= Of(€,n)In -一 一 -一 ”ad 
和 “ "VE 
+ Ps DinV rt yds 

L. 

Dy Yty ds 

V(é€-z) 和 人 y) 

号 可知 基本 正四 


则 | 
lim (u(x,y) +lnVzx + ye, ds)= 0， 
yo L 

从 而 由 


* 929 ， 


limu(z,y)=0, 可 知 f(#,7)ds =0, 


反之 由 
bf(é,7)ds =0, 可 知 limu(z,y) =0. 


问题 获 证 .要 证 明 式 (2) ,我 们 先 设法 证 明 


+ 一 一 


一 > OO — OO z 》 
/Dn ta 7 | 


. [关于 (6,7)E 工 ]. 
因为 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 必 有 界 , 故 存在 M >0 使 得 
Le 人 II 和 M [ 当 (&,7)EL 时 ]. 
十 
Dore yy 
z+y . 
(é€-x) +(7-y) | 
令 工 =pcos 9,y=psin p,6=rcos0,7=rsin 0， 


r+y 2 


<MiIln 


_ p 
CY) 


2 
= -mla+( 三 ) -入 cos(9- 9)]. 
记 ro = 加.7(9), 当 zx 下 ,ym 时 ,p+ ,从 而 
r 2 r 2 2 
| 全) -2 Lo0(0- 9)|<(T) 十 < 
Pe e oe 
<(2) + 
O po . 
由 此 易 知 Z 一 coyy>co 时 有 
2 十 ,2 
mn x+ 
"822zJ+(7y) 
2 
一 -in[1+ (二 | -Yeos(9- 9)| 一 0 
"， 930 ， 


关于 (上 ,7)E 工 .于 是 Ve>0,34>0, 使 得 1z|>4,1y|>4 时 
有 


zr? + y? ee 
hres) rr yy <m (V(§,7DEL). 
其 中 /表示 曲线 工 的 长 度 . 利 用 式 (3) 


Wee ye 


zr? +y 
(€— 3 -3y74 


< 和 | AtepDa ,< = 
证 上 毕 . 

(以 曲线 斜率 作 参 数 ). 

对 于 平面 曲线 工 ,车 过 原点 的 直线 与 该 曲线 只 有 一 个 交点 , 则 
可 采用 此 直线 的 斜率 作为 参数 . 求 出 直线 y= tz 与 工 的 交点 的 坐 
标 z=xz(t),y=y(t), 便 可 得 到 曲线 的 参数 方程 . 

* 例 7.3.8 计算 第 二 型 曲线 积分 


=|, xdy— ydx. (1) 
L 


设 工 + ， x"! 十 好 一 QZ (xz 宇 0,y 宕 0) | (2) 
为 递 时 针 方向 . 

分 析 令 y=izx 代入 方程 (2) ,这 时 每 个 tiE(0,+co) 有 唯一 
的 解 


并 二 = Tr >0, 三 tZ 三 Tt >0. (3) 


当 t 从 0 变 到 + co 时 ,直线 y= zz 道 时 针 方向 打 过 第 一 象限 , 它 
与 工 的 交点 从 原点 出 发 逆 时 针 方 向 绕 行 L 一 周 回 到 原点 (0,0). 
这 说 明 工 * 对 应 上 从 0 到 +co. 又 因 


Zdy 一 ydz = zd(tr) ~ (tr)dzr 
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给 2 
,2 _ 人 . 
=X de- (Tr ) di， 


故 了 二 | xdy— ydz= [ 呈 zdt 
广 a? £2" dz _ a 
o (1+f 1) 2m 二 1 
注 参数 方程 (3) ,也 可 用 极 坐 标 得 到 .将 x = roos 0,y= rsin 0 
代入 方程 (2) ,可 得 
acos"0sin"0 
cos2 10+Ssinz Tb 


r 


= ycos 0= acos”'!'0sin’g _ atan”g 
X=r = 
cos ”9+sin” 0 1+tan 0 


- at 
令 1=tan 0, 则 TT TT 


类 似 地 有 y= Tr 


ce. 曲线 积分 的 性 质 
要 点 ”第 一 型 曲线 积分 跟 重 积分 (包括 定 积分 ) 有 完全 类 似 的 
性 质 (包括 用 等 式 表示 的 性 质 ,用 不 等 式 表示 的 性 质 以 及 中 值 定理 
等 ). 但 第 二 型 曲线 积分 关于 不 等 式 表示 的 性 质 已 不 再 成 立 . 由 此 
推出 的 积分 中 值 定理 也 不 再 成 立 . 
广 例 7.3.9 设 P.Q、R 在 L 上 连续 ,L 为 光滑 弧 段 , 弧 长 为 
1, 试 证 


| Pdz + Qldy + Rdz|< Ml. 
L 


其 中 M= max |V PI+Q:+ Ri. 


( 
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| pdzx + Qdy + Rdz 
L 


= | (Peos a + Qeos B+ Reos 7)ds 


<| 1 Peos a + Qeos B+ Reos 7 | ds. (1) 
L | . 


应 用 Cauchy 不 等 式 ， 
[Peos a+ Qeos B+ Reos 7| 


(P+Q+R)I(cosatcos B+cos 7)? 
VP+QO+RS max VP’+Q’+R’I=M. 
故 、 
(1) 式 右 端 <M | ds = ML 
工 


例 7.3.10 举例 说 明 对 第 二 型 曲线 积分 “积分 中 值 定理 不 再 
成 立 ”. 

解 ” 如 果 积 分 中 值 定理 成 立 ,应 该 是 :“ 若 f(P) 在 L 上 连续 ， 
则 存在 点 P" EL ,使 得 


| ， 7(P)dz=F(P')| ， dz . (1) 
设 工 为 圆周 ,由 对 称 性 知 | dz=0, 从 而 (1 时 右 端 对 一 切 了 恒 


为 零 .但 是 若 FL(P) = f(z,y)=y,L' 为 x? +y =2y( 方 向 逆 时 
针 ), 则 : 


| f(P)dx= |: ydz= —x*0. 
可 见 此 时 (1) 式 不 可 能 成 立 . 
二 、Green 公式 


要 点 ”Green 公式 给 出 了 平面 上 有 限 条 逐 段 光滑 封闭 曲线 上 
的 线 积分 与 它们 所 包围 区 域 上 的 二 重 积 分 的 关系 : 
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| , Pdz+ Qdy= 了 ( 强 - 3 azdy, (A) 


这 里 工 ” 表示 沿 工 的 正 向 取 积 分 . 正 向 指 前 进 时 DD 保持 在 左边 的 
方向 , 当 DD 为 单 连通 时 即 是 逆 时 针 的 方向 ; 当 DD 为 多 连通 区 域 
时 ,外 边界 为 逆 时 针 方 向 ,内 边界 为 顺 时 针 方向 . P、Q 要 求 在 区 域 
D 内 直到 边界 L 上 连续 ,并 有 连续 的 偏 导 数 . 由 此 可 得 D 的 面积 


公 于 ， 
sr- | ， zdy=- | . ydz= 玛 | rdy— ydz.(B) 
L . 


a. 计算 封闭 曲线 上 的 线 积分 了 
在 很 多 情况 下 利用 Green 公式 可 以 把 封闭 曲线 上 的 线 积 分 化 
为 二 重 积分 来 计算 


六 例 7.3.11 计算 | Se29E，C 为 以 (1,0) 为 圆心 ,以 及 


为 半径 的 圆周 (R 1). 设 C* 表示 其 上 的 方向 为 逆 时 针 方 向 . 
分 析 1 车 尺 <1, 则 满足 Green 公式 的 全 部 条 件 .注意 
站 
xXx\4r +y’ (4 并 + y)? 9y 42 +y 
((z,y)*(0,0) 时 ). 


(1) 


因此 


xzdy— ydzr _ 加 
| 4T7+y 0dzdy=0. 
L 


(xz-1) +y <R? 


2 当 R>1 时,C 内 包含 原点 (0,0) ,而 函数 


P(r,y) -Try Q= rE 


@ 我们 约定 封闭 曲线 ( 闭 围 路 ) 均 指 : 除 起 点 与 终点 重合 之 外 . 曲线 本 身 不 相交 . 
即 曲 线 上 的 点 (x ,y)= (g(t),y(2)), [rE (a,p8)], i i, 馆 有 (gp(21), y(t1)) Et 
(p(t2), y(t2)). 
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在 原点 无 意义 ,故此 时 不 能 直接 应 用 Green 公式 .为 此 ,我 们 在 C 
内 用 一 易于 计算 积分 的 简单 围 线 将 原点 挖 去 . 例如 ， 取 s>0 充分 
小 ,使 得 椭圆 

T.:4r*+y :=e’ + “+ (2) 
在 C 之 内 部 . 记 C 与 卫 所 围 的 区 域 为 也 , 则 


Zdy 一 ydz _ _ 
jd 


这 里 荆 。 表示 在 卫 : 上 取 顺 时 针 方向 (下 面 用 全 .表示 取道 时 针 方 
向 ). 由 此 


图 7.3.4 


r- 4 J 


和 
"| 产 
ID 
一 
9 
SI 
om 

mm 
ee 
习 
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(这 里 却 | dy - ydz = 椭圆 的 面积 = "Te | 


注 1) 不 难看 出 ,车 C 改 为 不 过 原点 的 任意 逐 段 光滑 的 围 


线 , 则 本 题 的 解法 与 结果 仍 保持 有 效 . 
2) 同 理 可 以 算出 


f Zdy 一 ydz _ 0, 当 C 不 包含 原点 ， 
Tty 2r, 当 C 包含 原点 ， 


六 例 7.3.12 计算 积分 


T= xdy— ydz 


[Car + Py) + (Yr + 6y) 】 


(a6 -pys0)， 


其 中 二 为 酉 圆 (oz + 的) + (Ye+ 8 二 1 取 逆 时 针 方 向 . 


解 1 (利用 Green 公式 计算 )L 上 
(az + By) + (yz+6y) =1, 
因此 


I= 中 zdy -ydz =2 J dzxdy. 
Lt (art ty)? ‘+(e+6y) <1 
更 令 wz yz+6y 作 变 换 ， 则 
1=2 I | Tldzdy, 
| w+v <l 
其 中 


a(ziy) 1 _ 1 
/= a(u,v) no) 6- 序 "因此 


d(x,y) 


解 工 (利用 参数 方程 化 为 定 积分 ) 作 变换 
u=art+pBy,v= Yr+ 6éy. 
这 时 椭圆 Li(art+By)’ + (yr+6y)’=1 
变 成 为 圆 C: u + v=1. 
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(1) 


因而 可 写成 参数 式 


u=cos 0,v=sin 0. 


故 bs 
或 8 二 0- Bsin 0) ， 
,en 0 yon) 
另外 ,(1) 的 Jacobi 行列 式 
/= 3 = a — BY 0, 


L!: 取 的 是 逆 时 针 方 向 , 故 当 =a6 -By>0 时 ,C 与 L' 同 向 ,对 
应 9 从 0 变 到 2x, 所 以 


= | LBL (ens 0— Bsin 0)(asin 0- ycos 0) 
— (asin 0— ycos 0)(6cos 0— Bsin 0)’ 1d0 
1 2x . _ 2x 
-tay |], (3 一 Bi7)d46= 五 = 历 : 
当 J= 上 -Br<0 时 ,C 与 三 反 向 ,9 有 从 2x 变 为 0. 故 


2 
了 一 西 二 机 :总 


1=T 所 
ad 87| 
俩 7.3.13 计算 曲线 积分 


了 = 人: [sin 工 十 ycos 工 )Qz 


+(ysin x- xeos x)dy], 
其 中 C:z? + yy 二 1, 积 分 沿 逆 时 针 方向 进行 
解 以 原点 为 中 心 ,r 为 半径 (0< <1) 作 一 小 加 车 将 C， 
与 C 之 间 的 区 域 记 作 D ,在 了 上 应 用 Green 公式 “ < 


r- | | 
CI+C,Y Cc, - 四 多 
- 937 ， 4 


-由 你 E 天 了 jazady 


+ ycos e” (ysin x— zeos xz)] 
+|. e yc TO) + >”(y > 
x +y Xt+y 


其 中 
aQ a9P_9 [Sin 2 S00 |] 
ar 9y az 2 十 乡 


_ [2 sn 天 ye 也] 
9y 2 十 多 
=0. 
后 一 积分 变 为 极 坐 标 x = rcos 9, y= rsin 9, 则 
2x 
了 = | 1 oro |[ reos gsin( rcos 0)+ 
0 7 


rsin Gcos(rcos 0)](- rsin 0)+[rsin bsin(rcos 0) 


— recos gcos(rcos 0)]rcos 01d0 
= 一 | escos(rcos 0)d9 (任意 0<r<1). 
令 > 一 0 取 极 限 , 知 
『 0 
0 


b. 计算 开口 曲线 上 的 线 积分 

Green 公式 一 般 是 用 于 封闭 曲线 上 的 线 积分 计算 ,但 有 时 宁 
可 补 上 一 条 曲线 ,将 开口 曲线 封口 , 变 成 封闭 曲线 再 应 用 Green 
公式 ， 

六 例 7.3.14 计算 曲线 积分 

| ,C99)e -hy)dr+ (p(y)e —h)dy, 
其 中 p(y) 和 9 (?) 连 续 ,AmB 为 连接 A(xi,y1) 与 B(x,,y) 的 
任何 路 径 , 但 它 与 直线 段 AB 围 成 的 图 形 AmBA 的 面积 为 定 值 S. 
(辽宁 师范 大 学 ) 
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提示 “如 图 7.3.5， 


图 7.3.5 图 7.3.6 


[im Yo 
AmB AmB+ BA AB 


c. 用 于 计算 第 一 型 曲线 积分 
上 面 Green 公式 (A) 是 联系 的 第 二 型 曲线 积分 ， 但 第 一 型 
线 积分 可 以 化 为 第 二 型 


| [Peos(t,z)+ Qeos(t,y)]ds= | , Pdz+ Qdy，《C) 


其 中 (t,x),(t,y») 分 别 表示 xz 轴 正 向 ,> 轴 正 向 与 动 点 切线 正 向 
的 夹 角 .切线 的 正 向 ; 按 积分 方向 确定 (如 图 7.3.6). | 
六 例 7,3.15 计算 积分 


I= | [zcos(m ,zxz)+ycos(ma yy)]ds. 
其 中 (n,z),(n,y) 分 别 是 由 工 轴 、y 轴 的 正 向 与 六 外 法 线 方向 


之 间 的 夹 角 . 设 工 为 逐 段 光滑 闭 围 线 . 
解 工 ” 表示 L 上 道 时 针 方向 ,切线 方向 与 工 ” 一 致 (如 图 


7.3. 7 从 n 逆 时 针 旋 转 亏 到 上， 跟 zx 轴 到 y 轴 的 情况 一 样 .由 屁 


从 图 上 易 看 出 
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图 7.3.7 


(az)=(ty); (n,y)=7x~ (t,x), 


故 cos(n,xz)ds=cos(t,y)ds=dy, 
cos(n,y)ds= 一 cos(t,Zz)ds= 一 dz. 
因此 I = 中 [zcos(m ,z)+ycos(m yy)]jds 
项 ， 


= 中 Zzdy 一 ydz=29. 
其 中 S 表示 工 所 围 的 面积 . 
例 7.3.16 设 工 为 平面 上 逐 段 光滑 的 闭 围 线 ,D 是 L 所 包 
围 的 区 域 .w =u(z,y) 挛 DD 内 直到 边界 革 有 二 阶 连续 偏 导 数 . 试 
证 : 


au, _{r/ou, 9 
$e 


其 中 为 工 的 外 法 线 方向 : 


9 9 9 
提示 3 sn,r) + cos(n,y), 


| du _A9u, au 
从 而 ,. 37ds 37dy yd 
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d. 由 积分 性 质 导 出 微分 性 质 

要 点 ”车 已 知 函 数 的 某 种 积分 性 质 ,利用 Green 公式 ,积分 中 
值 定 理 , 以 无 限 收缩 取 极 限 等 方法 , 常 可 导出 函数 相应 的 微分 
性 质 . 

例 7.3.17 设 F(z,y)=P(z,y)it+ Q(z,y)j 在 开 区 域 D 
内 处 处 连续 可 微 , 在 D 内 任 一 圆周 C 上 ,有 


中 Fnds=0， (1) 
其 中 n 是 圆周 外 法 线 单位 向 量 . 试 证 在 D 内 恒 有 
并 +=0. (2) 


证 因为 n 为 外 法 线 单位 向 量 ,所 以 
n=cos(n,zx)it+cos(n,y)j, 
Fn= P(x,y)cos(n,z)+ Q(zx,y)cos(n,y), 
因此 


bE-nds= 中 [Pl(z,y)cos(n,z)+ Q(zr,y)cos(n,y)]ds. 
如 前 二 例 所 述 


cos(n,z)ds=dy,cos(n,y)ds= — dx, 


故 


0 = 中 Pads= 中 -QCr,y)dzt+Pzyy)dy 
C 6 


= 中 ( 冯 + 如)azay(4 为 C 所 包围 之 区 域 ).、 (3) 


由 此 ,用 反 证 法 立即 可 知 式 (2) 在 D 内 处 处 成 立 ,因为 倘若 有 某 点 
Mo ED 使 得 


(过 + 如 )。 >0( 或 <0) (4) 


则 由 六 ,3 的 连续 性 ,以 及 连续 函数 的 局 部 保 号 性 , 取 Mu 的 
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个 充分 小 的 圆 邻 域 AE N( Mo)s 使 得 (4) 式 在 A 上 保持 成 立 ,从 
而 积分 


ll (下 + 强 )azdy>0( 或 <0) 


与 (3) 式 矛盾 . 

交 例 7.3.18 设 P(z,y) 和 Q(z,y) 在 全 平面 上 有 连续 偏 导 
数 ,而且 对 以 任意 点 (zuo,y) 为 中 心 ,以 任意 正 数 > 为 半径 的 上 半 
C:Zz=zo+rcos 0,y= yo+rsin 9(0 委 0<r) 恒 有 


| Plz,y)dr + Q(z,y)dy=0. (1) 


求证 :P(z ,y) 三 0， R=0. (南开 大 学 ) 


证 已 知 在 上 半 国 周 上 的 积分 (1) 恒 为 零 .因此 对 平面 上 任意 
一 点 (zo,yo) ,以 (zoyy) 为 中 心 ,任意 >>0 为 半径 作 一 上 半圆 域 
D( 上 半圆 周记 为 C ,直径 记 为 AB) , 则 
| Pdz + Qdy = 中 Pdaz+ Qdy= 过 - 这 jazdy . 


GE 
C+AB 
aQ aP _1aQ a9PY rr? 
-发 - ro » “2 2 
(其 中 M ED 为 某 一 点 ). 另 一 方面 


en ee 


=| | PCzyyo)dz . 2 
z+ 图 7.3.8 
= Plé,y)| ”dz 
| =P(é,y0)°2r(zo -rEEro +r). (3) 
比较 (2) (3) 知 
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此 式 对 任意 > >0 时 成 立 . 令 ~ 一 0 取 极 限 得 P(zo,yo)=0. 由 
(zo,yo) 的 任意 性 , 知 P(x,y) 三 0. 从 而 (4) 式 成 为 


aQ| 
az M” 一 
r 一 0 取 极 限 得 3 | ,=0. 由 (zo,yo) 的 任意 性 ,这 就 证 明了 
aQ_ 
r=0 


例 7. 3.19 设 wu=wu(z,y) 有 二 阶 连续 偏 导 数 . 试 证 ;Ax 二 


ou = 0( 即 & 为 调和 函数 ) 的 充 要 条 件 是 元 944s = 0( 其 中 


2 


C 为 任意 逐 段 光滑 围 线 , 了 是 沿 外 法 线 方向 的 方向 导数 . )， 


三 、 积 分 与 路 径 无 关 问 题 


定理 若 P(z,y)， Q(z,y) 在 区 域 D 内 连续 ， 有 连续 的 一 阶 
偏 导数 , 则 当 DD 为 单 连通 时 ,以 下 四 条 件 等 价 : 


1) 积分 | Pdz + Qdy 只 与 起 点 终点 有 关 , 而 与 积分 路 径 无 


关 ( 其 中 工 是 内 分 段 光滑 曲线 ) ， 
2) 在 DD 内 任 一 一 分 段 光滑 围 线 C 上 的 积分 为 零 


Pdz + Qdy=0. 


3) 在 DD 内 处 处 成 立 


4) Pdz + Qdy 为 恰当 微分 . 即 存在 函数 = u( 工 ,y)( 称 为 
原 函 数 ) ,使 得 
9 9 
2 pa. 
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即 du = Pdzx + Qdy. 
作为 Pdz + Qdy 的 原画 数 vx = x(z,y), 若 存在 , 必 不 唯一 ， 
彼此 可 相差 任意 常数 .忽略 常数 项 不 计 , 原 函 数 可 以 写成 


(zx,y) 
u(x,y)= | , Pdz + Qdy. 
这 里 (zxo ,yo) ED 是 任意 取 定 的 点 .积分 路 径 可 以 是 .D 内 联结 
(zo ,Yo) 与 (x,y) 的 任 一 条 分 段 光滑 的 曲线 . 若 已 知 Pduz+ Qdy 


的 原 函 数 为 x= x(z,y), 则 
| Paz+ Qdy= u(x,y) | .=u(B)- ul(A) (YA,BED). 
当 为 多 连通 区 域 时 ,条 件 1) .2) .4) 彼 此 仍 等 价 .这 时 条 件 


3) 只 是 必要 的 ,不 是 充分 的 .但 条 件 3) 成 立时 ,对 于 万 的 每 一 个 
洞 ,以 相同 方向 , 沿 包 围 该 洞 的 任 一 闭路 上 的 积分 ,其 值 汝 相等 , 公 
共 值 称 为 该 洞 的 循环 常数 .例如 D 有 个 洞 (都 取 顺 时 针 方 向 的 


积分 ), 则 有 nn 个 循环 常数 ol ,ww ，…,ow,.D 内 从 点 A 到 也 的 积分 
「 Pdz + Qdy= kw ++ hw, 十 | Pdz+Qdy， 
其 中 AB 是 联结 A、B 的 任 一 给 定 的 分 段 光滑 路 径 .&， ,为 任 


意 整数 .此 时 积分 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 是 各 循环 常数 为 零 . 
a. 利用 与 路 径 无 关 性 计算 线 积分 


要 点 如 上 所 述 ,者 区 域内 恒 有 3 = (对 多 连通 还 须 设 各 


循环 常数 为 零 ), 则 积分 [ Pdz + Qdy 与 路 径 无 关 . 因此 ,我 们 可 


取 方 便 的 路 径 ( 如 用 平行 于 坐 宗 轴 的 折线 路 径 等 ) 来 计算 此 积分 . 
特别 ,车 区 域内 能 求 出 原 函 数 x = x(z,y) 则 (不 论 区 域 为 单 连通 ， 
或 多 连通 ) 则 恒 有 


[ Pdx + Qdy =u(B) -wu(A)( 积 分 与 路 径 无 关 ) 


交 例 7.3.20 设 工 表示 平面 上 一 条 自身 不 相交 的 光滑 曲线 . 
。 944 ， 


其 起 点 在 (1,0) ,终点 在 (0,2). 多 起 终点 外 ， L 全 部 落 在 第 一 象 
限 . 计算 积分 | 写 oln ds ,这 里 部 ”表示 滑 的 法 线 方向 取 导 数 ,法 


线 指向 原点 所 在 的 那 一 侧 ;r 表示 工 上 的 变动 点 到 原点 的 距离， ds 
表示 工 的 弧 长 微分 . (厦门 大 学 ) 
解 I 这 里 (z,z)=rx-(t,y),(2,y)=(tz), 因 此 有 


| 9ln ras 


r 9n 


eh 


=| [- 了 “cos(t， y) + gy 一 cos(t， z)]d 


一 | dz dy (1) 
=9lnr_ 9 3 7 
因为 P= ay ER r+y 
= sln(x +y)=- 2 : 
(一 
oh r_ 茎 
Qa Fr 02) 


在 第 一 象限 内 连续, 有 连续 的 偏 导数 , 旦 
» aQ _3aP :xi-y ， 
az 5y (zi+y’) 
因此 积分 与 路 径 无 关 . 可 取 平 行 于 坐标 轴 的 折线 路 径 ABC 进行 
积分 .于 是 由 (1)、(2)， 


| aln rj = | -2 d 
L and LX tyd xz 了 > 
= » 
: Js + yd -zy zdy 
ee 
0 1+y y+ zx +4 


1 _x 。 
= 一 arctan 2 一 arctan 本 二 一 本 (3) 


解 工 In r 在 第 一 象限 为 调和 函数 ,如 例 7.3.19 所 述 ， 


在 任何 封闭 逐 段 光 滑 曲 线 上 的 积分 为 零 ， 因此 积分 与 路 径 无 关 ， 
(3) 式 有 效 . 1 y ， 

解 下 以 原点 为 中 心 , 以 es>0 为 半径 ,在 第 一 象限 内 作 小 加 
弧 卫 与 zy 轴 交 于 点 E、.D( 如 图 7.3.9). 取 。 充分 小 使 与 不 
相交 .应 用 Green 公式 ,可 知 ALCDTEA 上 的 积分 为 零 . 又 因 CD， 
EA 上 的 积分 也 为 零 . 故 上. 上 的 积分 等 于 在 上 的 积分 


1=| 3 2 了 ds | dz ~ sdy 
L T 十 y Tt+y. 


=| | mdr- zdy 
DIE ZX +y 


__11 x 
一 Fe = TF: 
下 面 让 我 们 讨论 岁 连通 的 例子 . 


例 7.3.21 计算 积分 
I = | zln(z’ + y -Ddz 


+ yin(x +y ~1)dy. 
其 中 工 是 被 积 函 数 的 定义 域内 从 点 
(2,0) 至 (0,2) 的 逐 段 光滑 曲线 . 

解 被 积 函数 为 P= zin(zx?+ 
-1),Q= yln(z? + 一 1). 定 义 域 为 
D={(zr,y)|ll<x*+y<+%o}.PQ 
在 DD 内 连续 ,有 连续 的 偏 导数 , 且 


Ey ri (1) 
这 里 D 为 二 连通 区 域 ,zx* + y 志 1 是 唯一 的 洞 , 因 为 式 (1), 在 转 


»。 09046 :* 


绕 该 洞 任 一 路 径 上 逆 时 针 方 向 积分 一 周 ,其 值 相等 ,等 于 该 洞 的 循 
环 常 数 .不 妨 取 圆 周 C:zx? + y =4, 得 循环 常数 


w= 中 za(z +y -1)drt+yln(z*+y -1)dy 


C 


= prln 3dzx + yln 3dy 


C 


2x 
三 ln 3 | [2cos 0( —2sin 0)+4sin gcos 6]d0=0. (2) 
0 


(1)、(2) 表 明 积 分 与 路 径 无 关 . 采 用 平行 于 坐标 轴 的 折线 路 径 
ABC:(2,0)—(2,2)—(0,2), | 


得 I= | yln(3+ y’)dy+ [ zlIn(3+ zx*)dz=0. 解 毕 . 


图 7.3.10 


下 例 虽 是 多 连通 ,但 积分 路 径 没 有 绕 洞 回转 ,可 以 不 计算 循环 
常数 . 


* 例 7.3.22 计算 积分 


I1= | (z+y)dr—-(x-— dy 
Lt r+y 


(1) 


其 中 了 工 "是 从 点 A( 一 1,0) 到 B(1,0) 的 一 一 条 不 通过 原点 的 光滑 上 
。 947 。 


线 , 它 的 方程 是 y= f(z)(- TI<z<1). (南开 大 学 ) 
分 析 这 里 i 


P(x,y)=,Q(zy)= 5 (2) 
x +ty Z 十 y 
的 定义 域 D 是 全 平面 除去 原点 (原点 为 洞 ). P、Q 在 DD 内 连续 有 
连续 的 偏 导数 , 且 

aQ _9P_r -yy -27xy 

az 9y (zx +y) . 
按 常规 做 法 ,应 计算 循环 常数 ,但 本 题 积 分 曲线 工 的 方程 为 y= 
f(x)( 1x 志 1). 它 与 平行 于 y 轴 的 直线 最 多 只 有 一 个 交点 ， 
因此 工 不 绕 原 点 ( 洞 ) 回 转 .又 因 工 不 过 原点 , 帮 f(0) >0 或 f(0) 
<0. 即 工 在 原点 的 上 方 ,或 下 方 穿 过 yy 轴 . 若 F(0)>0, 则 工 上 的 
积分 等 于 沿 单位 加 C: x? + y=1 上 半圆 周 从 A 到 B 的 积分 ( 事 
实 上 , 挖 去 y 轴 的 负 半 轴 , DD 便 是 单 连通 ,从 而 由 (3) 知 积分 与 路 
径 无 关 ,L 与 C 上 的 积分 相等 ). 于 此 


1=| (zty)dr- (rz-y)dy 
ACB r+y 


(3) 


0 
=| [(cos G+sin 0)(—sin 0)— (cos 0~sinO)cos 9]d0=x 


类 似 , 当 F(0)<0 时 有 了 T= -x. 因 此 
T， 当 f(0) >0 时 ， 
-x， 当 f(0)<0 时 . 
b. 利用 原 范 数 求 积分 
' 例 7.3.23 计算 积分 
=|, (tvs +y )(rdrtydy) 
Lay zt+y 
其 中 L' 是 不 通过 原点 ,从 点 A(1,0) ,到 B(0， 2) 的 分 段 光滑 曲线 
解 因为 ， 
。 948 ， 


了 一 


(1+Vzx:+y )(rdrt+ ydy) 
OC 


T+y 
1 1 1 
二 十 一 -~ 12 2 2 
zt+y Fz) + ) 


_ 1d(z” + 大) |， 1d(z’+y) 

2 r+ty 2 Vrt+y 
=dln(z? + y')2+dv z+y 
=d(V xz:+y t+lnvV r+y ), 


即 w=Vzx +y+lInvV x +y 是 原 隙 数 , 故 积分 与 路 径 无 关 ， 
=u(B)-u(A) 


=(V zx” 十 入 tnVzry)| 
(1+Vx +y )Czdz+ydy) 
Ty 


ZX +y 


™ =1+ln2. 
1,0) - 
解 耳 设 du= 


有 了 -2 2 ， (2) 


由 (1) 知 “(zy)= | 一 “区 工 3 
=lnV cz +y +Vz 元 +CCy). (3) 


由 (2) 知 w(x,y)= | ydy 
r+y t+Vr +t+y +C(r). (4) 
比较 (3) (4) 可 知 C(x)=C(y) : 


从 而 C(z) = C(y) 三 常数 . 故 上 略 去 常数 项 不 计 ,u = In Vz + 交 
+V zx +y .从 而 ， 


IT=x(B)-xzA)=(nV ty +Vr +y) ltin2. 
注 用 原 函 数 的 方法 计算 线 积分 ,要求 
du= Pdr + Qdy 
在 区 域内 处 处 成 立 . 如 例 7.3.22 中 的 积分 


r=| (z+y)dzr — (rz—y)dy 

= | 一 7 一， 

L 并 十 和 

容易 看 出 . 
(z+y)dr-(z~y)dy_ rdrt+ydy ,ydr -zdy 
: T+y T+y z+y 


1 2 2 Lz 
=d 芭 1 十 + darctan 一 
7 n(xzx’ 十 六 )+darctan 7 
=d(InV et +arctanZ }- (1) 


即 ln Vz + y+ arctan 三 为 所 求 的 原 函 数 .按理 该 积分 应 与 路 径 


无 关 , 但 在 例 7.3.22 中 我 们 已 看 到 ,从 A 积分 到 B, 沿 从 (0,0) 上 
方 穿 过 y 轴 的 曲线 积分 为 x, 沿 下 方 的 路 径 积 分 为 -x. 其 原因 是 
(1) 式 只 有 当 y 闪 0 时 成 立 .从 (1) 只 能 推出 在 上 半 平 面 ( 或 下 半 平 
面 ) 内 积分 与 路 径 无 关 , 不 能 得 出 在 全 平面 积分 与 路 径 无 关 . 

c. 利用 线 积分 求 原 函 数 


例 7.3.24 求 Pdz+Qdy=-3yqdz-zdy 的 原 函数 .假设 
37x 一 2zy+3y 
y>0. | 


解 ” 因 为 分 母 的 判别 式 小 于 零 , 易 知 分 母 3z? -2zxy+3y’ 当 
y>0 时 不 为 零 .P、Q 有 连续 偏 导数 , 且 
二 2Q_3P_ 3(z 一 多 ) 

， az 9y (3z 一 2zy+3y2)7 


在 y>0 的 区 域 上 积分 | Pdz + Qdy 与 路 径 无 关 . 原 函 数 可 用 线 


积分 来 计算 . 取 (z。,y。)=(0,1) ,全体 原 函数 可 表 为 
“ 950 ， 


{zr,y) - ; 
? ydz 一 dy c 

> 一 了 II D 人 2 
u(x,)) | 3z 一 2zy+3y ! 


以 折线 (0,1) 一 (0,y) 一 (xz,y) 作 积分 路 径 . 则 


yd 
“(x,9)= | oy+ | ry ~ 
= 学 | tt . 
(<- pj) EE 


37—y 
一 一 arctan +C (y>0). 
-7 2V2y 


17.3 


7.3.1 计算 积分 | -人 其 中 ABC 为 三 点 4A(1,0),B(0,1)， 


C(C-1,0) 连 成 的 折线 .( 上 海 交通 大 学 ) 
提示 ”被 积 函数 在 左右 对 称 点 上 值 的 大 小 相等 ,符号 相同 ,dz 亦 然 ,但 
dy 在 对 称 点 上 大 小 相等 ,符号 相反 . 


青 提 示 。” 原 积分 [= 2 | ET- ?| 


AB 上 z+ 1 0 
EE a 


7.3.2 设 C 为 对 称 于 坐标 轴 的 光滑 曲线 ,证 明 : 
由 (zy+e)dz+(zy +zxe’” -cos x)dy=0. 
(河北 师范 大 学 ). 


提示 应 用 Green 公式 (并 利用 对 称 性 )( 这) 


左 =- 骨 [C re + z)-(zs+e)ldzdy 直 性 0 
7.3.3 计算 曲线 积分 | ,dz + z:dy+ zzdz, 其 中 卫 * 


x+y + =R?’ 


.2 2 (及 >0,z 之 0)， 
Z 二 y = Rr - 


"” 95 ， 


工 * 的 指向 为 顺 时 针 方向 .( 辽 宁 师 范 大 学 ) 


图 7.3.11 


提示 y>0 与 y<0 两 部 分 对 称 , 相 消 . 
交 7.3.4 计算 曲线 积分 
[re 
t 48 pVait+b avValtb 
其 中 C 为 25+ 沪 + -2 =1(z>0,y>0,z>0) 与 二 + 这 =1 的 交 线 (a、 
b>0). (四川 大 学 ) 
提示 可 参考 例 7.3.4. 
再 提示 将 C 的 两 个 方程 式 联 立 , 消 去 y, 可 得 


(2z-a) , (2z) _)| A2r-a, 2z  _ 

a tp lr 0 "sin 
代入 可 知 ~=1, 于 是 : 

z= 他 (1+cos 0),z= 47 sin 0. 进而 y= 了 (1-cos.0). 


(0)= -Gsin 0,2°(0)= sn. 
类 似 有 y?(0)= 仿 sin? 09,29(0)= (a?+67)eog0 
因此 ds=V x?(0 +y (0 + (0 d= Va bd. 
. 952 ， 


图 7.3.12 


L3 / 外 
原 积 分 1=[ | 880+ sn od+os 0)+O sn 00- os 0)| < 2 As—d0 


= 旋 Y a +b: (xt+2V2) 

7.3.5 计算 圆柱 面 xz? + y? = Rz 被 曲面 . 
Xz 十 yy +x? = RR 所 截 部 分 的 面积 . | 

提示 ”可 参看 练习 7.3.3 中 的 图 7.3.11 其 中 (a) 为 投影 情况 ,(b) 图 描 
出 了 上 半 部 分 的 情况 . 因 上 下 对 称 ,前 后 对 称 , 只 需求 出 第 一 卦 限 内 的 部 分 碌 
以 4 即 可 .利用 元 素 法 , 柱 面 面 积 可 表示 为 第 一 型 曲线 积分 . 

再 提示 ”第 一 卦 限 的 部 分 在 zy 平面 上 的 投影 为 xz*+ y* = Rz 的 上 半 
圆 .在 此 半圆 上 任 取 一 点 (zx,y), 作 绒 长 元 素 ds ,上 半 柱 面 截 下 的 部 分 对 应 为 
一 无 限 狭 宗 的 长 条 矩形 ,面积 zds = VY R’ 一 xz? -yy ds; 因而 整个 面积 ; 


=4| VR -xz -yds, 其 中 C 为 z*+y = Rzr 之 上 半圆 . 取 点 
(里,0) 作 极点 ,引入 极 坐标 


R R R. 
工 二 本 cos 人 0. 


于 是 5 = 4| /RR Rd- 4R2 去 | 一 


4R?{ sn .0d 0 =4R: 
=4R sin 了 4 七 4R . 


7.3.6 设 在 力 场 了 =(z+2y+4,4z -2y,3z+z) 中 今 有 单位 质量 M 
”20953 ， 


沿 椭圆 C:(3z+2y-5)* + (x 一 y+1)? =a?,z=4(a>0) 移 动 一 周 [从 z 轴 . 
+ co 点 看 去 ,为 逆 时 针 方 向 ], 试 求 力 正 所 做 的 功 .( 南 京 航空 航天 大 学 ) 
提示 W= | ，(z+2y+4)dz+(4z-2y)dy+(3z+z)dz 

在 C 上 zx 三 4, 第 三 项 dz =0, 只 剩 前 两 项 . 


Green 


再 提示 we | 2drey 其 中 万 为 :(3z+2y 一 5)2+(z 一 yy 十 


1 . 令 6=3z+23?-5,9=z-2+l, 则 IJ|= 王 ， 


w=2 dy 了’ 
7.3.7 计算 双 纽 线 (z? + y)?*=a’(zx? 一 yy ) 所 围 的 面积 (a>0). 
提示 例 7.3.11 前 之 “要 点 "中 公式 (B) 四 种 算法 均 可 . 
再 提示 ”图形 关于 坐标 轴 对 称 ,只 要 计算 第 一 象限 再 乘 以 4 即 可 . 
解法 I 引用 极 坐标 得 一 = a? cos 20 ,因此 第 一 象限 9 的 变化 范围 为 


下 
[ ,于 |. 这 时 
X=rcos 0=acos OV cos 20 
y= rsin 0= asin Ov cos 20 


CtyD=a yD) 


图 7.3.13 


代入 公式 (B):S = 4 到 | [z(b)y(6)- y(6)z7(9)]dg 


-2 a?cos 20d0 = a? 
解法 下 令 y= 巡 ( 以 斜率 为 参数 ) ,这 时 


”954 ， 


ri (1+t) :=a (lt ),x= = 
第 一 象限 : 的 变化 范围 为 0 委 : 委 1， 
zdy— ydzr =z(t)[z(t)+tz (t)]dz 
—tr(t)'x (zt)dt 
CO) a 
令 1=tan 0 


2 [7 ， 二 2 


解法 下 利用 二 重 积分 ,第 一 象限 ~= a wecos 25,0 委 4 生子 . 


2 ay coas 20 更 
s=4] ed- 外 dg| rdr=4- 序 | azcos 20d0 = az . 
[0 0 0 


*7.3.8 一 个 半径 为 > 的 圆 , 沿 着 半径 为 R 的 定 加 之 圆周 外 滚动 (而 
不 滑动 ) 时 ,由 动 回 上 一 点 所 描绘 出 来 的 曲线 称 为 外 押 线 .假定 比值 二 = 


是 整数 (> 之 1), 求 外 摆 线 所 界 的 面积 . 

提示 “可 用 向 量 法 求 出 外 摆 线 的 参数 方程 ,再 用 例 7.3.11 前 之 要 点 公 
式 (B) 求 解 . 

解 以 大 圆 中 心 为 原点 ,让 正 x 轴 过 起 始 切 点 4 , 设 小 圆 (半径 >) 绕 大 
圆 (半径 R) 逆 时 针 滚动 . 注意 滚动 时 切 点 始终 在 二 圆 联 心 线 上 . 并且, 如 图 
7.3.14: 当 小 圆 圆 心 从 P。 点 移动 到 P 点 时 , 滚 过 的 弧 段 

AB= BC， 


因而 所 对 的 圆心 角 “车 /AOB -一 9, 则 二 BPC = n9. 小 贺 半 径 向 量 所 广 此 
时 实际 旋转 角度 为 09+ ng= (n+1)9. Ps 访 起 始 辐 角 为 *, 旋 转 到 PE 位 置 时 
辐 角 为 x+ (n+1)0. 故 向 量 OB=((R+ 7)cos 9,(R+r)sin 0)=((nt1) 
rcos 0,(n+1)rsin 0)， 
PE=(roos(x+ (n+ 1)8), 
rsin(x+ (n+1)0) 
“=(~rcos{n +1)0,— rsin(n+1)0). 
因此 点 C(z,y) 的 径 向 向 量 
(zy)= 芝 = 瑚 + 忱 
=((n+1)recos 0— rcos(n+1)0; 
(n+1)rsin 0 rsin(n + 1)0). 


,9545 


图 7.3.14 


故 外 摆 线 参数 方程 为 :(0 委 9 魏 2r)(>,2 为 已 知 常数 ) 
Xx=(n+1)rcos 0— rcos(n+1)0, 
y= (nt+1)rsin 0 一 rsin(n +1)0. 
从 而 
zxdy— ydzx =[(n+1)rcos 0— rcos(n+1)0] 
((n+1)reos 6—r(nt+l1)cos(n+1)0)d0 
+[—(nt+1)rsin 0+ rsin(n +1)0] 
[-Cn+ 1)rsin G+r(n +1)sin(n +1)0]d6 
=[(n+1)*r?— (n+1)r?cos ng 
— (nt+1)ricos n+ (n+1)r*]d0 
=r*(n+1)(n+2)(1 ~ cos mg)dg. 


于 是 . ‘Ss = 垃 中 zdy— ydz 
-于 e+DCont2 | (1- cos n0)d0 
“=ri(n+1)(n+2)x. 
* 了 .3.9 上 题 当 小 圆 在 大 加 内 壁 滚 动 (不 消 动 ), 小 加 上 一 点 的 轨迹 称 
为 内 摆 线 . 设 卫 = 为 整数 (x 之 2), 求 内 摆 线 所 围 的 面积 .《(n -1)(n -2) 
rr) 


提示 ”这 次 OB=((n 一 1)reos 9,(n 一 1)rsin 9)， 


PE= (reos(1- n)0,rsin(l ~ 1)0), 
xz(0)=(n—i1i)recos 0+rcos(n—1)0, 
y(0)=(n-1)rsin 6— rsin(n ~1)90. | 
友 7.3.10 家 线 积 分 27 了 d+ 27 诗 yydy 在 下 列 丙种 则 线 C 的 情况 
下 的 值 . : : 
1) (zx-1+(y-1) =1;2) |xz|+|y|=1 方 向 均 为 逆 时 针 . (北京 大 - 
学 ) : 《(1) 值 为 0,(2) 值 =2r》 
提示 ”可 参看 例 7.3.11 及 其 “ 注 ”. | 
六 7.3.11 求 常数 a, 使 给 定 的 积分 恒 为 零 : 


1) bs 过 芝 =0, 其 中 C 是 平面 上 任 一 简单 闭 曲 线 . (清华 大 学 ) 
C 


DOE Hrd ry). 
其 中 C 是 上 半 平 面 任 一 光滑 闭 曲线 . (北京 大 学 ) 《a= -1》 
”提示 1) 入 = 了 a= -tc= -4 时 (0,0) 处 循环 常数 =0, 即 令 C 
包围 原点 ,该 积分 也 为 零 . “ 

DFI ae ta) 1 


让 7.3.12 计算 开口 弧 段 上 的 曲线 积分 ; | 
1) I= [ (y+x)dz (x?+y)dy,; 其 中 AA= (0,0),B= (a ,0), AB:z’ 


AB . 
六 ra' + 全 ,(a>0 时 )， 
+ 二 ax(y 之 0). (北京 大 学 ) 《I=14 ， 2 . 》 
-让 wat + 号 ,(a<0 时 ). 
注 。 题目 中 未 假定 a 的 正 、 负 ,务必 分 别 讨论 ， es 


其 中 C+ 为 从 点 (1,0) 到 点 (- 1,0) 的 半 国 y= VT-z (-1<zr<1y. (武汉 
大 学 ) : (8) 


3) = [a (y —cos y)dz + zsin ydy. 
其 中 OA 是 从 原点 OC0,0) 到 A(r,0) 的 弧 :y= sin zx.( 华 东 师 范 大 学 )《 一 子 》 
提示 “参看 例 7.3.14 及 前 后 的 文字 令 述 . 


再 提示 1) 了 = |s 一 人 | 加 ... 


( a>0 
a<0 


时 )- tse -3 ddy+ | zaz 
二 土 | de | 3r3dr+ 十 < 
= (sgn a): 页 “+ 去 7 (DD 是 AB， BA 所 围 区 域 ). 


2) K= I 4zadzdy = 0,( 对 称 性 ). (注意 | … =0) 


zi+y <l 
y2> 


3) 工 = le - | cos:0dz = 一 也 ， 
OA 
其 中 Ds= {z,y):0 委 z 委 r,0 委 > 福 sin x|. 


7.3.13 设 F(z) 在 (- ,+ co) 内 有 连续 的 导 函 数 , 求 | Ly fa, 


+ 要 [7(zy) -1J4y, 其 中 工 是 从 点 A (3, 委 ) 到 点 B(1,2) 的 直线 段 .( 北 


京 航空 航天 大 学 ) 0 
提示 强 = 续 (=- 广 + /(zy)+ zy (zy)), 故 可 用 平行 坐标 轴 之 
折线 路 径 取 代 原 积分 线 ( 斜 线段) 


再 提示 “ 原 积分 = [ 去 [1+47(2z)]dz+ |， 3[f(3y) -十 ]dy= 
3 子 y 


-4. 
六 7.3.14 设 9 为 zy 平面 上 具有 光滑 边界 的 有 界 闭 区 域 ,zx 在 0 内 有 
二 阶 连续 偏 导数 ,直到 边界 还 有 一 阶 连续 偏 导 数 ,w 为 非常 值 的 函数 4 |, = 


0, 试 证 ;了 = 下 (SE+ $#)azdy<o. (武汉 大 学 ) 
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提示 0= | — 六 d+ ud 并 dy = r+] [() + ( 匡 ) Jazay 
而 右 端 第 2 项 >0， 


、 , ydr~-zdy 
站 7.3.15 证 明 uim。 中 ty 0.( 西 南 师 院 ) 


x+y =R 
提示 “” 作 极 坐标 变换 即 知 . 
$ ydxr — zxdy zx= Reos 0 
一 了 
2 s(x tryty ) y= Rsin 0 
x + 


『 (god < ,ry 
o (Ricos 0 + Risin Ocos 0 + Risin 0 | ~ RY 


再 提示 0 到 


(1 + 去 sin Ty 


2 
< 让 ry 总 3r0 ( 当 R>+%). 
1— 


2 
x*7.3.16 证 明 积分 
中 cos(1,n)ds=0 
其 中 工 为 逐 段 光滑 的 封闭 曲线 ,! 为 任意 给 定 的 方向 ,n 是 的 外 法 线 方向 . 
提示 “可 参看 例 7.3.15 的 解法 及 其 插图 . 
证 I 因 第 一 型 曲线 积分 与 积分 方向 的 选取 无 关 , 不 妨 假定 方向 为 逆 时 
针 . 向 量 n,l 上 的 单位 向 量 分 别 记 作 nn, ,i , 则 
ni1=(cos(n,z),cos(n,y)), 
[=(cos(l,z),cos(l,y)), 


故 cos(1,n)= :n=cos(l,x)cos(n, Tr)+cos(l,y)cos(n,y). 


原 积分 = 4 [oos(1, z+)oos(n, xX)+cos(l,y)cos(n,y)lds 


= TE 0. 


( 因 ! 为 固定 的 方向 ,与 (zx,y) 无 关 , 故 os)，en( 7 为数 十 数 , 导 数 
为 零 .) 

证 若 积分 选用 顺 时 针 ( 即 负 ) 方 向 ,最 后 结果 不 变 . 如 图 7.3.15: 1 
= 人 2( 同 为 人 3 的 余 角 ), 且 L3= L4= 5. 因此 夹 角 (n,zx)(= 2) 与 
(zt,y) 互 补 
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(ny)=L3= LA4= AL5= (1,7) 


图 7.3.15 


于 是 ” 原 积 分 = 中 cos(l,n)ds= 中 1 mids 


= 中 [cos( 1, x)eos( ns x) + cos(l,y)cos(n,y)]ds 


L 


4 [~ cos(l,x)cos(t,y)+cos(l,y)cos(t, zx)]ds 


$ —cos(l,r)dyt+cos(l,y)dz 


L 


中 cos(1,z)dy - cos(1,y)dz = oa 


L+ 


证 夏 由 于 方向 上 和 曲线 二 给 定之 后 ,该 积分 值 就 已 被 确定 ,不 仅 与 积 
分 方向 无 关 , 也 与 坐标 选取 无 关 . 为 了 方便 计算 ,不妨 令 zx 轴 与 1 的 方向 一 
. 致 , 取 积 分 为 逆 时 针 , 则 


cos({l,n)=cos(X,n)=cos(n,7r)= cos(t,y). 
原 积分 = $ cos(#,y)ds = 中 dy= 于 oa- 
; “1+ M 了 
以 上 D 表示 所 围 区域 . 因 工 为 封闭 曲线 用 定义 亦 知 中 dy=0. 
*7.3.17 计算 Gauss 积分 
G(xz,y)= 中 csr,, 


其 中 r= VE-zJ+(7-y7 为 向 量 7 的 长 度 ,此 向 量 是 连结 点 A(x,y) 
.960 ， 


和 封闭 光滑 曲线 L 上 的 动 点 M(6,7) 而 得 的 向 量 . (x ,n) 为 向 量 r 与 曲线 上 
M 点 处 外 法 线 n 所 成 的 夹 角 . 

提示 可 考虑 坐标 平移 ,把 原点 平移 到 A 点 ,并 写 出 积分 的 具体 表达 
式 . : i 
解 ” 任 意 取 定 一 点 (zo ,yo) ,来 计算 Gauss 积分 在 (zo ,yo ) 处 的 值 .将 坐 
标 原点 平移 至 (zo ,yo), 即 令 : 

WU=é- T0077- yo, 
则 r=Vw+v,A(zo,yo) 到 M(E,7) 的 向 量 
r=AM=(€- xo,y— yo)= (u,v). 


r 上 的 单位 向 量 r, = ( 世 , 卫 】. 


动 点 M 处 外 法 线 向 量 n 的 单位 向 量 
ni= (cos(n,Zz),cos(n,y)) 
= (tos(n,u),cos(n,v)). 


因此 cos(r,n)= rn = ns) + eos (ns 0) 
. r 


如 图 所 示 动 点 处 外 法 向 量 n ,切线 向 量 1 跟 u,v 方向 夹 角 有 如 下 关系 ( 设 
L' 逆 时 针 ); 
(nyu)=(t,v0),(n,v) 与 (1,u) 互 补 (如 图 7.3.16)， 
因此 cos(n,u)ds= cos(t,v)ds=dv, 
cos(n,v)ds =cos(x— (£,u))ds 


= -cos(t,u)ds= -du, 
G7) = $ na, 


= 中 wcos(n,u) + veos(n,v) 
L rr 
4 udv— vdu 


ut+v 
+ 


至 此 我 们 看 所 谓 Gauss 积分 ,实际 上 就 是 例 7.3.11 注 2) 中 已 讨论 过 的 积分 . 
故 重 复 相 应 讨论 知 : 
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图 7.3.16 图 7.3.17 


0， 当 工 不 包围 点 (xo,yo) 时 . 
2r， 当 工 包 图 点 (zo ,yo) 时 . 


(原因 是 P= -= 二 了 六 除 (u,v)=(0， 0) 外 ， 处 处 有 连续 的 偏 导 


G(xo, yo)= 


数 ， 且 了 = 区. 故 工 内 不 含 点 (ww,v) = (0,0)( 即 (zu,y)) 时 ,积分 为 0; 包 


含 (zo ,yo) 时 积分 等 于 循环 常数 ,可 用 单位 贺 轻 易 算 出 其 值 为 2x1* = 2r). 

※ 注 〈((zo,yo) 在 工 上 的 情况 ) 这 时 为 反常 积分 ,传统 的 作法 是 以 (zo ， 
yo ) 为 中 心 作 半径 ~ 充分 小 的 图 c, 将 反常 点 挖 掉 ( 如 图 7.3.17). 计 算 曲 线 
剩 下 部 分 二 .上 的 积分 ,再 令 小 圆 半径 + 一 0, 取 极限 . 因 工 为 光滑 曲线 ,局 部 
越 小 , 越 趋向 直线 段 , 故 小 图 被 L 切 成 两 部 分 ,也 越 来 越 趋向 两 个 半圆 .其 中 
与 二 , 同 侧 的 “半圆 "C ,与 志 " 组 成 不 包围 点 (ze ,yo) 的 封闭 曲线 ,积分 为 零 ， 
故 C’, 了 上 的 积分 等 于 上’, 了 上 的 积分 .而 C 人 上 积分 趋向 于 x. 因 此 


i ( 当 + 一 0 时 ), 攻 


(zo ,0) EL 时, ce -四 | (2 和 ): 


六 7.3.18 证 明 着 u(x) 有 二 阶 连续 偏 导数 , 则 


[Le) * (¥) lar 
一 一 人 evaru+ 中 u ds 
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式 中 光滑 曲线 上 包围 着 有 界 区 域 了 ,3 为 沿 工 的 外 法 线 的 导 函数 ,Ax 一 3 
+ 各. (延边 大 学 ,西安 电子 科技 大 学 ) 


* 试 由 此 进而 证 明 :在 DUL 上 的 调和 函数 4=u(z,y) ( 即 u 在 DD 内 
直到 边界 L 上 满足 


单 值 地 被 它 在 边界 L 上 的 数值 所 确定 .( 华 中 师范 大 学 ) 


_ 0 du du 
提示 sn, 7) + By os ny) 


因此 中 id -6 w cos(n, x)ds 
Lr 97 r 9x 
+ du ( Jd 
“ays ny 3 ， 


= Pu Edy Fdz, 
再 应 用 Green 公式 即 得 式 (1). 
证 下 证 :调和 函数 被 其 边界 值 唯一 一 确定 (ul 一 0 二 xl 一 0) 为 此 我 


们 先 用 反 证 法 来 证 明 «l=0= (站 ) + (8 】 =Q 于 ,假设 存在 茶点 


MeD, 便 得 [ ( 落 ) + ( 半 ) ], 0 MM 为 中 心 在 风 作 一 分 小 
圆 域 5, , 便 得 


,pp A2 
ff( 关 ) + (3) je 人 ) dzay>o0， 与 Au=0 牙 
a pa a 


(器 + (号 】 -0 从 而 wz,y)= 党 数 


因此 边界 上 w==0, 则 内 部 处 处 “和 0. 故 任意 二 调和 函数 4 与 v ,车 在 边界 
上 三 wi(w -wi 二 0), 则 在 内 部 处 处 (w - xi 二 0): uw 三 wi (x,y). 即 w 被 边 
界 值 唯一 确定 . . : 

* x*7.3.19 证明 平 面 上 的 Green 第 二 公式 


。 O63 ， 


du gm 
an 37 


Uv 


Au Av i;， : (1) 


dzdy= 中 


| 


其 中 工 为 光滑 的 封 内 围 线 ,DD 是 上 所 围 的 有 界 区 域 , 闻 - 是 沿 工 外 法 线 方向 


u vv 


的 方向 导数 . 
并 由 此 证 明 :车 4 一 u(xz,y) 为 调和 函数 ( 即 Av=0) 则 :. 
i) wz,y)= 辫 中 (2 ze- ye # )ds， (2) 


其 中 r=V(Ee-z) +(7-y) 站 是 (z,y) 与 上 上 动 点 (&,7) 的 距离. (ie 
DD 为 任意 内 点 . 
这 VCz,y)ED, 以 (z， 7) 为 中 心 在 D 内 的 圆周 C, (半径 为 +) 有 : 


wz,y)=5 | ul(€, 9)ds. - (3) 


提示 “例如 设 (1) 式 右 端 的 积分 为 道 时 针 方 向 ,利用 上 题 方 法 把 右 端 积 
分 化 为 第 二 型 曲线 积分 并 应 用 Green 公式 . 
证 〈 只 证 结论 DY(zo,yo)ED 
易 知 : 当 (z,y)s (xzo,yo) 时 ,函数 
v=lnr= mV (zx- xo) 5 区 为 调和 函数 ， 


(事实 上 Ao= + + 支 [(y- we - 


(y- 72]= 0) 因 此 ,以 (zu ,6) 为 中 心 , 按 去 半径 为 >0( 充 分 小 ) 的 加 域 
. 5; , 则 在 剩 下 的 区 域 ( 记 作 Di ), 对 u,v 可 应 用 刚 证 的 Green 第 二 公式 (1). 
这 时 D, 带 有 小 洞 ,洞口 为 图 周 Cs 人 工 : 据 式 (1) 有 :[ 下 面 被 省 


畴 的 被 积 表达 式 为 (wu 33 -lnr 5) 


be 


dzrdy=0, 


.1 
人 nr 
如 此 中 ， 中 ， 本 bir .9n ds 


记 . 
,nr ds nth (4) 


| 
5 


u. lnr 
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利用 Green 公式 
— 9u 
1,= 中 ， ln r Fnds 


= ln ec 中 ， [coe 2) + oostn,s) Jes 


=jn «| saay 0 (5) 
注意 在 C. 上 
glnr _9Inr _1 1 
an | -。 ar -。 站 |- 上 
加 donr， _1 
因此 五 一 中 u -an ds 二 EE 中 uds (6) 
(5) (6) 代 入 (4) 并 应 用 中 值 定理 ,可 知 : 
1 dlnr 9u _.1 
去 中 人 3 十 上 r 六)ds = 过 。 uds 


= 去 v(Q) 中 ds 
=u(Q) (其 中 Q 是 C 上 某 一 点 ). 
令 s~0 得 u(Q) 一 u(xo ,yo). 于 是 证 得 (i) 对 任意 (xo, yo) 成 立 . 
最 后 ,在 (2) 式 中 令 工 = C, ,注意 在 C, 上 红 = 了 中 In r guds = 


In 中 。 区 ds = 0, 便 得 式 (3). 


7.3.20 试 证 :着 f(w ) 为 连续 函数 , 且 C 为 逐 段 光滑 的 封闭 围 线 , 风 
(za+y)(zdz+ydy)=0.( 淹 南大 学 ) 


提示 了 (sj 地 是 (zz+y)(zdz + ydy) 的 原 函 数 

7.3.21 试 求人 十 2zy 十 3 也 r+(x -2ry+Yy )4y 的 原 函 数 . 
(z+y) 

7.3.22 设 f(x),g(z) 有 连续 的 导 钙 数 ， 

4) 车 (zy)dz + zg(zy)dy 为 答 当 微分 , 试 求 /一 g; 

2) 若 fF(z) 有 原 函 数 :9(Z) , 试 求 
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yf(xy)dr + rg(xry)dy 
的 原 函 数 . 


六 87.4 曲面 积分 Gauss 公式 及 Stokes 公式 


导读 “曲面 积分 跟 曲 线 积分 一 样 , 在 实践 中 有 广泛 应 用 , 亦 属 
考研 的 重要 内 容 , 宜 重点 关注 (包括 本 书 的 各 类 读者 ). 

曲面 积分 与 曲线 积分 ,在 理论 和 方法 上 几乎 完全 类 似 ,但 曲面 
积分 更 复杂 .这 里 将 第 一 型 与 第 二 型 曲面 积分 分 开 进 行 讨论 . 


一 、 第 一 型 曲面 积分 的 计算 


计算 第 一 型 曲面 积分 ,通常 的 方法 包括 :a. 利用 对 称 性 ;b. 直 
接 使 用 公式 (包括 用 直角 坐标 公式 ,或 参数 方程 公式 ) ic. 化 为 第 二 
型 曲面 积分 ; d. 用 Gauss 公式 .这 里 先 讨 论 a,b,c,d 留 在 后 面 
讨论 . 

a. 利用 对 称 性 | 

要 点 ” 跟 第 一 型 曲线 积分 类 似 , 若 积分 曲面 S 可 以 分 成 对 称 
的 两 部 分 S = S, + S; ,在 对 称 点 上 被 积 函 数 的 绝对 值 相 等 , 则 

0， 当 对 称 点 上 f(P) 取 相 反 的 符号 ， 


Neeas = 地 mas 当 对 称 点 上 /(P) 的 符号 相同 . 


所 谓 S 的 两 部 分 S， 与 S, 对 称 , 可 以 是 关于 点 对 称 ， 也 可 以 是 关 
于 平面 对 称 . . 
例 7.4.1 设 f(z) 为 奇 函 数 , 试 求 积 分 


1 = as; J = 由 as K = 人 PCz)ds. 


其 中 S 为 锥 面 z? =2xy 位 于 球面 zx? + y? + zx? = a? 内 的 部 分 . 
解 ” 作 例 7.2.15; 类 似 的 讨论 知 .z* =2zy 是 以 原点 为 顶 的 双 
叶 锥 面 ,对 称 轴 是 zy 平面 上 1、3 象限 的 分 角 线 .我 们 看 到 S 关于 
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zy 平面 上 、 下 对 称 ,在 对 称 点 上 f(z) 的 大 小 相等 ,符号 相反 ,因此 
积分 r= ls)as = 0. 又 曲面 S 在 1.3 卦 限 内 的 部 分 ,与 它 在 


7.5 卦 限 内 的 部 分 关于 原点 对 称 ,在 对 称 点 上 yf*(z) 的 大 小 相 
等 ,符号 相反 ,所 以 积分 


K = |yf (z)dS = 0. 


除了 上 、 下 对 称 ,原点 对 称 之 外 ,S 还 关于 y= 平面 (前 后 ) 对 称 . 
在 对 称 点 上 户 (=) 大 小 相等 符号 相同 .因此 


= | fsas, 


其 中 S, 表示 S 位 于 第 一 卦 限 内 夹 于 y=0 与 y= 之 闻 的 部 分 . 
b. 利用 公式 计算 第 一 型 曲面 积分 
1) 利用 直角 坐标 方程 的 公式 
可 点。 @ 选取 适当 的 坐标 平面 ,例如 zy 平面 ,使 便于 求 曲面 
S 的 投影 区 域 A;@) 写 出 相应 的 直角 坐标 方程 ,例如 
S:z=z(z,y),(r,y)EA. 
@ 求 出 偏 导数 ,例如 z/,z’ ,代入 公式 计算 二 重 积分 
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= seds = 上 eye) VI+2z2 + zdrdy. 


(A) 
注意 ”这 里 的 关键 是 第 一 步 , 选 好 恰当 的 投影 (坐标 ) 平 面 . 若 
选取 不 当 会 增加 计算 上 的 困难 . 


例 7.4.2 计算 积分 1= Jas ,其 中 S 是 曲面 z? + zx? =2az 
(a >0) 被 曲面 z= Vz 二 闫 所 截取 的 有 限 部 分 . 


图 7.4.2 


解 I 曲面 S 关于 yz、zz 二 坐标 平面 对 称 ,在 对 称 点 上 被 积 
函数 f(z ,>y,z) = z 大 小 相等 ,符号 相同 . 因此 积分 等 于 S 在 第 一 
卦 限 里 的 部 分 S! 上 积分 的 4 售 . 


在 . Xx :+ z=2az, z=Yx + yi 加 (1) 
中 消去 z, 可 知 S， 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 为 第 一 象限 z、y 轴 与 | 


曲线 2x? + y =2a Vz ?+ 所 国 的 区 域 A. 这 时 曲面 方程 


一 2 
S:z=at+Va’ -zx’. 
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.x ”一 “十 “2 一 a 
z /一 zz OV + zz ， /7 2 
Q — 工 a 


因此 I=4 RY 

2a 
引用 极 坐 标 ,A = 1(r， 9)|0<0<3,0< ， "<T gl 
故 


es ar 了 万 as 
1= 外 al | i er = Ze | 
解 卫 将 Si 向 yz 平面 投影 ,投影 区 域 [从 (1) 式 中 消去 工 ，- 
可 知 ] 是 yz 平面 第 一 象限 夹 在 
2z’=2az+ yy ( 双 曲 线 ) 与 z=24a 
之 间 的 部 分 区 域 A“. S, 的 方程 为 x = V2az -zz .由 此 


» _ a 72 7 a 
T=0,7. = 一 一 一 一 ,V1+Z) tT 二 一 ~ 一 一 =. 
7 
MV 2az—2z MV 2az—z 


故 I = jsas = el . -2 dydz 
YY 2az 一 z’ 

~ 2z -2az 之 _ g 
= 4a| dz| ”一 一 

9 V2az 一 2 7 
_ | dz (再 令 寺 一 = 

a bd 2a 一 
_ 

一 F 2xa 


(两 种 方法 比较 , 本题 宜 向 yz 平面 投影 ,因为 所 得 积分 较 易 计 
算 ). 


例 7.4.3 计算 积分 1 = 外 z1dS, 


其 中 S 为 柱 体 x? + yy 二 ax 被 球体 xz? + y+ zz: 志 a? 截取 部 分 的 
表面 (a >0). 
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解 用 S, 表示 S 在 第 一 卦 限 的 部 分 .用 Si , Sis 分别 表示 
Si 的 柱 面 和 球面 部 分 . 则 由 对 称 性 知 


I = jeas = 引 zdS + 让 z=dS ， 


1 1 12 


球面 与 柱 面 的 交 线 方程 为 
人 
2 十 只 十 2 一 02， 
消去 y, 知 Su 在 zz 上 的 投影 区 域 为 
4 :0 委 z 委 V a’ -ar,0<rRa. 
Sui 的 方程 为 y=V arz 一 x ,因而 - 4 
dS=vy1+ ye + yl dzdz =— 4 dzdz. 


dzdz 


La 
- 1 2V TI— zx 


11 


ep rc 
Su 在 zy 平面 的 投影 区 域 为 


A,:0 Var-r’ ,0 过 二 
的 方程 为 。 一 x/ 一 访 . 从 而 
dS=V1+z + z” dzrdy = drdy. 


Va zi vy 

a -zx -yy 

从 而 | eas -| Va. ddy 
生 ， 2 a -xr —y 


总 之 了 4 +140 =xa’. 
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例 7.4.4 计算 锥 面 = = VIzy(z>0,y 疡 0) 位 于 球面 x? + 
站 


名 示 S = as = | W 空 + 三 jardy 


由 
工 之 0,y 之 0 


向 坐标 面 投影 不 总 是 方便 的 . 必要 时 须 作 新 的 坐标 系 ,向 新 和 
标 面 上 投影 . 
交 例 7.4.5 计算 曲面 积分 
F(t)= | f(x,y,z)dS, 
1-zx —-y-z, 当 zr’ +y? + zl1, 


其 中 f(x,y,z)= 人 tl 


(上 海 交 通 大 学 ) 
解 根据 fF(z,y,z) 的 定义 
Fo-ja -zx -yy -xz)dSs, 
其 中 S 为 z+y+z=t 被 zx? y+ 2 <1 截取 的 部 分 . 作 坐标 旋 
转 , 令 由 = 这 下. 并 在 w=0 的 平面 上 ,任意 取 定 二 正 交 轴 ， 
使 Ouw 仍 为 右手 系 ,并 使 7+ 六 + 如 二 + 太 +w?. 于 是 


-a -wu -vw)ds, 


其 中 S 为 中 = 万 被 w+ w+ w <1 截 下 的 部 分 . 它 在 wo 平面 
上 的 投影 区 域 为 
4:w+ os1- 千 (11<vV3). 
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和 .22 
=T8(3- 7) (|z|<Y3). 


当 |t|>Y3 时 ,F(1) 寺 0 (此 时 f(x,y,z) 夺 0). 
2) 利用 参数 方程 的 公式 | 
要 点 ”车 积 分 曲面 S 可 用 参数 方程 给 出 : 
T=X(u,v0), y= yu,v0),z= (u,v), (u,v)EA, 
(有 连续 偏 导数 ), 则 我 们 可 以 求 出 


A-ayz) pa(zz) Ca(ziy)， 
(xu) au 0) ou, v0) 
或 E=zxe +y tr,G=r+y+r?, 
F= rT7, + yy, + avo. 
把 曲面 积分 化 为 二 重 积分 : 
(x,»,2)4s 
S 


三 Nt wy 0) ,suo) VA*+B:+Cdudv; 
或 Nz.)as 


= Ne ,ye) ,so)) VEG - Fidudv. 
特别 , 若 S 为 球面 :x = Rsin pcos 90,y= Rsin psin 9,x= Reos 9p， 
则 
加 dS=V EG-Fidgd0= Rzsin pdpdb. 
例 7.4.6 计算 曲面 积分 
| dS 


Vrity+(zta) 
972 ， 


其 中 三 为 以 原点 为 中 心 ,a(a >0) 为 半径 的 上 半球 面 . (南开 大 学 ) 
解 上 半球 面 


ZE:z = asin pcos 0,y = asin psin 0,z = acos'g 


(0<p<3 ,0<0<2r) . 


因此 I 


dS 
| ty +z +2azt+a” 
Ti a’ sin a sin gdgdo 


Ve +2a’cos p+a’ 


0 p< 
0 委 0 委 2r 


2ro| ， ”sin 9 =d 


0 VF + Dcos 9 9 
三 一 2ra V2T+2cos 5 
1 . . ‘9 


=2ra(2-V2). 
交 例 7.4.7 设 f(z) 连续 ,证 明 普 阿 松 公式 - 


2x Tt 
| dl| f (asin pcos 0 + bsin psin.b + ccos 9)sin Pdp 
0 0 


= 2r (kz)dz (k=Va'+b +e). (1) 


(南开 大 学 ;四 川 大 学 ;延边 大 学 ). 
解 (1) 式 左 端的 积分 , 即 为 单位 球面 
SS :各 十 六 二 外 =1 


上 的 覃 面积 分 
[= Ne + by + cb)dS: 


要 证 明 (1) 式 ,应 将 af+ by+ cb Va7TBYTc7z. 为 此 令 


之 二 a6+ 6 < ， 
作 坐 标 旋 转 . 在 .as+2b7y+cg=0 的 平面 上 取 正 交 轴 Om Dy ,使 


Oxyz 成 右手 系 ， 这 时 全 + + 已 =1 变 成 Zz?*+y+z? 志 1. 或 将 
S:rz+y =1-x’ 
x=V1-zcos a,y=V1i-z sina,z=z, 
(a,z)EA= |(a,z):0<a<2r, -1<z<1). 
这 时  E=zx2+y?+z2=1- x， 
G= 7x2 + +¢2 -Ty, 
| 1—z 
F= zx + yy + zozs =0, 
= EG- Fldadz = 7(1- #*) -0dads 
= dadz. | 
2r x 本 
故 | db | (asin peos 0+ bsin psin 0+ccos p)sin pdp 


-ve 

= [re (TPO EG- Rdadz 
= fa] fear 
-2x| 7(iz)ds (k= VB) 本 


例 7.4.8 设 f(z) 在 |#|<<V 玉 十 要 十 c (a 二 *0) 
上 连续 ,证 明 
iar 4 :by 4 ev 用 qvg 
了 ee 
= 等 | flu ar TB ro)du, 


其 中 Y 为 球 域 x? + y? + zi 1. 《广西 大 学 ) 
提示 “等 式 左 端 引 用 球 坐 标 变换 化 为 累 次 积分 ,然后 用 上 例 
‘974 : 


结果 . 
例 7.4.9 试 证 


由 Kmermrpaas|s <2rM. 
其 中 和 xz +n2:+ 户 = 二 1,m、n、p 为 常数 . fF(4) 在 11| 过 1 时 为 连续 
可 微 函 数 ,f( -1) =f(1) = 0,M = max {f(z)1,S 表示 半径 为 


1, 中 心 在 原点 的 球面 .( 东 北大 学 ) 
提示 ”应 用 普 阿 松 公 式 , 并 注意 


[fan = uf(u) , =- uf Cw)du f(-1)= /1)=0 
- [wf (du, 
从 而 J fa <M. 


例 7.4.10 试 求 x/*+y+z = R’(R>0) 在 锥 面 Y :+ 
=ztan a(0<a< 屯 ) 内 的 面积 . | 
提示 ”用 球面 坐标 ,dS = VEG- Fdpd9= Rsih Pdgd0, 
S -下 s = [ ‘aof Razsin gdp = 2xR?(1 ~ eos a). 
0 0 


二 、 第 二 型 曲面 积分 的 计算 


计算 第 二 型 曲面 积分 通常 的 方法 有 :a 利用 对 称 性 ;b 利用 公 
式 化 为 二 重 积分 ;c 利用 Gauss 公式 化 为 三 重 积分 ， 这 里 先 讨论 
a) , 忆 ) ;把 c) 放 在 下 -+ 段 暴 讨论 六 i 

在 计算 第 三 型 曲面 积分 时 ; 至 关 重 要 的 是 符号 规则 就 积分 


je =)dzdy 而 计 , 当 曲面 的 S， 侧 上 动 点 的 法 线 方向 与 之 


轴 正 向 成 锐角 ， 则 面积 元 素 dS 在 zy 平面 上 的 投影 dzdy 算 为 正 ; 
“975 ， 


成 钝 角 时 算 为 负 . 对 于 积分 f(z， yz)dydz, l fx»y, 


z)dzdzx 有 类 似 的 规定 :dydz、 dzdz 的 符号 分 别 按 法 线 Sx 轴 正 
向 、y 轴 正 向 的 夹 角 来 确定 . 
a. 利 用 对 称 性 


”要 点 积分 上 A y,z)dzdy 为 例 ， 着 曲面 二 
称 的 两 部 分 S, , S， (s= Si + S23): 部 训 上 /的 信和 而 


| dzdy = J fdzrdy . 


SI +S7 


0, 当 对 称 点 上 fdzdy 符 导 相反 ， 
加 fdzdy, 当 对 称 点 上 fdzdy 的 符号 相同 . 
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对 于 积分 | Ad， 中 fdzdz 有 类 似 的 结论 :， +! 3 


例 7.4. 11 设 /(1) 为 奇 画 数 ， S* WEE 1z| 兰 1 的 
外 侧 ， 试 利 用 对 称 性 束 出 或 简化 下 列 积分 : 


1) I = ar dvs tnds; , 了 一 eee 
3) K = Tv (z)dzrdy; 基本 CT 


es ’ 引 M = ee WE A A + zdy: a 
解 S 关于 zy TF 下 对 称 ( 见 图 ” 7.4. 3) ,站 @ 的 部 分 外 
法 线 方向 与 z 轴 成 锐角 jz*K60 部 分 外 法 线 与 移 轴 成 印 销 .，， 
故 ，，，,， drdy、 f(z)dzrdy\.. zf (z)dzrdy 
都 在 上 十 对 称 点 上 算 号 , 因此 它们 的 积分 为 0. 同 理 ， 由 ST、 
zx 平面 的 对 称 性 ;可 知 ， | 
“976 ， 


i 了 


图 7.4.3 


由 bd se 所 以 上 = J = K = 0. 


由 于 S 对 三 个 坐标 面 都 有 对 称 性 ， 对 称 点 上 f(z)dzdy 的 大 
小 相等 符号 相同 , 故 - 


L = | mearay = 8|| f(z)dzay, 
st S1 
其 中 SY 是 S+ 在 第 一 卦 限 的 部 分 . 
最 后 由 于 S 还 关于 原点 对 称 , 且 x、y、z 同时 反 号 时 (x +2y+ 
3z)f(z+y+z) 不 变 , 而 dzdy 在 对 称 点 上 反 号 . 故 积分 M=0. 
b, 用 公式 化 第 二 型 曲面 积分 为 二 重 积分 | 
1 直角 坐标 公式 


要 点 以 积分 | Try)dzdy 为 例 ,计算 的 方法 是 :1) 求 
出 S 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 A. 2) 写 出 S 的 方程 -时 en 


3) 将 积分 化 为 二 重 积分 . A 
| fC.3,2)4e0y =#|z, y,z(X,y))drdy. 志 (A) 
st / 六 的 
- 、977 人 


车 S* 的 法 线 与 = 轴 成 锐角 , 取 “ + "号 ; 若 成 钝 角 则 取 负 号 ; 若 一 
部 分 区 域 上 成 锐角 , 另 一 部 分 上 成 钝 角 , 则 应 分 区 域 积分 .对 
| fayaz, | mazaz 


人 


有 类 似 公式 和 法 则 . 
2) 参数 方程 的 情况 
车 S 可 用 参数 方程 表示 
X=x(u,v), y=y(u,v),z=z(u,v0),(u,v)EA. 
则 应 先 计算 Jacobi 行列 式 


A = (yz) 9(z,z) zy) 
duu) 7 du,v)’” ~ (u,v 


然后 代入 公式 : 
| P(r,y,z)dydz 一 Geo(eeDz(ea))Adwde， 


| cryeazdz Geo ,yn) ,suo)) Bduas, 
(B) 
EE yz)dzdy -上 由 ceo， v),y(u,v),z(u,v))Cdudv. 


其 中 “+ ”这 样 来 取 定 : 当 S* 的 法 向 量 n 与 切 向 量 7 (zy ， 
z,) ,7T, 二 (x, ,yy, ,Zz,) 成 右手 系 时 取 “+”, 成 左手 系 时 取 “ 一 
这 里 假设 xz (w,v),y(u,v),z(u,v) 有 连续 偏 导数 ， 矩阵 


之 yy ys, 之 
= -em P、Q、R 连续 . 


‘XT, ys», 
六 例 7.4.12 设 S' 为 
z-c=VR (rah (yb) : (1) 
的 上 侧 . 试 计算 积分 | 二 
T= 由 x dydz + 只 dzdz + (x — a)yzdrdy; (2) 


s+ 
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解 T [利用 对 称 性 与 公式 (A)]. 这 里 S 是 以 点 (ea ,pb，,c) 为 
中 心 R 为 半径 的 上 半球 面 的 外 侧 ( 如 图 7.4.4).S 关于 z=a 的 
平面 前 后 对 称 . 式 (2) 中 的 第 三 项 


图 7.4.4 


(Tz-a)yzdrdy 
在 对 称 点 上 大 小 相等 ,符号 相反 .故此 项 积分 


| -drdy = = 0. (3) 
注意 zx? 在 此 半球 面 上 ， 并 非 前 后 对 称 ,但 
2 一 (za)+2a(z-a)+a2， (4) 
由 于 前 后 对 称 性 ,可 知 
| [Cx - a) + edydz = 0. (5) 


S+ 


”因此 和 
| = dydz = ec — a)dydz = “le — a)dydz, (6) 


其 中 Si 是 S' 在 x 之 a,y 宇 6b 的 部 分 . 由 (1)， Si 的 方程 可 写作 
xz-a=VR’- (y— 6b) —-(z—c). 
Si 在 沁 平面 上 的 投影 区 域 为 


.QF ， 


A:(y-b) +(z-c) SR ,ze,yb. 


因此 
| x*ayas 三 se|| (> ~ a)dydz 
s! si 


= sl VR —(y—-6)—(z—-c) dydz, 


(因为 S* 的 法 线 方向 与 'z 轴 成 锐角 ,所 以 取 “+ ”). 引用 极 坐标 
y=rcos O+ 5 ,z= rsin 0+c, 则 上 式 为 


x R . 
| =ayaz = go| do| VR -Frdr = anR’. 
0 0 


S+ 


同 理 | azaz = bxR’. 


总 之 积分 1=$(a+ brR?. 
解 耳 (用 参数 方程 的 公式 ) ， 


S: x=at+ Rsin pcos 0， 


y=b+ Rsin psin 0， 


z=c+ Reos 9 (0<0<2r,0<p<) 


这 时 
a(y,z) Reos psin 0 Rsin pcos 0 ) .2 . 
A= 一 
(90 | -Rsin 9 0 R'sin pcos 0. 


n ,7。, te 成 右手 系 了 (如 图 7.4.5) 公 式 (B) 中 取 “+ ”号 ,因此 


| | #7aydz 


St+ 


@ 这 里 表示 S* 的 法 线 方向 ， 和" 是 国定 增加 时 的 切 向 量 ,rs 是 ? 证 夫 
加 时 的 切 向 量 . 、 . 
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J (a + Rsin peos 0)* R’sin pcos gdbdp 


0<p< 
0 委 % 委 2x ; 
D3 了 ， 3 2 4 3 
= 2aR | sin vdp| cos 0d0 = oR ， 
QZ 
n 


A 
ES 
ED 
RI 


图 7.4.5 
类 似 可 得 [| >azadz = $brR’, 
St 
故 I1=$(a+ xR. 


解 下 对 zy 用 极 坐标 , 则 
T=at+rcos 0， 
y=b+rsin 9, 
代 人 式 (1) 得 
z=c+VR’ -7,0<0<2n,0<r<R. 
A=a0yz)_ rcos 0 


a(r0) (RT ri” 
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一 六 


0 ,7 4 
“dyd -| 区 zzcost0 pos 5dr 一 anRk’. 


从 而 T= 和 ar 有 DrR 
c. 利用 两 种 曲面 积分 的 关系 解 题 
要 点 两 种 曲面 积分 有 关系 
| Pdydz + Qdzdz + Rdzxdy 


-eee 站 + + eos 8 十 Reos 7Y)ds, 


其 中 cos a,cos 8,cosy 为 3 的 法 线 的 方向 余下 利用 此 关系 可 将 
两 种 积分 相互 转化 .特别 是 用 它 可 将 第 一 型 曲面 积分 化 为 第 二 型 
求解 . 


例 7.4.13 来 | cos ydS ,其 中 S 为 上 半球 面 z*+y +x? 


=1(z 之 0) ,7Y 是 球 向 内 的 法 线 与 z 轴 的 夹 角 . 
解 将 第 一 型 曲面 积分 化 为 第 二 型 ,S' 表示 上 半球 面 的 下 
侧 ,这 时 法 线 与 = 轴 成 钝 角 ,元 素 投影 为 负 , 故 


| as = | 470» = I (1 -zx — yy)dzrdy 


“Ss “1 | 
2x 1 | zx 
=| ao| -Prdr = 到 
0 0 .2 


， 三、Gauss 公式 


Gauss 公式 在 RR 中 给 出 了 空间 区 域 V 上 的 三 重 积分 与 边界 
上 的 曲面 积分 的 关系 .- 。 ， 
定理 (Gauss 公式 ) 设 1) 7 为 Rs 内 有 界 闭 区 域 ( 可 以 为 多 
连通 );2) V 的 边界 是 光滑 或 分 片 光滑 的 曲面 S;3) P(xz,y,z)， 
Q(z,y,z),R(z,y,z) 在 V 内 直到 边界 S 上 连续 且 有 连续 的 偏 
* 982 ， | 


导数 , 则 、 


人 Pdydz + Qdzdz+ Rdzdy 
S 外 


= 用 (天 + 2Q + + 这)drdydz， (A) 

或 pe a + Qeos B+ Reos 7)dS 
aQ 

= Gt (B) 


其 中 Sy 表示 曲面 S 的 外 侧 ( 多 连通 时 , 洞 整 上 V 的 外 法 线 , 自 然 
是 指向 洞 肉 ) ,cos a,cos B,cos Y 是 S 外 法 线 的 方向 余弦 . 
由 Gauss 公式 知 V 的 体积 
= asayas = fzaya: 二 yarar = Piza, 
外 外 外 
= 3 dra + ydzdz + zdzxdy 


外 


= Ee a + ycos B+ zcos 7)dS. 


Gauss 公式 常用 于 计算 封闭 曲面 上 的 曲面 积分 ,有 时 宁可 补 
一 块 平面 ,把 开口 曲面 变 成 封闭 曲面 使 用 Gauss 公式 .另外 ,利用 
Gauss 公式 还 可 由 涌 数 的 茶 些 积分 性 硕 导出 函数 的 微分 性 质 ， 

a. 利用 Gauss 公式 计算 曲面 积分 

1) 计算 第 二 型 曲面 积分 的 例子 . 

利用 Gauss 公式 将 曲面 积分 化 为 三 重 积分 ,由 于 求 导 ,被 积 函 
数 常 能 简化 .也 省 得 逐 块 地 计算 积分 

灾 例 7.4.14 计算 曲面 积分 


[= | (xz +y— xz)dydz + [2y + sin(z + z)]Jdédzr + (3xz+ 
S+ 4 | 、 CL 1 
er )dzdy， 
，983 ， 


其 中 S 为 曲面 |z 一 >+,z| 十 Jy—z+z| 二 |z 一 工 十 y| 庆生 的 外 
表面 . (西安 电子 科技 大 学 ;延边 大 学 ;武汉 大 学 ) ， 
解 ”利用 Gauss 公式 ， 


I= a 十 2 十 3)dzdydz， 
”其 中 Y 为 S 所 包围 的 区 域 : 


[Iz-ytzl+|y-z+z|+|z-xz+y|el. 
作 旋 转变 换 : =x-yt+z,v=y-z+z,w=z~-x+y， 
这 时 S 变 成 ;|u|l+|lv|l+|w|=1. 
V 是 对 称 的 八 面体 , 它 在 uvw 的 第 一 直 限 的 部 分 是 w+ n+ w= 
1 及 坐标 面 x 一 0,v=0,w= 0 所 围 的 区 域 | : 


= a vw) a(u,v, tw) 1 -1 1 4 

a(zyy，z) 

1 1 -1 

一 上 1 1 

因此 
1=6 dudvdw 
lul+lvi+lwil<1l 加 
1 1 
= 6 椰 8 本" 工 = 2: 


( 补 一 块 平面 的 方法 ) 
* 农 例 7.4.15 计算 曲面 积分 
7- 『 zdydz+ ydzdzt+zxdzdy， 
S+ V(r +y+z) : 四 
(zr~2) + 2 1 
25 


其 中 S” :1 一 志 (zx >>0) 的 上 侧 ， (西北 大 学 ) 


 . 解 用 厂家 未 以 原点 为 中 心 ,， 为 半径 的 上 半球 面 , Pe 表示 
厂 的 内 侧 , 取 rx 充分 小 使 卫 在 S 之 内 部 , 记 5 为 z==0 平 面 上 


zx? + yy 宇 r2， 
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图 7.4.6 


2 
GD < 


16 
的 部 分 ,Zr 表示 三 的 下 侧 ; V 表示 S 与 三 所 围 的 区 域 . 则 原 积 分 
_ ff zdydz + ydzdz + zdzdy 四 四 
I 员 A 十 十 了 把 由 > | 


Ss S +T 内 + 下 ZF Tn 


= 中 0dzdydz — | 天 二 将 2 EY + 由 
3 上 的 积分 为 0, 因 为 三 在 沁 及 zz 平面 的 投影 面积 为 零 ,是 
上 z=0. T% 表示 半球 面 的 外 侧 . 故 最 后 我 们 得 到 
= 人 2 + ydzdz + zdzdy 
六 V(r ty t+) 
= 吉 zdydz + ydzdz+ zdzxdy. 


记 Oxy 平面 上 x? +y 志 vr? 的 部 分 下 侧 为 cr ,这 时 
| zayaz + ydzdz + zxdzdy = 0. 


“下 
因而 


=- 点 ji sdrdyde = 5.3. Snr = 2x- 
r 2 r 


x+y or 
2) 利用 Gauss 公式 计算 第 一 型 曲面 积分 
六 例 7.4.16“” 试 证 :车 S 为 封闭 的 光滑 曲面 ， 1 为 任意 固定 
的 已 知 方向 . 则 
eau, Das = 0.. 


式 中 n 为 曲面 的 外 法 线 向 量 ; (山东 师范 大 学 ;华中 师范 大 学 ) 
解 设 1,=(a,b,c) 为 1 方向 的 单位 向 量 ,n, 是 外 法 线 的 单 
位 向 量 :mi = (cos a ,cos B,cos 7), 则 
cos(n,1)= "n= acos a + bceos B+ccos 7. 
应 用 Gauss 公式 


en, Das = eae a + beos B+ ceos Y)dS 
fi/9a .96 , = 
“ss Je 0. 


例 7.4. 17 记 r= (0 p) 为 分 片 光滑 封闭 曲面 S 的 球 坐标 
方程 . 试 证 明 S 所 围 的 有 界 区 堪 V 的 体积 


了 = 3 yds， 


其 中 y 为 曲面 S 在 动 点 的 外 法 线 穷 向 与 向 径 所 成 的 夹 角 . 
解 rz 2， z) 表 动 点 的 径 向 量 ， 则 模 和 
一 V x’ + 十 加 本 
n= (cos a,cos B,cos 7 ) 表 示 S 的 外 法 线 单位 向 量 . 则 
cos $= 二 "n= 革 cos a + cos B+ 三 cos 7 . 
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因此 
了 人 bads = 3 (res Q + ycos B+ zcos 7)d9 


= zs = V. 


3) 个 别 奇 点 的 处 理 

Gauss 公式 要 求 被 积 函 数 P、.Q、R 在 V+5S 上 连续 ， 有 连续 
的 偏 导数 .不 具备 这 个 条 件 公 式 可 以 不 成 立 .但 对 于 个 别 奇 点 ,我 
” 们 可 在 奇 点 的 充分 小 的 邻 域 里 , 作 一 个 易于 计算 积分 的 封闭 曲面 ， 
将 奇 点 挖 去 . 

x 灾 例 7.4.18 计算 Gauss 曲面 积分 


T= fe :ras, 


其 中 S 是 光滑 封闭 曲面 ,原点 不 在 S 上 ,~' 是 S 上 动 点 至 原点 的 
距离 ,(a,r) 是 动 点 处 外 法 线 方向 多 与 径 向 量 r 的 夹 角 . (东北 师 
范 大 学 ) 
解 ;=(z,y,z) 表 示 动 点 (x,y,z) 的 径 向 量 . 则 模 
| r=V 7 +y +z ,n= (cos a,cos DB,cos 7) 
表示 S 人 四 


cos(m 7) 一 一 os +cos B+ Ecos y. 
1° 若 原 点 位 于 S 之 外 部 区 域 则 函数 


| (1) 
在 S 的 内 部 区 域 直到 边界 3 上 连续 有 连续 储 导 数 轩 此 可 以 应 用 
Gauss 公式 


4 ds : = ge a 十 ey B+ cos yjas 


注意 1 
元 3 2 


1 
5 az(W 2 +y Ty Wy rr ry 
由 轮换 对 称 性 


a9/z afy 2/z 3 13z 3y 于 
去 伟 放 芳 培 ] 人- (站 + 
故 I = Noaraya: =0. 


2° 若 原点 位 于 S 的 内 部 区 域 .这 时 P、Q、R 在 原点 处 不 连 
续 , 不 能 直接 在 S 的 内 部 区 域 上 应 用 Gauss 公式 . 今 以 原点 为 中 
心 , 以 e>0( 充 分 小 ) 为 半径 , 作 一 球面 卫 ,使 得 T. 全 位 于 S 的 内 
部 区 域 .以 V 表示 S 与 之 间 区 域 . 则 Y 内 不 含 原 点 可 以 应 用 
1 中 已 得 结论 .因此 原 积 分 


ke ;7)S = 6 cos(n,r) js f cos(n,r)as 


= be - [ cos rdS 


总 之 . 


十 
| 
| 


_ | 0， 当 原 点 位 于 S 的 外 部 区 域 ， 
4x， 当 原 点 位 于 S 的 内 部 区 域 . 
例 7.4.19 计算 曲面 积分 


I = Zdydz + ydzdz 十 sdzdy, 
(x +y +2z’) 


. 外 
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徽 大 学 ) 
提示 “利用 上 例 方法 ,可 证 与 单位 球面 外 侧 的 积分 相等 . 
* 灾 例 7.4.20 设 C 为 锥 面 ， 它 的 顶点 在 原点 以 z 的 正 半 


轴 为 对 称 轴 , 顶 角 ( 母 线 与 = 轴 的 夹 角 ) 为 c[o< < 等) .假设 S 


是 包含 在 C 内 部 区 域 的 一 个 曲面 . S 的 边界 是 C 上 的 一 条 没有 重 
点 的 闭 曲线 .从 原点 出 发 的 任何 一 条 射线 和 平行 于 z 轴 的 任何 一 
条 直线 跟 S 至 多 交 于 一 点 .又 假设 S 有 连续 的 法 线 单位 向 量 , 正 
方向 指向 圆锥 的 内 部 被 S 分 割 出 来 的 无 界 区 域 .用 表示 从 原 志 


到 S 上 的 动 点 的 距离 . 试 分 下 列 两 种 情况 计算 积分 | Fs. 


1 S 是 以 原点 为 中 心 的 球面 的 一 部 分 . 

2 S 是 满足 上 述 假 设 的 任意 曲面 .( 厦 门 大 学 ) 

解 1 因 S 是 以 原点 为 中 心 的 球面 ( 记 半 径 为 R>0), 故 S 
的 外 法 线 方向 与 径 向 量 r+ 一 致 ,因此 


= 2x(cos a 一 1).( 见 例 7.4.10.) 
2” [分析 :此 时 S 为 任意 曲面 ,1° 中 的 方法 已 无 能 为 力 .但 S 
与 锥 面 C 构成 了 封闭 曲面 ,5 可 考虑 用 Gauss 公式 .不 过 原点 为 奇 
点 ,因此 应 用 一 充分 小 的 球面 将 原点 挖 去 . 如 此 : ] 以 原点 为 中 心 ， 
以 充分 小 的 e>0 为 半径 , 作 一 小 球面 ， 使 之 与 S 无 交点 . 小 球面 
夹 在 锥 内 的 部 分 记 之 为 S,. 锥 面 C 上 夹 在 S 与 S， 之 间 的 部 分 记 
为 .曲面 S、S, 、P 所 围 的 区 域 记 为 V. 于 是 


J (HE We 日 
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注意 到 


9 上 al al 
j= os(n, zr) + 3 os, ,Y) + 20s(n, 2)? 


对 (1) 式 右 端 第 一 个 积分 应 用 Gauss 公式 
31 9 1 .9 1. 
| 2 Lds -由 二 = +a + "rey 


= Woaraya = 0 (2) 


i 


又 因 锥 面 上 法 线 方向 与 径 向 垂直 ,上 二 0, 因 此 《1) 式 右 端 第 二 
个 积分 os | 
9 1 | 
dS -as = 0. (3) 
nr i 四 
最 后 ,由 于 S, 是 以 原点 为 中 心 的 球面 ,符合 1 中 的 条 件 ,不 过 S， 
的 法 线 方向 指向 原点 (对 Y 而 言 是 彰 外 ): 肉 此 (1) 式 右 喘 的 第 三 
个 积分 可 用 中 的 结果 ( 反 号 ) 


lk 一 dS = 一 2x(cos a 一 工 ). (4) 
nr 


将 (2) (3) (4) 代 入 (1)， 得 
| 二 dS = 2r(cos a — 1). 


971 了 

b. 从 积分 性 质 导出 微分 性 质 | 

要 点 《与 线 积分 类 似 ) 利 用 Gauiss 公式 ,积分 中 值 定理 ,以 及 
曲面 无 限 收缩 (收缩 至 一 点 ) 取 极限 的 方法 ,可 由 函数 的 某 些 积分 
性 质 导出 它 的 微分 性 质 : 这 种 方法 在 物理 上 有 重大 应 用 . 

灾情 9.4.21 设 V 是 三 维 空间 的 区 域 ,其 内 任何 封闭 曲面 
都 可 不 通过 V 外 的 点 连续 收缩 至 一 点 .又 设 函 数 P(z ,yz)， 
Q(z,y,z),R(z,y,z) 在 V 上 有 连续 偏 导数 . S 表示 V 内 任 一 
不 自 交 的 光滑 封闭 曲面 .n 是 S 的 外 法 线 , 试 证 明 ; 任 意 S 恒 有 
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Pleo ,TXT) + Qecos(n,y)+ Reos(n, z)]ds = =0 


的 充 要 条 件 是 2p +3Q + 3R -0 在 V 内 处 处 成 立 .四 川 师范 大 
学 ) | 
证 “充分 性 由 Gauss 公式 直接 可 得 . 这 里 内 证明 必要 性 .应 用 
Gauss 公式 与 积分 中 值 定理 ， ( 记 S 所 包围 的 区 域 和 体积 为 V 


0 = 和 十 Qeos(n,y) + Reos(n,z)]dS 


- (中 :加 + 各] 0 
这 里 M 是 V' 内 某 一 点 . - | 

设 MoE V 为 任意 给 定 的 点 , 今 以 Mo 为 中 心 、 以 e >0( 充 分 
小 ) 为 半径 , 作 球 面 ,使 在 V 内. 令 S=T, 应 用 式 (1)， 知 球 
内 存在 一 点 M 使 得 


ap +9Q | oR 
(去 + dy + Fz 


令 es 一 0 取 极 限 ,得 
9P +3Q | oR _，, 
( 医 : 回 : 问 ) -0 
由 Mo 的 任意 性 : 知 式 (2) 在 V 内 处 处 成 立 : 
注 用 反 证 法 更 省 事 ， 请 读者 自己 证 明 . (可 参看 例 7 3.17 之 
证 明 ) 
例 7.4.22 设 函 数 P(z,y,z)， Q(z, y,zZ) 及 R(xz,y,z) 在 
R’ 中 有 一 阶 连续 偏 导数 . 对 于 任意 >>0, 任 意 点 (zu,yo,zo)E 
Ri’ ,半球 面 S:z=z+V 王 -(z-zoi-(y 二 内) 上 的 积分 


Peasa: + Qdzdz + Rizdy ='0. 


), =0,p(Mo, M)<e. 


(2) 
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试 证 : 
+ 98-0, R=0 在 R 内 处 多 成立 

提示 。 参考 例 7. 3 18. 

例 7.4.23 函数 "= x(z,y,z) 在 区 域 V 内 有 直到 二 阶 的 
连续 偏 导数 , 试 证 :V 内 任何 封闭 光 清 曲面 S 上 的 积分 


FdS = 0 

的 充 要 条 件 是 x 为 V 内 的 调 和 函数 

( 即 V 内 恒 有 了 + 0) 
提示 因 l 


du _ qu 
二 + ou + » 
了 7 Yos(n,z) 3y cos(n ,y) ZCOs(n, z) 


故 充分 性 直接 可 由 Gauss 公式 得 到 ,必要 性 用 反 证 法 可 得 . 


、Stokes 公式 


Stokes 公式 建立 了 空间 曲面 积分 与 其 边界 上 的 曲线 积分 的 关 
系 . 

定理 《Stokes 公式 )1) 设 S 是 R 中 的 分 片 光 滑 曲 面 ,2) 设 S 
的 边界 是 有 限 条 封闭 逐 段 光滑 曲线 L,3) 设 函数 P、Q、R 是 在 曲 
面 S 及 其 附近 有 定义 ,在 S 直到 工 上 有 连续 的 偏 导数 , 则 


cosa cosB cosy 


| 9 9 9 
| Paz 十 Qdy + Rdz = | 57 ER Fz ds 


P Q R 
dydz dzdz dzrdy 
9 ”9 9 
-| or 9y, dz » (A) 


P Q@ RR 
"992 ， 


其 中 S' 与 L' 呈 右手 关系 ( 即 站 在 S' 的 法 线 上 看 L 为 逆 时 针 
方向 ) ,cos a,cos B,cos Y 为 S' 的 法 线 方向 余 苞 . (A) 式 中 的 行列 
式 约 定 按 第 一 行 展开 . | 

利用 Stokes 公式 ,可 得 到 空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 充 要 条 
件 : | ” 
定理 ” 设 VV 是 空间 按 曲 线 连通 的 区 域 ( 即 V 内 任 一 封闭 曲 
线 , 都 能 在 此 曲线 上 张 一 光滑 曲面 ,使 之 完全 位 于 V 内 ),P、Q、R 
为 V 内 有 连续 偏 导数 的 函数 , 则 以 下 四 条 件 等 价 : 

1) Y Mo ,MiEV, 从 MM 至 Mi 的 线 积分 


MI] 
| Pdzx + Qdy + Rdz 
Mo 


只 与 M。、M, 有 关 , 与 路 径 无 关 . 
2) V 内 任何 闭路 L 上 的 积分 


fpar + Qdy + Rdz = 0. 


3)V 内 处 处 有 


oQ _3P 9R _9Q 9P_ 9R 
adr dy’'9y dz "az 9zx 


4) 存在 函数 U(x ,y,z), 使 得 
dU= Pdzx + Qdy t+. Rdz. 
(U 称 为 Pdx + Qdy + Rdz 的 原 函 数 ,这 时 Pdz + dy + Rdz 
称 为 恰当 微分 ). 
下 面 利 用 这 些 结论 来 计算 空间 曲线 积分 . 
六 例 7.4.24 计算 线 积分 
1 = zdy- ydr, 


其 中 工 * 为 上 半球 面 zz + 六 + z?=1(z 之 0) 与 柱 面 z? + 二 
的 交 线 .从 = 轴 正 向 往 下 看 ,L 正 向 取 反 时 针 方 向 . 
解 I (把 球面 位 于 柱 内 的 部 分 看 成 是 L 上 所 张 的 其 面 , 用 
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图 7.4.7 


Stokes 公式 ) 


用 S* 表示 上 半球 面 在 柱 面 zx? +y? + [s+ 


(2 ] 内 的 部 分 之 上 侧 . 则 S" 与 “成 右手 关系 
[= | [ 蔗 一 元 (- y) |dzdy = 中 dzdy . 
Ss” Ss 


= 2 : dzdy = 2:x( 去 ) -至 
, < 1: “ “ 
解 [将 柱 面 夹 在 上 半球 面 与 zy 平面 之 间 的 部 分 ( 记 为 
卫 ) ;以 及 芭 平面 位 主 柱 面 内 的 部 分 ( 记 为 4) 看 成 是 曲线 工 上 所 
张 的 分 片 光滑 曲面 ] “ 


1 元 (- » ]izdy. 


注意 卫 在 zy 平面 的 投影 面积 为 零 , 因 此 厂 上 积分 为 零 .A 上 的 法 
线 朝 上 (与 工 * 成 右手 关系 ) .因此 


I = a]aza, = 2 (二 ) = 于 
解 下 (不 用 Stokes 公式 ,直接 引用 参数 方程 化 为 定 积分 ). 
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+ 1 1I| _ 1， _1 /一 站 
L :并 二 万 十 万 cos 0,y= Fsin 0,x 万 1 一 cos 0. 


2*r/1 1 1 1 .> : 
一 一 = 二 十 二 cos 0 二 cos 90+ 一 0 1db 
I Zdy ~ ydz | [( 7 十 可 cos ) 却 cs 下 sin | 
L ， 
2r 1 1 2x 四 1 _x 
= | cos 0d0 + a|， dg = 于 2r = 也 
例 7.4.25 设 C 为 光滑 曲面 S 的 边界 ,求证 : 


打下 4 十 f IEdy 十 7 32dz 


加 | ag 9g 9g |dSs. 


cosa cos 8 cosy 
其 中 f,g 是 有 二 阶 连续 偏 导数 的 函数 ,cos a ,cos B,cos y 为 S 上 
单位 法 向 量 的 方向 余弦 (C 的 方向 与 S 的 法 线 方 向 成 右手 关系 ). 
(同济 大 学 ) 
例 7.4.26 计算 曲线 积分 
T= |, (zx — yz)dzr + (y — zz)dy + (z? - xy)dz, 


其 中 工 是 从 点 A(1,0,0) 至 B(1,0,2) 的 光滑 曲线 . 
解 (利用 积分 与 路 径 无 关 ) .这 里 


P=z’-J,Q=y -zrz,R=z -ry 


满足 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 
oQ _3pPp_ 339R_3Q 9P 9R_ 
到 
积分 与 路 径 无 关 , 取 AB 作 为 积分 路 径 , 故 
T= | eaz = . 


(因为 AB 上 xz 二 1,y 二 0, 因 此 dx 圭 dy 二 0). 
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4 续 习 7.5 


曲面 积分 的 计算 . 
7.4.1 计算 ll + 六 )dS, 其 中 S 是 zy 平面 上 方 的 抛物 面 
2 2 149 
zz=2-(z“ + y ).( 上 海 师范 大 学 ) 《有 0 人 
提示 I= (x r+y) V1+t4(r +y )drdy 
24y <2 
=2r[ r3WIT+4rzdr 


六 7.4.2 已 知 椭圆 抛物 面 
2 :z=1+x’+2y ,3B,:z=2(zx: + 3y). 


计算 2, 被 3, 截 下 部 分 的 曲面 面积 . (华东 师范 大 学 )《 生 》 


提示 3,=>dS= V1lt+z +z sdrdy=vV 1+4z’ +16y’ dzxdy 
Z1 \ 台 之 方程 联 立 消去 zx 坟 zx? +4y =1. 


再 提示 s= as= fT VIrdr ri6y dzdy 
2 


z+4y <1 


* 996 ， 


cos 一 rsin8 


工 
本 


令 工 = rcos 0， y= 工 rsin b， 则 J= 1 
2 lsing 杞 rcos 9 


2 
s- 于 | dg V1+47dr= 药 . 


六 7.4.3 计算 = ndS, 其 中 a= {xry, 一 z? ,二 1S 为 平面 2r + 


2y+ z=6 包含 在 第 一 卦 限 的 部 分 ,n 是 S 的 单位 法 向 量 . (南京 化 工学 院 ) 
提示 F=2x +2y+ xz-6=0,(F,,F,,F,)= (2,2,1),n = 


221Y ,2 2 ， 上 上: 
(到 ,到 于) a 3 3 + (+z). 


再 提示 z=6~2x- 2y， Vlt rst’y = -3. pe 
27 


一 2 2 
工 三 由 [3 zy 一 本 工 ?+ 于 (zt6- 2 一 2y) | . "3drdy= 地 
0<IEI 


(该 该 积分 表示 流 场 a 穿 过 曲面 的" 通 量 ”. ) 
六 7.4.4 试 求 曲面 积分 F(i) = T f(z,y,2)dS 


zy + 


(-co<i<+oo) 之 值 ,其 中 
pC 区 车 zx 之 V ri +， 
0， 车 z<Vzr +y. 
提示 ”用 柱 面 坐标 . . 
js0 当 且 仅 当 x 之 r( 即 x? 之 r? = zx? + yy ). 


(山东 大 学 ) 


再 提示 “z? + 光环 = 世上 只 有 z+ + 与 ( 球 园 ) 部 位 0. 


故 F(t#)= 站 (z+y)ds 
， 2 + = 和 
ty 
: 二 | 2 2 ee 
A ” hp 
， As 
四 £ . 人 
=2r| rr “rdr 人 
0 tf-r’ AR 
名 
« 997 ， .he 罗 
装修 


7.4.5 计算 I= | str zr)dS, 其 中 S 是 曲面 ==V zx + 被 曲 


面 x? + y=2x 所 割 下 的 部 分 . (南京 化 工学 院 ) 
提示 曲面 S. 及 被 积 函 数 zy + yz 关于 zz 平面 对 称 ,对 称 点 止 zy + yz 
的 大 小 相等 ,符号 相反 积分 为 零 . 


2 


图 7.4.10 


再 提示 1 = jas= | z VE ty Vdrdy 
， 


x+y S27x 


Ls 2cos 8 
=2VZ | 46 |， reos 0dr = $$/3. | 
0 


*7.4.6 设 曲面 S 的 极 坐标 方程 为 :r= r(p;b)[(p,bJEA],r(p,b) 
有 连续 的 偏 导数 . 试 证 S 的 面积 


s= [|y | + ( 艺 ) Jsin: p+ (395) rdpde. 
a 


并 由 此 计算 曲面 (zx? +y+z)=2a?xzy(a>0) 的 面积 . 
提示 “引入 球 坐 标 写 出 S 的 参数 方程 ,然后 利用 例 7.4.6 和 例 7.4.7 
(及 相关 “要 点 ”) 中 的 方法 . 


* 998 : 


x=r(p,0)sin peos 0， 


再 提示 4y=7r(p,b)sin psin 0, (9,0)EA. 由 此 可 算得 ; 


z=r(9,0)cos 0， 


2ty2+2D) =2a2xy 


图 7.4.11 
2 2 “2 一 “2 2 
E=x otypotzo=rotr 

2 中 
G=z+y +z3=r ?+r sing 
_ vv ， mv， ，， 
F=xprotyeyotr por ore 


VEG- FI=Vr’otrsingt+ rpsin O°r 
因此 s -sve- Fapde 


-| (7 + )sin ?Ptre 0 


又 (z+y+z 2 ar= asin pV sin 20> 
cos26 ， 


7 一 Qicos psitn 20,73 = a si 0 一 < 
， 9 1 ， 9 sn20 


页 页 、 2 
代入 上 式 得 S= 4 db 上 Sin ydp 
0 0 


1 


必 六 .4.7 1) 证 明 : 毕 轴 长 分 别 为 <.5、c 的 椭 球 ,表面 税 避 可 以 表示 


成 
一 | v bc? 名 + cia 十 a bp: ds, 


1 


其 中 积分 沿 单位 球面 S1 :++ =1 的 外 侧 进行. 
2) 利用 Cauchy 不 等 式 


…999 ， 


(1) 


Fo</ISaJTEJ 


证 明 Se am)a 下 央 丰 和 有 商人 和 和 


+ ca + ab ). 

3) 已 知 内 体 入 舍 ohe, 定 于 的 表 而 名 不 小 同样 休 各 的 球 的 
面积 . i 

提示 es Heart osy<nos: 


魏 2r 上 的 二 重 积分 ,进而 可 化 为 单位 球面 上 的 曲面 积分 . 
2) 对 (bc&'&+ cay' 7+ abb" 5) 应 用 Cauchy 不 等 式 . 
3) 利用 ii 中 的 结果 . . 
再 提示 1)z= asin pcos p,y= bsin psin 0,z= ccos 9. 
由 此 | | 
E=zx +y®+z?=acos peos 0+ bcos gsin’ O01+ csin’ 9, 
G=zx ?+y +zy=a’ sin psin 0+ bsin’ pcos’0, 
F=7x rytysye +z sro= 一 azsin pcos psin’'Gcos 0 
+ sin cos psin. bcos 0 ， nj 
EG-F’=a’ pb? sin? peos’ pte cfsin gsin’ 0 + b? csint geos 6 
=(a’b?cos 9 + a’c’sir? sin20 b? c?sin’ peos ? 0)sin’ 9. (3) 
由 此 式 可 得 两 个 结论 :首先 , 当 a=b=c=1 时 ,这 时 椭 球 变 成 单位 球 S, : 
音 + 平 + 如 =1;(3) 式 成 为 | 
EG- F’= (co8 9 + sin gsin 0.t sin’ peos 0)sin 9 
=(F + +e)sin p= sin 9. 
因此 单位 球面 第 一 型 曲面 积分 如 下 公式 : . 
| f(b,mb)dS= ol| flsin peos fh,sin psin 0,cos p)sin pdpdo (4) 
1 


Og 
[1 


其 次 ,由 (3) 得 椭 球 面积 ( 记 4:0 委 9? 委 r,0 委 0 委 2x) 
= (as= I -Fidpd0 


(3) 式 ~ - : 
一 Va bicow p+ta’ csin psinz 0+ bc’sin’ pcos, bsin pdpdb 


"TI000 : 


一 人 Vabltacy+t+b ec € ds.(1) 式 获 证 . 
2) 利用 Cauchy 不 等 式 ( 见 8$84.4 的 定理 1) 
| (bcez + ca + abts )dS 


<| V (bE) +(cag) +(abt) :VE+T+CdS 


- J Vnereapiap eds.s. 


1 


到 , 
注意 | abt’dS = ab8 | cos’ psin pdgd0 = 8ab 也 | cos? psin dp 
1 0< ys 时 
0<9< 子 


&,7,5;a ,b,c 轮换 对 称 , 故 
| ‘ee + cay + abt’)dS= $n(bc+ ca+ab). 


2 


3) 椭 球 王 + 如 + 如 <1, 当 a.be>0 任意 变动 ,但 使 abe = R:, 则 这 时 
糖 球体 体积 始终 等 于 守 abcx= 了 Rs ;利用 ii) 所 得 的 不 等 式 , 知 : 
椭 球 面积 S >] (bet + cay + abt*)dS = $n(bc+ cat ab) 
全 2 二-<=R 时 4xRz( 同 体积 的 加 球面 积 ) 


*7.4.8 设 5 为 椭 球 面 ,p 表示 从 椭 球 中 心 到 与 椭 球 表面 元 素 dS 相 
切 的 平面 之 间 的 距离 , 试 计算 积分 : 


1) 人 |jasiCK 坟 铁道 学 院 ) 


2) x= | ges. 
Pe 


提示 ”关键 在 于 求 出 p 的 表达 式 . 为 此 可 通过 椭 球 方程 写 出 切面 方程 
的 法 式 , 以 (0,0,0) 点 代入 求 p. 或 如 图 7.4.12 利用 几何 关系 
~ * 1091 : 


图 7.4.12 


P=reos a, 
其 中 r= (xz,y,z) 为 动 点 的 向 径 ,n 是 (z,y,z) 处 的 外 法 向 量 ,a= (n,r) 是 
r 与 n 的 夹 角 . | 


2 2 2 


解 过 + 入 + 所 =1 上 点 (z,y,z) 处 的 切 平 面 为 


a b c 
其 中 (X,Y,Z) 为 切 平面 上 的 流动 点 .方程 的 法 式 为 


二 和 + 让 了 + 子 Z-1 
dg(X YY,D) 三 -天 一 一 一 一 一 二 一 一 一 = 0. 


A ( 却 ) + 人 ( 放 ) +( 羡 ) 
于 是 (0,0,0) 到 切 平面 的 距离 : 


o=|1a(0,0,0)|= 


上 半 椭 球面 


dS=V1+z? +z drdy= 


* 1002 ， 


(利用 ( * ) 式 ) -S++ 


2 
故 积分 了 = lheas=? 中 二 dzdy=2 dzdy 
SF 半 和 2 

(用 广义 极 坐 标 ) 

_ 2), 2x 1 abe 

=2 [ dg "dr 4abcx. 
类 似 有 K= 4S= 委 aber( 志 + 立 + 立 ) 

a 已 C 


1 _ 1 1z > 
3"= 取 (Pe ,P,P')=( 癌 ,说 ,过 )， 
XT y Zz 之 
2 六 
n 上 的 单位 向 量 n, = 一 一 和 ，Cos(n ,z) 一 一 
XT ,yy ,Zz Z yy Zz 
十 之 十 十 立 f 十 
a be a br er 
r 上 的 单位 向 量 r| = -4*) _ 因 
/frit y+ 
P=reosa=rrin 
(二 总 二 ) 
= (7,y,2). SM 
? ri y zi 
十 之 [ 十 
a br eT 
2 2 2 
TX yy > 
+ + 
0 bo 1 
2 2 2 2 2 2 
TX ,yy Jz ‘fr ,yy 
/++ + 学 十 
a Bb ce a Be 
， dzxdy ‘fe? : 
了 一 dS= . = bd = 
于 是 ess 上 zdrdy 4xabc 


(其 中 了 是 2 + 六 <1 的 椭圆 区 域 ). 


7.4.9 计算 第 二 型 和 面积 分 | =(> + 雪 )dydz, SA 为 以 坐标 原点 为 


外 


”5003 : 


中 心 的 单位 球面 的 外 侧 . (武汉 大 学 ) (Ts 
提示 {=2 [| V1-(y +z)(y +z )dydz 


zx>0 


. 外 
( 令 = rcos gz = rsin 0) -2 gf VII-riridr 
次 7.4.10 计算 第 二 型 曲面 积分 
rci> rzlayde+ [zf(x,y,2)]dzdx 


+[f(x,y,z)+z]dzrdy, 
其 中 ALz,y,z) 为 连续 函数 ,S 为 平面 x -y+ z=1 在 第 四 卦 限 上 侧 . (湖北 大 学 ) 
提示 ” 先 转 化 为 第 一 型 曲面 积分 . 
解 Ff 二 xz-y+z-1,(F,,F,,F',)=(1,-1, 
1 1 


1) 
(cos a,cos B,cos 7)= (万 : -万 方 ) 


Zz 


-图 7.4.13 - 


于 是 了 -rat *)] 序 aS 


Gauss 公式 的 应 用 
7.4.11 计算 第 二 型 曲面 积分 [= |adz + ydzdx + 办 dzdy, 其 中 


£2 


5 为 球面 
(x-a)+(y-b) +(z-c) =R 


的 外 侧 . (南开 大 学 ) (BCatb+terR’) 


提示 2 ste 
再 令 = E+asy= 9+6,z=t+c 并 用 对 称 性 . 
7.4.12 计算 如 下 曲面 积分 : 
i) r= pedray + srdyds + zydzdz 
其 中 S 是 圆柱 面 x? + y?* =1 内 ,三 个 坐标 平面 及 旋转 抛物 面 z==2-zx -yy 


所 围 立 体 在 第 一 封 限 部 分 的 外 侧面 .( 南 京 大 学 ) 《 行 + 志 v 


ii) K= ly zdzdy+ zzdydz x ydrdz, 其 中 三 是 z=x?*+y ,x+y 


=1 和 坐标 面 在 第 一 卦 限 所 围 成 曲 外 侧 .哈尔滨 工业 大 学 ) 《土地 


图 7.4.14 图 7.4.15 
交 7.4.13 计算 如 下 曲面 积分 


* 1005 ， 


i) 让 让 ( 罕 ! 作 + 闪 )ss 
其 中 S 是 椭 球 面 玉 + 站 + 如 一 1 的 上 半 部 分 (z>0),4、u、7 是 5 的 外 法 线 
方向 余弦 .( 南 京 大 学 ) 《于 abe (万 + 立 + 二 )) 

ii) K= |lzx’ yzdydz + xy: zdxdz+ zyz dxdy, 


其 中 S 是 顶点 为 4A(0,0,2),B(1,0,0),C(0,1,0),D(-1,0,0) ,下 (0, 一 1， 
0) 的 棱锥 面 上 侧 ( 即 三 角形 ABC、ACD、ADE、AEB 的 上 侧 , 如 图 7.4.17). 
(中山 大学) 《0》 


芭 ) 工 = | [rom)- 2 |dydz+ 
5 
| azy)- F5007 jg, 
其 中 Z 是 球面 zx? + y* + x?=25 的 内 侧 ,f,g,h 是 连续 可 微 函 数 .( 华 中 理工 
大 学 ) 1 《1》 


iv) M= ||zdzdy+ ydzdz + xdydz, 


其 中 三 为 贺 柱 面 z* + y =1, 被 z=0,z=3 截 的 部 分 外 侧 . (北京 航空 航天 
大 学 ) 《67) 

提示 《〈 参 看 例 7.4.15) 先 补 一 块 (或 几 块 ) 平 面 块 将 积分 曲面 封口 , 变 
成 封闭 曲面 .然后 应 用 Gauss 公式 化 为 三 重 积分 来 计算 .注意 别 忘 了 要 减 去 
- 补 块 上 的 积分 . 


再 提示 iD) (如 图 7.4.16) 补 上 z=0 平 面 在 椭 球 内 的 部 分 S。: 


dS= ~ J 


1006 : 


图 7.4.16 


注意 S\ 上 ,= 一 0, 被 积 本 数 为 零 , 故 | …=0. 最 后 的 三 重 积分 可 令 z= 
0 
arsin pcos 0,y= brsin psin ,z= crcos 9 化 为 


人 df dp 上 (去 + +t)abe? reos gsin pdr 


ii 《如 图 7. 4. 17) 补 上 zy 平面 上 1z1+ 1y1st 的 部 分 ( 记 作 4), 则 


ek 


ee 


说 ) 内 侧 上 的 第 二 型 曲面 积分 ,应 用 Gauss 公式 时 , 记 住 要 反 号 .化 为 3 
内 V 域 积分 : 


L -zs007 | (zi+y +z)dV 
-a | def dp [ rsin pdr =1. 
注 本 题 被 积 函 数 中 含有 未 知 函数 ,用 Gauss 公式 后 ,未 知 商 数 被 消去 ， 
充分 体现 了 Gauss 公式 的 优越 性 .这 是 本 题 的 特色 . 
iv) 3 是 无 底 \ 无 盖 的 并 柱 面 段 . (本 题 需 补 上 两 块 ). 


M= | -| el-1 2 一 六 
dl, :i 


* 1007 ， 


x2+y2=1 


图 7.4.17 图 7.4.18 


( 王 取 外 侧 , 盖 取 上 侧 , 底 取 下 侧 ) 
3 
I = Dar vav-s J dzdy | dz 三 9r， 
z+y 1 


1,=3 J dzdy=3r,D =0, 故 TI=6r， 


z+y el 


六 7.4.14 试 计算 曲面 积分 1= |jz?cos edS, 其 中 三 是 R* 中 光滑 有 界 


闲 曲面 ,关于 平面 z=1 对 称 ,内 域 体积 为 方 .a 是 三 上 外 法 矢 与 正 z 轴 的 夹 
角 .( 华 中 理工 大 学 ) 

解 = ae= 2av=2) CDdy+2? 用 av=-o*2 瑟 =1 

交 7.4.15 试 学 习 如 下 两 道 试题 , 写 出 两 道 新 试题 ,并 给 出 解答 . 


(1) 设 空间 区 域 Q 由 曲面 z= a? - z ~ y 与 平面 z=0 围 成 ,其 中 a 为 
正 的 常数 , 记 0 表面 的 外 侧 为 S,0 的 体积 为 了 ,求证 
V= = dydz - zy zz2dzdz 
+ z(1+ zyz)drdy. 
(华中 理工 大 学 ) 
(2) 设 日 =alrz*+asy +asz +3a4r y+3asy zx +3aox:z 为 四 次 
: 1008 ， 


齐 次 函数 ,利用 齐 次 函数 特征 性 质 


aH aH aH-_ 
71+yay 1 a2 4H. 


计算 曲面 积分 Pas»)as,s 是 中 心 位 于 原点 的 单位 球 . (西安 冶金 建筑 


学 院 ) 

参考 答案 

i) 假设 0 是 以 = 轴 作 中 轴 的 有 界 旋转 体 被 z=0 平面 切 下 的 上 半 部 分 ， 
人 的 体积 为 V, 边 界 光滑 或 分 片 光滑 ( 记 为 5,S' 表示 外 侧 ), 试 证 ; | 


V= $= yz dydz — xy: xz dzdzr + z(1+ zyz)dzxdy 


ii) 设 zy 为 n( 之 1) 次 齐 次 沙 数 ; 
VEIER 有 flirty,tz)= 2 f(r,y,z), 


(V(rz,y,z)ER). . (1) 
试 证 : 若 /有 连续 二 阶 偏 导数 ,对 任意 球面 S 有 

N34s=0, (2) 
则 Af=0 (WI) Gz,y,2) ER). (3) 


证 i) 应 用 Gauss 公式 


和 x yz dydz ~ xy zdzdz + z(1+ zxyz)dzxdy 


| (1+2zxyz)dV = saves dea- Vv. 


(由 对 称 性 知 xyzdV =0). 
i 在 (1) 式 中 ,两 边 同时 对 上 求 导 , 然 后 令 上 = 1 得 xzr. + yf + zf 
=nf(z,y,z). 获 由 式 (2);0= es, .545= 坟 用 (+ 洲 ， + xz) 


dS .注意 到 S 为 球面 ,车 用 R 表示 S 的 半径 , 则 VY (zx,y,zx)E€S 处 ,外 法 线 
的 方向 余弦 : 


"” 1089 ， 


_F 并 了 
因此 0 -上 式 -= 苹 有 (于 ! 诈 f+ 关 f)as 
= | fees et fee0 B+ fee0n 7)ds 


Gauss 一 人 + dV 


Ry + 三， + ff ws 


jj (M' 为 站内 某 点 ) 


= 基本 Rs 

到 (ft fy + fs)u* =0. 

VM= (xz,y,z)ER’ ,以 M 为 中 心 ,以 R 为 半径 作 球 面 S, 利 用 上 面 的 
推理 ,及 f,, 、f,、f 的 连续 性 , 令 R 习 0 知 M 一 M, 从 而 Af=0 时 MM 成 
立 .(3) 式 获 证 . 

注 以 上 题目 进一步 凸现 了 Gauss 公式 的 意义 和 作用 .学 习 为 了 创造 ， 
水 不 满足 . 

*7.4.16 设 V 为 光滑 曲面 S 所 围 的 有 界 区 域 .u,v 在 V+S 上 有 直 


到 二 阶 连续 偏 导数 . 记 Au 二 + + 3 学, 表示 外 法 线 方向 , 试 证 ; 


9 
dudv ,dudv 和 ) 
rarera: = 和 (E+ EF EPE dzdydz 
du 


并 由 此 证 明 , 若 x 在 V 内 为 调和 函数 (Au=0 于 了 内 ), 则 xz 被 它 在 边界 S 
上 的 值 唯一 确定 . 

提示 ， 参看 上 节 练 习 7.3.18 题 及 其 提示 、 再 提示 . 

*7.4.17 证 明 空 间 第 二 Green 公式 : 


下 dxdydz = | 
uw vu 


式 中 V 为 曲面 $ 所 围 的 区 域 ,n 是 曲面 S 的 外 法 线 向 量 ,函数 w= u(x,y， 
Zz),v= v(x,y,z) 为 V+S 上 可 微分 两 次 的 函数 . 
* 1010 ， 


du gm 
Au Av an an dS, 


u 


进而 证 明 , 若 x= x(z,y,z) 为 V 内 之 调和 函数 , 则 :1) u(x,y, 2)= 
li + 二 续 |4S, 其 中 -Vez7+09-y) (5-2 


7 7 Fn 
(zs,y;z)EV 为 内 点 .nn 为 S 在 (8,w,8) 点 的 外 法 线 单位 向 量 . 

2) Y (xz,y,z)EV, 及 VV 内 以 (zx,y,z) 为 中 心 ,R 为 半径 的 任意 球面 
S, 有 

“rye) = a eens. 

提示 ”可 参看 上 节 练 习 7.3.19 及 其 提示 与 再 提示 . 

7.4.18 设 S 为 光滑 或 分 片 光滑 的 封闭 曲面 ,P、Q.、R 在 S 所 包围 的 区 
域 V 内 (直到 边界 ) 连 续 , 有 连续 的 偏 导数 ,证 明 


cosa co8spB cosy 


9 9 9 
| 3z 5y E79 dS=0, 
P Q Rr 
其 中 cos a,cos B,cos 7 为 S 的 法 线 向 量 的 方向 余弦 . 


提示 。 左 一 和 [CR -Qc)+(P -RN)+(Q -PldV 


=0 
Stokes 公式 的 应 用 
六 7.4.19 试 计算 积分 


I= 中 (z—y)dr+(z-z)dy+(y— zx)dz, 
其 中 了 是 从 A(a,0,0) 经 B(0,a,0) 到 C(0,0,a) 回 到 A(a,0,0) 的 三 角 
形 . | 
解 I 8" 表示 和 4BC 所 围 平面 块 之 上 侧 , 则 
dydz dzdzx dzdy |: 
D，， 0 9 
= 3z 5y az 


32+ 


之 一 xX-z y-zx 


=2 ll dydz + dzdx + dzrdy 


己 


， 1011 ， 


B(0,a,0) 


Ala,0,0) 


图 7.4.19 


解 了 Z:F=z+y+z-a=0,(F FF )=(i1,1). 因 此 法 线 方 
向 余弦 (cos ac ,cos B ,cos 力 = ( 方 , 方 , 方 ) 
cosa cospB cosy 


la aa aa :2 
ll 去 订 元 |as=3 方 as 


7.4.20 计算 积分 
1= 中 (y +r)dri+(x i +r)dy+ (z+ y)dz, 
其 中 工 是 曲面 z* + y+x =4zx 与 z++ y=2z 的 交 线 z 实 0 的 部 分 ,积分 方 
向 从 原点 进入 第 一 卦 限 .( 清 华 大 学 ) 


提示 用 Stokes 转化 为 第 一 型 曲面 积分 ,并 用 对 称 性 . 


解 ” 如 图 7.4.20,S 表示 大 球面 上 方 工 所 围 的 部 分 (上 侧 ) , 即 :S:F=(z 
一 2) +y +z -4=0 
y Z 


法 向 量 于 (FF ,P)=(z-2,y，z)， 
* 1012 ， 


单位 法 向 量 m=(eos acos pycos 7)= (2 了 72, 学 ,于 ) 
2 六 
2 2 ，2 
I =- | 9 9 3 lds 
SS 5 并 dy dz 
y+tz z+tr rty 


= - 中 (y-z)(z-2)+(z-z)y+(z-y)zdS 


上 
=2 | (y—z)dS 
SE 
对 称 性 2 -zdS=—2 | z* Ldzdy 
SE (GD ro2<l 本 
= -4'xr1 = —4°x. 


另 解 (利用 对 称 性 、 极 坐标 化 为 定 积分 ) 因 曲线 了 关于 Oxz 平面 对 称 ， 
且 在 对 称 点 上 被 积 函 数 的 值 相 等 ,而 dz 的 符号 相反 , 故 


f (+m)dz=0, 类 似 地 中 (zz+z)dz=0. 因 此 有 


了 一 中 (= + x )dy, 
Lt 


但 L 上 zx?+y =2z,r=2c0s 0,x=2c0s 0; xz’ 42x = 4cos? 0, z = 2c0s 0;y’ 


* 41013 ， 


=2z- 屏 =4cogbsinmb,y=2sin gcos 0. 故 T= - | 。[(4cog 0 + 4eos' 6) 
7 
2(cos: 0 — sin’ 0)]d0= -4r. 
交 7.4.21 计算 积分 | 
I= 中 >dazt+ zdy+zdr， 


工 + 


其 中 工 ' 为 圆周 x*+y+xz=a’,a>0,ztyt+z=0, 从 z 轴 + 处 看 为 道 
时 针 方 向 . 


图 7.4.21 


提示 “可 用 Stokes 公式 化 为 第 一 (或 第 二 ) 型 的 曲面 积分 ,也 可 用 参数 式 
化 为 定 积分 . 
解 I 如 图 7.4.21,z’ 表示 工 所 围 的 平面 网 块 (上 侧 ). 
dydz dzdz dzdy 


了 =- a 3 a 
-去 元 元 
2 ， 
y z Zz 
= [| — dydz— dzdz -dzdy 


£ 
mt, -ia 
f z+ 


其 中 4 是 在 z 平面 的 投影 区 域 :z*+ y+ my 福 汪 . 令 = 2,y- 


”1014 : 


1 —1 
7 网]= 2 2 =1， 
V2 1 1 
V2” V2 


A'=1(&,7):3 名 + 二 a’| 故 


1 > 2 
了 = 一 3 = 一 3. 一 axr= 一 V3c rr. 
“ V3 


1 1 
(eos oveos 8,cos 7)= ( 方 , 方 , 方 】 
1 1 1 
V3 V3 V3 
故 r= aa 9 31|ds 
| 防区 死 
y zz Zz 
= | 5-D: 二 ds 
4 V3 


解 下 如 解 I, 工 的 方程 消去 z:xz ?+y+xy= 


> 一方 2, 化 为 3 鳍 + 矿 = 7 ,引用 广义 极 坐标 二 请 oos 90;7 = asin 0, 得 


V2 V3 
“万 Te = 万 ( 序 * 9+sin 9)， z= -x- y= 
a 


1 FT (esorsn0)(- Lono- 0 
= 分 | 万 cos sin 万 sm cos ) 


十 (- 误 9 儿 -- 方 ma 0 + cos 0) 
1 。 2 
+ | 一 cos 0 一 0 ) 2 
( SS Sin Ei 9 | 


* 1015 ， 


= -V3ra?. 

7.4.22 设 工 是 平面 zcos a+ ycos 8+ zxcos y- 力 =0 上 的 逐 段 光滑 的 

封闭 曲线 ,L 所 围 的 面积 为 S,(cos ac,cos B,cos 7) 是 平面 法 线 的 方向 余弦 ， 
工 -与 法 线 成 右手 关系 . 试 计 算 积 分 

dz dy dz 

[= 中 cosa cosB cosy 


L 


提示 ”应 用 Stokes 公式 后 
t=2 | (et et oot pt os yds=25, 


工 y E4 


(单位 法 向 量 的 数 积 cos a + cos B+ cossy = mi zi =1). 
六 7.4.23 设 工 为 空间 某 封闭 光滑 曲线 ,P、Q 、R 为 空间 的 具有 一 阶 连 
续 偏 导数 的 函数 ,证明 : 


| | Pdz+Qdy+Rdz 
Lt 


2 2 2 
<,my (3 -如 ) + ( 爱 - 强 ) + (办 - 强 )s， 
其 中 S 表示 上 上 展 布 的 (以 工 为 边界 的 ) 某 曲面 ,同时 也 用 它 表示 曲面 的 面 
积 . | 
提示 ”用 Cauchy 不 等 式 . 


人 


k 
再 提示 mill -Q-)cos at(P’,~ R',)eds B+(Q’,— 


P’,)cos y]dS (Cauchy 不 等 式 ) 


<| VI(R, -QP +(P. -RY+(Q -Pp,) ls oro TO ydSs 


(zyz)ES 


= 右 . 


< max V(R,-Q.)+(P,-R. .+O - P’,) as 


7.4.24 试 证 $ Pdzr + Qdy+ Rdz= | VP’+Q’+ Rcos 9ds. 其 中 
了 
Lt 


9 表示 曲线 L* 的 切线 与 方向 (P,Q,R) 的 夹 角 . 
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※7.4.25 设 zx=zx(z,y， *) 在 R’ 中 满足 波动 方程 ux ,。 tuys 
试 证 ; H 
1) 对 于 RR’ 中 任何 逐 片 光 清 封闭 曲面 S, 有 
I= 9 —2u udydz —2u’.u ,dzdx 


+ (wu +u’s+ 2 )dzdy=0. 
2) 车 在 zy 平面 上 恒 有 w 寺 0,w', 三 0 则 : 
当 S= S, (zy 平面 上 任 一 封闭 区 域 ) 时 ,T=0; 
当 S = S: (平行 于 zy 平面 的 任 一 平面 区 域 ,法 线 朝 上 ) 时 ,I 之 0; 
当 S= S;( 法 线 与 = 轴 正 向 成 45° 角 的 锥 面 ) 时 ,I 之 0. 
并 由 此 证 明 :R’ 中 处 处 kx2 二 ao 十 了 人 =0,u=0. 
3) 若 f,g 在 R 中 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,满足 上 述 波动 方程 ,在 xy 平面 
上 /=g,/ .=g“, 则 在 R? 中 二 g( 波 动 方程 的 解 唯一 ). 


S87.5 场 论 


导读 场 论 一 般 只 要 求学 生 掌 握 基 本 概念 ,熟悉 上 儿 个 基本 符 
号 ,历来 这 类 考题 较 少 ， 近期 更 少 ， 题目 未 作 更 新 ,建议 读者 以 正文 
例题 为 主 ,习题 机 动 . 

本 节 主 要 讨论 如 何 应 用 梯度 、 散 度 和 旋 度 的 定义 来 证 明 它 们 
的 各 种 公式 .然后 讨论 这 些 公式 的 一 些 应 用 .最 后 讨论 保守 场 有 
劳 场 ,无 旋 场 ， , 管 量 场 的 关系 及 基 杰 性 质 . 


一 、 利 用 梯度 、 履 度 和 攻克 的 十 外接 证明 有 关公 


要 点 1) Hamilton 算 符 


.1017 0 


下 : 
设 5 一 (ys) 为 前 的 数 和 ‘光滑 ” 指 u (Zz, yz 有 


连续 偏 导数 ); 7 
A=P(z,y,%)i+ Q(zr,y, oj+ RCsy, z)k 


为 光滑 向 量 场 (“光滑 " 指 P、Q 、R 有 连续 篇 时 数 ). 则 由 和 A 产 
生 的 梯度 和 散 度 . 旋 度 为 ， 
__/9u du 9 
Sradu 三 Y el : 
= 六 + 于 j+ 玩 . (梯度 ) 


人 
> 


“div4 =Y .A 
= 中 + 加 + 强 。( 
rotA 三 V XA 
i Jj k 
三 | 2 2 3 
19x 9y 9% 、 
P Q RTI 
=( 器 - 缴 , 冯 -加 , 闻 - 罗 ， 
9y dz’9% .97 907， 9y 
( 芝 - 强 同人 二- 避 ) 关 ( 强 - 台 j (类 朗 ) 
利用 这 些 定义 ， 我 们 可 以 站 楼 并 证 关于 它们 的 各 补 公 式 ， 和 求 
它们 的 值 .+ .， .….. 本 ， 
a. 数量 等 式 
例 7.5.1 设 


a=a (r,sy,z)ita,(r,y, 2)j+ a,(r,y,z)K, 
“和 = -bs 《yy zZ)itib, Sry) (zx,y, z)k. 


试 证 ， ， 
(b* vga= ab g) + ob-v)e. ， 


"TI018 : 


其 中 a ,a, ,4,,6b;,5,,6b:; 及 9 都 是 (xz,y,z) 的 可 微 函数 . (安徽 
大 学 ) | 


=(b'Vop)(aitajtak)+ pl(bVa)it+(b:Va,)ji 


+(b*:vVa,)k] 
=(b'Yop)a+ op(b*Y )a. 
b. 向 量 等 式 
例 7.5.2 证 明 : 当 |al| 二 常数 时 ,有 
(a:V)a=—axrota. (1) 


证 |a| 三 常数 , 即 有 
az+a+a=C( 常 数 ). 


ar gz » Bi tar 了 二 0， (2) 
9a, 9a, aa。 

ar 5y + Gy 5y 十 他 本 0 : (3) 
9a, day:,. 9a。 

az 2 +0 3 + 0 Fz =0. (4) 


(1) 式 是 向 量 等 式 .其 左 端 
9 9 
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9a, y 9a, 
一 一 他 十 Q 一 
+ (a, 7 3 0 Ge 
9a。 9a, 2 “ 5) 
+ 大. ( 
(1) 式 右 端 
i Jj k 
加 x 9 9 9 
一 QQxrotQa 三 一 4 EE ay 3z 
a Qy a, 
i 了 天 
_ Ca Qy Qs (6) 


9a, 9a， a, 9a, Qa, 9as 
EE 
要 证 明 (1) 式 ,只 要 证 明 三 分 量 对 应 相等 .由 式 (6) 知 : 式 (1) 右 
端的 i 分 量 为 


(有 9a ) (了 aa ) 

a 工 y + a, Tz 
”\9y dx dz 9r 

_ aa- ，， aa- aa， a, 
dy “dz var az 


-oo 可 +0 本 +ar 2 [因为 式 (2)] 


=( 式 (1) 左 端的 i 分 量 ) [因为 式 (5)]. 
类 似 可 证 式 (1) 左 、 右 jk 分 量 相等 . 

e. 求 旋 度 和 散 度 

例 7.5.3 刚体 以 定常 角速度 绕 子 轴 旋 转 , 求 刚体 上 任意 
一 点 r= (xz,y,z) 处 的 线 速度 Y 与 加 速度 W 的 旋 度 与 散 度 ，- 

解 以 向 量 w= wk 表示 角速度 , 则 绕 子 轴 旋 转 的 线 速度 

i jk ”i 

0 0 w 


TT yy Zz 


V=w@xr= =(— wy,wz,0), 


， 1020 ， 


d,,_d _/d dr 
WwW =Fjv -Xr)= (fe)* rtoxo 
=oxF=oxV (因为 @ = wk 为 常 向 量 ) 


=| 0 0 wl=(-w zr,- wy,0). 
-wy wr 0 


由 此 


i 了 天 
9a 9 9|_ 由 
0 


-wy wr 
dvy=YY=|( 元 ,而 ,元 -oor,0=0 
类 似 可 得 rotW=0,divW= -2w’. 
例 7 5.4 次 A=(4.,A,,A. ),B =(B,,B,,B.,) 为 二 光滑 
grad( AsB) = Bx (rotA) FAX Cro) 4 (BT) A 
四 
证 (1) 式 即 为 . 
(站 + 六 +k 疙 )(4.B,+A,B, + A.B.) 
i j 天 i 
=| B. B, B. |+|A. 4 A. 


rot,A rot,A J rot,B rot,B rot.B 
， + (B. 六 二 +B， 元 + 有 At A+ Ak) 


9 a 
+ (4 3714 2 ja 
。 1021 ， 


就 i 分 量 而 论 ,此 式 即 为 
(A,B, + A,B, + A.B.,) 
ax 

B B, 


y 

34。 34。 34， 9A, 

gz 9 并 9 并 gy 

4。 ，34。 94, 

= 9 并 +B, 9y +B. 9z 
9B 9B 9B, 

E42 9 “ 


利用 微分 法 则 , 易 知 此 式 成 立 . 同 理 可 验证 j、k 分 量 的 情况 . 
二 、 梯 度 、 散 度 、 旋 度 的 基本 公式 及 其 应 用 


A A, 


> 


aB, 3B。 3B, 3B 


oz 9r 9z 9y 


十 


利用 上 有 段 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 如 下 的 基本 公式 (假定 出 现 的 
导数 丝 存 在 、 连 续 ): 

(关于 梯度 的 公式 ) 

1) grad(cu) = cgradu (c 为 常数 ). 

2) grad(u + v ) = gradu + gradv . 

3) grad(u'v )= ugradv + veradu. 

4) grad = (vgradu — ugradv ) . 


5) gradf(u)= f (u)gradu. 
6) gradf(u,v )=/f ,gradu+ f',gradv . 


7) gradr = ,gradf(r)=/ (7r)T. 
这 里 r= (zzxo,y yo,z- zo), ， 
r=|r| = (Tz-x0) +(y~- yo) +(z— zo). 


以 上 假定 u、v 是 光滑 数量 场 [ 即 它们 关于 (z,y*=) 是 有 连续 偏 导 
数 的 函数 ]. 


(关于 散 度 的 公式 ) 
* 1022 ， 


8) div(c4)=cdiv4a (ce 为 常数 ). 
9) div(A + B)=divA +divB. : 
10) div(uA )= wudivA + gradu* A. 
11) divr=3 [r=(x~-zxo,y—- ,2 zo)]. 
(关于 旋 度 的 公式 ) 
12) rot(c4 ) = crot4 (c 为 常数 ). 
13) rot( A +B)=rotA +rotBh. 
14) rot(uA )= urotA + gradu X 4. 
15) retr =0 [r=(z- zo,y -x zo0)]. 
(V 对 二 向 量 积 的 运算 公式 ) i 
16) grad (A:B)=vV(A:B)= Bx (rotA) 
+AX(rotB)+(B:Y)A+(A'V )B. 
17) div(A XB)=Y':(AXB)=B':rotA - A.:rotB. 
18) rot(AXB)=V x(A4xB) 
= AdivB — BivA 4 (BT) A AT)B. 
(二 级 运算 公式 ) 
19) div(gradu ) = Au= oy 
az 9y gx. 
20) rot(gradu ) =0 (0 为 零 向 量 ). 
21) div(rot4 ) =0. 
22) grad(divA )=rotrotA + AA. 
23) rotrotA = graddivA — AA. 
9 


和 其 中 A 沁 为 Laplace 算 符 ; 对 向 量 A= (A;,A,, 


A.,), 有 AA=(AA,,AA,,AA. ). ] 利 用 这 些 公式 , 可 以 较 快 地 证 
明 别 的 公式 和 解决 有 类 的 问题 ， 


例 7.5.5 设 C 为 常 向 量 , 试 证 : 
V (Cxr)y=2Cr -2(C°r)C. 
证 利用 向 量 的 已 知 公式 
， 1023 ， 


(有 2 二 站 到 一 (av 
及 上 述 公式 2) ,我 们 有 
VCxXr)=Y(Cr)-Y (Cr). 
再 利用 上 述 公 式 5) 和 7), 进 而 
上 式 = C22r 二 -2(C mV (Cr) 


=2C2r -2(0Cr)C. 
例 7.5.6 设 divigradf(r)]=0 , 求 f(7). 


解 div[graaf(r)]=div[ 广 Cn) 工 ] (公式 7)) 
= Daivr + grad CC 号 .7 ， (公式 10)) 
-3 ro 0 Te, (公式 7),11) 

r r ， r : 
=f(r) +2 =0. 1 (利用 已 知 条 件 ) 


解 微分 方程 ,可 得 成 m)= 和 + Cu 

例 7.5.7 设 下 、F， 为 旋转 椭 球 面 的 二 焦点， ;了 为 椭 球 面 上 

任意 一 点 . 试 证 PF, 、PF,， 与 点 的 切 平面 成 等 角 ， 

证 记 四 
r=FP, r,=F,P, Hi 
ri=|ril, rrr,|, 

则 fA(P)= ri+r; 为 一 数量 场 : 椭 球面 为 ;++ 条; 兰 淮 CC(C 为 常 
数 ) , 它 是 F(P) 的 等 量 而 .了 在 已 点 的 梯度 gradf(P) 与 权 球 在 P 
点 的 外 法 线 方向 重合 , 即 n=gradf(P). 因 此 要 证 明 PF, 与 PF, 
限 切 平面 成 等 角 ,只 要 证 明 沁 与 宇 眼 榜 朗 n= gragf() 成 等 角 : 
事实 上 站 

nx -Brad(r, + ra ) X gradr, 


"1024 : 


图 7.5.1 


= (gradri.+ gradr, ) X gradr, 
= gradr, X gradr. 


>， 
同 理 nx > = gradr, X gradr,. 
2 
r r 
故 | "nn 


1 1 


此 即 表明 一 与 天 “ 跟 n= gradf(P) 成 等 角 . 


三 、 借助 场 论 符号 表示 积分 公式 
要 点 利用 场 论 符号 ， Gauss 公式 ,Stokes 公式 可 以 写 得 非常 
简单 , 记 n= (cos a ,aos B,cos 7)， 
A=(P,Q,R), dS$=ndS, 
则 Gauss 公式 可 写 为 四 
#4ss - = evaav， 
记 dr= (dz ,dy,dz), 则 Stokes 公式 可 写成 
ha .dr = jos) dS. 


* 1025 ， 


利用 这 些 关 系 我 们 可 以 证 明 有 关 的 积分 等 式 ,解决 有 关 问 题 . 

例 7.5.8 设 王 为 包围 区 域 v 的 闭 光滑 曲面 , F(z,y,z) 在 
区 域 V 内 直到 边界 2 上 有 过 续 的 一 阶 偏 导数 ,G(xz,y,z) 有 连续 
的 二 阶 偏 导数 ,n 是 5 的 外 法 线 单位 向 量 . 证 明 Green 第 一 公式 

esaraya: -开元 as - 由 ee gradGdzdydz. 
(广西 师范 大 学 ) 

解 kz 2Cds = = [amac ndS 

= Nav raraacyav 
eav + 下 gradF . gradGdV 


[公式 19)] = Jjeacav: + 站 ee gradGdV . 


移 项 即 为 所 求 . , 
例 7.5.9 V,5 如 上 例 所 设 ， = u(x,y, 2), v= v(x,y, 
z), 在 V 内 直到 边界 5 上 有 连续 的 二 阶 偏 导数 . 试 证 


ge Vv v Vu)ds = = he 一 "Vdv. 
从， i 


证 和 ov as 

= eve Vu-v vav 
[用 公式 9) ,10)] -ev | div vo) 8 
-(Vo yz + vdivVu) JdV 
Newer v Vw)dVv. 


(因为 div Vu=Y: (Va) = Au = Vu). 
， 1026 : 


例 7.5.10 zx,z,3,Y 如 上 例 所 设 , 试 证 向 量 场 4 = gradu 
xgradv 通过 VV 内 任 一 封闭 曲面 上 的 流量 为 零 . 


证 流量 
Q = fands = Navaav 
= Davceraar x gradv)dV 
[用 公式 17)] = erae» * rotgradu 
~ gradu . rotgradv)}dV 
[用 公式 20)] = eras “0— gradu .0)dy = 0. 


例 7.5.11 计算 曲面 积分 || reotF . ndS, 其 中 下 = (x—z,xr’ 


— yz,—3zy),S 为 半球 面 :z=V 4 一 zx? -yi,n 为 S 上 侧 的 单位 
向 量 . (新 疆 大 学 ) 

解 I (应 用 Stokes 公式 ) 曲 面 S 的 边界 曲线 为 L :z=0, zx? 
+y =4, 即 z=0,x=2cos 0,y=2sin 0(0 委 0 委 2x) .因此 


rotr “ndS = 中 dr (注意 L 上 z==0,dz =0) 
L 
= 人 dz + Fdy = dz + zdy 
工 L 


2x 
= [ 2cos gd(2cos 9) + (2cos 0)’d(2sin 9) 


= 12r . . 
解 卫 〈 补 一 块 后 用 Gauss 公式 ). 记 S| 为 :z=0 上 x? +y 
委 4 的 部 分 . 则 


rotr ndS = rotF. ndS :中 rotF. nds 


SHS 下 1 上 


"TO0327 ， 


x+ 4 “ 


= evrorrav +3 下 dzdy 


= foav 3. 4 cos 6ag| rsdr = 12x . 
0 0 


例 7.5.12 设 V 为 R: 中 一 有 界 闭 区 域 ,其 边界 2 为 光滑 曲 
面 , 试 证 : 


= 到 vr nds (1) - 
其 中 /=V zi TT 避 ,n 为 的 外 法 线 单位 向 量 . 
证 1 设 原点 在 之 外 .容易 验证 


: divYr=2 二 
直接 应 用 Gauss 公式 ,可 得 式 (1). 
2° 设 原 点 为 V 的 内 点 .此 时 (1) 式 左边 为 反常 三 重 积分 ， 但 由 
Cauchy 判别 定理 ,可 知 它 收 敛 . 今 以 原点 为 中 心 、 以 充分 小 的 为 
半径 作 一 小 球面 卫 ,使 得 卫 完全 藩 在 V 内 . 记 I 所 包围 的 球体 
为 V. , 则 要 证 明 式 (1)， poh ， 
lim = = 到" rndSs. (2) 


-VV 


此 时 立 - 亿 己 不 再 包 各 原点 ， 可 以 使 用 1* 中 的 结果 .于 是 


-zl ronds 


= 到 Vr. ndS :1 Vr. ndS 

: = J +1,. 
要 证 明 式 (2) ,只 要 证 明 1, 一 0( 当 e->0* 时 ): 事 实 上 (作为 VV- 也 
边界 的 外 法 线 , 在 忆 上 是 指向 小 球 内 部 ): 


:7 = zr .ndS -3 .ndS 
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-11[., -工人 ai 
= 本 lb ndSs 到 av 


jar =- 均 .3 re = 一 2re: 一 0 
( 当 se 一 0 时 ). 
3" 当 原 点 位 于 边界 三 上 时 ,证 法 与 2 类似. 这 时 右边 曲面 积 
分 ,也 是 反常 积分 ,等 于 用 小 球 挖 去 奇 点 之 后 ,所 剩 曲面 上 积分 的 
极限 ( 令 小 球 半 径 e 一 0 ). 此 步 证 明 留 给 读者 . 
例 7.5.13 设 S 是 以 曲线 工 为 边界 的 光滑 曲面 ,(<,7,5) 二 
9 ， 


F(€,7,¢) -J 工 )dydz 十 《了 一 2 dzc + (¢— z)dzdy 


(1) 


其 中 r=V(8-z)+(n-y) +(¢ 一 z)7. 证 明 : 
充 =| (z— Cdy— (y— dz 
9& L 六 ? 


eF_fGz-8dz 一 (zz 一 5)dz (2) 
条- Pt 
证 
坎 -| (a+ 训 3 )drdz + 区 (= jaray OD 
(3) 
但 | -3 
=[ -点 +3 75]-[ 二 -3 
r r 了 r 


QD 跟 定 积分 一 样 ,曲面 积分 等 也 可 建立 起 积分 号 下 求 导 的 理论 . 
* 1029 : 


[95] 说 
同 理 ,六 ( 包 王 )= 辫 (后 )- 因 此 
(3) 式 = J 六 (- 汪 了 -二 (va 
+ 荡 32dzdz+ 天 于 2 bqrdy 
dydz dzdzx dzdy 
0 2 - 257 


dz . (Stokes 公式 ) 


-| Eb 


类 似 可 证 (2) 中 其 余 二 式 . 
四 、 四 种 重要 的 向 量 场 
作为 本 书 的 结束 ,我 们 来 讨论 保守 场 、 有 势 场 .无 旋 场 、 管 量 场 


的 关系 ,以 及 它们 的 某 些 性 质 . 
定义 1) 向 量 场 A=(A, ,A, ,A,). 若 线 积分 


| Adr =| Asdz + A,dy + Adz， 
L 
其 中 dr = (dz ,dy,dz).( 亦 即 : 
| A,ds =| 入 ,fds =| (A,cos a + A,cos B+ A,cos 7)ds.) 
. 了 


只 与 曲线 工 的 起 点 、 终 点 有 关 , 而 与 上 的 具体 路 径 无 关 , 则 4 称 
为 保守 场 .[ 这 里 t= (cos c,cos 8,cos 7) 表 示 工 上 ( 按 前 进 方向 ) 
切线 的 单位 向 量 , A, 是 A 在 ! 上 的 投影 . 工 总 假定 是 场 内 分 段 光 
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滑 的 曲线 . ] 

2) 车 存在 数量 场 u = x(M) ,使 得 4 =gradu , 则 4 称 为 有 势 
场 ， u 称 为 4 的 势 . 

3) 车 场 内 rot4 三 0, 则 4 称 为 无 旋 场 . 

4) 若 场 内 div4 二 0, 则 4 称 为 管 量 场 (或 无 源 场 ). 

定理 1 假设 1) 4 =(A,,A,,A,) 为 光滑 场 ( 即 分 量 A, ,A,， 
A, 在 场 内 有 连续 偏 导 数 ),2) 场所 在 的 区 域 是 按 曲面 连通 的 ( 即 
场 内 任 一 封闭 曲线 ,可 张 一 个 连续 曲面 在 场 内 ), 则 以 下 四 条 件 等 
从 Co 

1 4 为 保守 场 . 

2” 场 内 任 一 光滑 闭路 上 的 环 量 为 零 ( 即 指 


faa = dz + A,dy + A,dz = 0). 
3° A 为 无 旋 场 (rot4 二 一 0) 亦 等 价 于 条 件 : 


5y ’ az 

4” A 为 有 势 场 ( 即 : 3v ,使 得 A = gradu)， 亦 等 价 于 人 dz 十 
A,dy+ Adz 为 恰当 微分 , 即 : ,使 得 du = Adz + A,dy + 
A.dz. 若 记 dr = (dz， dy,dz), 此 式 即 为 du = 4.dr， 
” 当 去 掉 “ 按 曲面 连通 ” 的 条 件 , 则 上 述 四 条 件 的 关系 如 图 
7.5.2, 即 条 件 1°,2°,4* 等 价 , 而 3" 只 是 它们 的 必要 条 件 , 不 是 充分 
条 件 . 


1 < 2° 


2 ， | | pp 
- CY 


图 7.5.2 图 7.5.3 
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定理 2 若 4 为 光滑 场 , 则 以 下 三 条 件 等 价 : 
1" 4 为 管 量 场 . 
2* A 在 任何 封闭 光滑 曲面 上 的 通 量 为 零 即 ; 


人 ,as = gs 


= fae d+ A,cos B+ A,cos y)ds =0 


(nn 二 (cos a ,cos B,cos y) 为 外 法 线 单位 向 量 ). 
3° 张 在 封闭 曲线 工 上 的 光滑 曲面 S ,面积 分 


eas + Adzdz + A,dzxdy 


只 与 有关 ,与 S 的 形状 无 关 . 

定理 3 过 封闭 曲线 上 的 每 一 点 作 场 4 的 向 量 线 (切线 与 4 
的 方向 一 致 的 曲线 ) ,这 些 向 量 线 所 构成 的 曲面 ， 称 为 向 量 管 . 管 量 
场 中 ,通过 同一 向 量 管 的 各 个 横断 面 上 的 流量 相等 . (如 图 7.5.3， 
S1、S, 是 任意 二 个 横断 面 , 则 流量 


|4.as = |4.as. 


此 积分 值 称 为 向 量 管 的 强度 ). 

定理 4 若 存 在 向 量 场 B ,使 得 4 = rotB , 则 4 为 管 量 场 , 旦 
B 称 为 4 的 向 量 位 .车 B 是 4 的 某 一 个 向 量 位 , 则 吾 , + gradz 
必 仍 是 4 的 向 量 位 (其 中 x = x(M) 是 任意 一 有 偏 导数 的 函数 )， 
并 且 4 的 全 体 向 量 位 都 具有 这 种 形式 ( 即 : 这 时 任 一 别 的 向 量 位 
B,! , 必 存 在 相应 的 函数 ,使 得 B = Bi + gradu). 

有 势 场 的 判断 与 势 的 计算 

要 点 ”根据 定理 1 ,要 判断 4 是 否 为 有 所 ,只 须 检验 条 件 : 

34， 34。34。 3A, 3A, 3A, 
. 9r 9y "gy dz ”dz gx 
若 此 条 件 在 场 内 处 处 成 立 , 则 A 为 有 势 场 ,否则 不 是 . 另 一 种 方法 
* 1032 ， 


是 求 势 画 数 , 求 出 了 势 画 数 ,自然 是 有 势 场 .计算 势 函数 ,可 用 
$7.3 中 的 方法 ,或 将 4 .dr 化 为 du 的 形式 , 则 w 即 为 势 函 数 . 
例 7.5.14 证 明 : 场 和 4= f(r)r( 其 中 f(7) 是 单 值 的 连续 了 
数 ) 为 有 势 场 .并 求 该 场 的 势 . 
解 A'dr = f(r)r:dr= f(r)(zdzrt+ ydy+ zdz) 


= f(r)Fdr + y+) fr) dr 
= f(r)rdr = | tf(t)di. 


所 以 A 为 有 势 场 ， =| tf(i)di 为 4 的 势 . 


例 7.5.15 在 空间 ”个 不 同 的 点 上 ,各 有 质量 为 m， (i=1, 
2,…,n) 的 质点 . 试 求 该 质点 系 产生 的 引力 场 的 势 . 

提示 4 .dr=- DD, dr =d 交 到 ) 

例 7.5.16 设 变 力 .4(M) 的 方向 总 指向 原点 ,大 小 只 依赖 于 
距离 r= OM , 且 为 > 的 连续 函数 , 试 求 4 的 势 . 


提示 “4 的 方向 为 - 工 ,大 小 为 + 的 连续 函数 , 设 之 为 p(7)， 


于 是 4= -9(r) 工 , 记 Fr)= - 工 p(r), 则 4= F(r)r. 从 而 化 
为 例 7.5.14. 
例 7.5.17 设 和 = yf(zry)it zg(zry)j 是 平面 有 势 场 , 试 求 
函数 g(zi) - Fi) 的 表达 式 , 及 4 的 势 . 
“ 解 因 A 为 平面 有 势 场 , 故 有 .… :: 
9xg(zry) 9yf(xy) -0 
ax 9y 
即 g(xy)+ ryg (zy) 一 [zy)+zyF(zy)]=0. 
记 za 和 G=g 九 则 上 式 即 为 G+ 4G'=0. 从 而 4 = - 得 ， 
.1038 . 


G(D)= 8(1)-f() -TF. 孝 g=f+F,A- (zy)it 


z (f(zy)+S) 4 的 势 可 利用 线 积分 求 原画 数 得 出 . 当 y>0 
时 ， 1 


(xz,y) 
u(xz,y) = | yf(xy)dr + z| f(zy) +EJay 


= | [f+ 了 | + | (zy)dz 


= Cnly 1+ | fla . 


通过 验算 ,可 知 最 后 结果 当 y<0 也 成 立 . 
例 7.5.18 设 4 为 有 势 场 ,关于 原点 对 称 , 队 原点 外 ,处 处 
有 div4 =0. 原 点 处 有 强度 为 常数 e 的 源头 (单位 时 间 从 原点 涌 出 


的 流体 量 为 *). 试 证 4= rr (〈 当 r>0 时 )， 
证 因为 4 为 有 势 场 , 故 3x= zxz(M), 使 得 


三 gragz. 
由 于 场 关于 原点 对 称 , 所 以 x 应 为 7 的 函数 ， 和 
因此 A=gradu=gradu(r)=w’ Cr) 二. (1) 


又 因 div4 三 0( 除 原点 外 )， 故 通过 任何 不 包含 原点 的 封闭 则 


面 的 流量 为 零 . 
faas = avaas =0. 


因此 任何 两 个 包含 原点 的 封闭 光滑 曲面 向 外 的 流量 相等 .[ 如 图 7. 
5.4,S:,S: 是 包含 原点 的 二 曲面 ,将 它们 之 间 的 区 域 记 为 V, 则 
| aas = awaav =0. 
(S， 表示 在 S, 上 法 线 朝 内 的 一 侧 . ) 
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Ads = |4as.] CY 8 
用 S, 表示 以 原点 为 中 心 半 径 为 ~ 的 球 | 


面 ,外 法 线 为 n= 二 , 则 Yr>0, 有 


Jess = 由 ss - e. 


(其 中 e >0 为 充分 小 的 正 数 . ) 如 此 ,用 (1) 式 代入 ,有 


2 二 站 ZndS = 二 TdS | 


r 


= u(r)lldS = u(r)4rxr’. 


所 以 u(r)= 1, 
4xr 


A=u (r= Tr ( 当 xr>0 时 ). 


py 练 习 7.5 
7.5.1 坛 证 本 节 场 论 公式 10),14),19),20) ,21) ,23). 
7.5.2 设 4,B 为 常 向 量 试 求 BY (AY (二 )). 


7.5.3 设 V (f(r)r)=0, 求 f(7). 

7.5.4 设 B= 一 Vp,C 为 常 向 量 ,Ap=0, 试 证 ， 
1)v:[gC+(C:r)B]=0. 

2) Y'[9B+(C'r)C]= CB?. 

3) VY x[gC+(C*r)B]=2CxB. 

4) VY xLlgB+(C*r)C]=0. 

7.5.5 ww 在 gradv 的 方向 导数 , 何 时 为 零 ? 
7.5.6 求 |gradu|=1 的 轨迹 , 设 
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1 
V(r-a)t(y- b+(z-c) 
7.5.7 设 P.Q.R 是 (x,y,z) 有 连续 偏 导 数 的 函数 ,下 = 
Pi + Qj + Rk. 试 用 两 种 方法 ,将 rotF =0 改写 为 柱 面 坐标 的 形式 . 
7.5.8 设 S 是 以 曲线 L 为 边界 的 光滑 曲面 ,n 为 S* 的 法 线 单位 向 量 
与 7! 成 有 手 系 ,u,v 为 二 有 连续 偏 导数 的 函数 . 试 证 
中 udv = Daraar x gradv)ndS. 


十 


w=ln 


工 


7.5.9 证 明 
A=(zx’ -ye)it(y zr)jt+(z: ~ rxy)k 
是 有 势 场 ,并 求 其 势 . 
7.5.10 设 
_arty, xz-y+b., 
i iy 了 十 大 


是 有 势 场 , 求 a、4b 与 F 的 势 . 

7.5.11i 证 明 :; 若 4,B 是 无 旋 场 , 则 4 x B 为 管 量 场 . 

7.5.12 设 V 是 以 光滑 曲面 S 为 边界 的 有 界 闭 区 域 ,n 表示 曲面 S 的 
外 法 线 ,P=(&,7,5) 攻 V,Q= (xz,y,z) 为 积分 的 动 点 .7 为 P 与 Q 的 距离 ; 
r=V(é-x)+(y-y) +(L-z). 试 证 : 


gragr [eco) |= - foi)n es 


+ eraaae Q) YY, 


其 中 p(Q)= p(xz,y,z) 为 具有 连续 偏 导数 的 函数 . 
提示 ”问题 等 价 于 证 明 如 下 三 个 等 式 (n = (cos a ,cos B,cos 7)): 


9 
el = po es +2 YY, 
V S V 


却 ec®) YY =- jp(Q) has + 由 元 eco) 上 时， 
了 s Vv 


ec® = ras + | 20 YY. 
利用 例 7.5.13 类 似 的 方法 ,借助 Gauss 公式 可 证 . 
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